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Wstep

Zdecydowana wiekszos¢ teoretycznych modeli wzrostu gospodarczego stanowia
modele opisujace procesy wzrostu zachodzace w realnej sferze gospodarki w dtugim
horyzoncie czasowym. Podstawowymi zmiennymi takich model sg kapital (majatek
trwaly), produkeja, zatrudnienie, kapitat ludzki, inwestycje, konsumpcja i postep
technologiczny. W wypadku modeli wzrostu gospodarki zdecentralizowanej (mo-
deli dynamicznej réwnowagi ogdlnej) dodatkowymi zmiennymi s wynagrodze-
nia (z pracy i kapitatu). Jezeli w modelach uwzglednia si¢ takze sektor publiczny
(rzadowy), to wérdd zmiennych pojawiaja sie ponadto wydatki rzadowe, podatki,
obligacje i dlug publiczny. Powyzsza lista zmiennych jest wystarczajaca do sformu-
towania zdecydowanej wigkszosci modeli wzrostu. Przyktady takich modeli mozna
znalez¢ migdzy innymi w obszernych monografiach poswieconych teorii wzrostu
gospodarczego takich autoréw jak Barro i Sala-i-Martin (1995), Acemoglu (2009)
oraz Novales i in. (2009).

Odrebna klasa modeli wzrostu gospodarczego s3 monetarne modele wzrostu
umozliwiajace badanie wplywu polityki pieni¢znej na wzrost gospodarczy. W tra-
dycyjnych monetarnych modelach wzrostu polityka pieni¢zna znajduje odzwier-
ciedlenie w zmianach podazy pienigdza kontrolowanych przez bank centralny.
Przyjmuje sig, ze bank centralny dazy do utrzymania okreslonego (zwykle wyktad-
niczego) wzrostu podazy pieniadza (ilosci pieniadza w obiegu) poprzez odpowied-
nie ksztaltowanie wysokosci stopy procentowej, ktdra wraz z wielkoscig produkcji
determinuje popyt na pieniagdz. W nowszych monetarnych modelach wzrostu ob-
serwuje si¢ tendencje do pomijania podazy pieniadza i skupiania uwagi bezposred-
nio na stopie procentowej jako gléwnym instrumencie banku centralnego stuzacym
z jednej strony do realizacji jego celu inflacyjnego, a z drugiej do podtrzymywania
wzrostu gospodarczego. Taki sposéb modelowania polityki pieni¢znej jest ujmo-
wany w réznych wersjach tzw. réwnania Taylora opisujacego czynniki wptywaja-
ce na zmienno$¢ stopy procentowej (Baranowski, 2008; Bullard i Mityra, 2002;
McCandless, 2008; Taylor, 1993, 1999).

Podobnie jak w calej teorii wzrostu gospodarczego, w przypadku monetarnych
modeli wzrostu na pierwszy plan wysuwaja si¢ zwykle dwa zagadnienia. Jedno do-
tyczy tego, czy gospodarka opisana danym modelem jest zdolna do trwalego, row-
nomiernego wzrostu. Jest to pytanie o istnienie sciezki réwnomiernego wzrostu,
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a poniewaz wzrost réwnomierny to wzrost, w ktérym proporcje miedzy zmiennymi
(struktura gospodarki) pozostaja niezmienne, pytanie to sprowadza si¢ do pyta-
nia o istnienie takich proporcji migdzy zmiennymi, ktére 6w réwnomierny wzrost
umozliwiaja. W terminologii uzywanej w teorii wzrostu gospodarczego proporcje
te definiuja stan stacjonarny gospodarki. W wypadku monetarnych modeli wzro-
stu w kontekscie stanu stacjonarnego pojawia si¢ pytanie, czy stan ten zalezy od
prowadzonej polityki pienig¢znej, czy tez pozostaje niezalezny, co si¢ wiaze z prob-
lemem neutralnosci pienigdza. Drugie zagadnienie badane w teorii wzrostu go-
spodarczego dotyczy pytania o to, czy gospodarka, ktéra w stanie poczatkowym
nie znajduje si¢ na $ciezce rownomiernego wzrostu (a tym samym nie znajduje sig
w stanie stacjonarnym), z uptywem czasu dazy do tej sciezki, osiagajac proporcje
zblizone do tych, ktdre charakteryzuja stan stacjonarny. Jezeli zbieznos¢ taka wy-
stepuje, méwimy o asymptotycznej stabilnosci stanu stacjonarnego. W zaleznosci
od rozpatrywanego modelu moze si¢ on cechowaé kompletnym brakiem stabilno-
$ci, stabilnoscia globalna lub stabilnoscia lokalng. O stabilnosci globalnej méwimy,
gdy zbieznos¢ do stanu stacjonarnego nie zalezy od poczatkowego stanu gospodar-
ki, a o stabilnosci lokalnej, gdy warunkiem zbieznosci do stanu stacjonarnego jest
odpowiednio mata odlegtos¢ stanu poczatkowego (w kategoriach proporcji migdzy
zmiennymi) od stanu stacjonarnego.

Stabilno$¢ gospodarki moze by¢ wynikiem proceséw adaptacyjnych (opisywa-
nych réwnaniami rézniczkowymi lub réznicowymi), w ktérych wartosci zmien-
nych z okresu na okres dostosowuja si¢ do réznego typu nieréwnowag, moze tez
wynikac z wlasnosci rozwigzan zadan optymalizacji dynamicznej, formutowanych
w celu znajdowania dlugookresowych, optymalnych scenariuszy wzrostu gospo-
darczego. W kazdym wypadku stabilnos¢ nie jest bezwarunkowa cecha gospodarki.
Matematyczne twierdzenia o stabilnosci réznych modeli wzrostu zawsze opieraja
sie na licznych zalozeniach, bez ktérych dowody stabilnosci bytyby niemozliwe.
W wypadku monetarnych modeli wzrostu wéréd zalozen gwarantujacych stabil-
nos¢ gospodarki interesujace sa w szczegélnosci zatozenia dotyczace wzrostu poda-
zy pieniadza czy tez regul ksztaltowania stopy procentowej. Zatozenia tego rodzaju
pozwalaja na formulowanie wnioskéw dotyczacych tego, czy i jak polityka pieni¢zna
moze wplywa¢ na stan stacjonarny oraz na stabilnos¢ lub niestabilno$¢ gospodarki.

Prekursorem wprowadzenia pienigdza do modeli wzrostu byt amerykanski eko-
nomista James Tobin, ktéry zaprezentowal model, za pomoca ktérego analizowat
wplyw tempa wzrostu podazy pieniadza na wzrost gospodarczy (Tobin, 1955).
Gléwnym problemem podjetym przez Tobina byla préba sformutowania takiego
monetarnego modelu wzrostu, ktéry bytby wolny od tzw. problemu ostrza noza
(knife edge problem), znanego z modeli wzrostu Harroda (1939, 1942), Domara
(1946) oraz Kaldora (1971).

Problem ten jest zwiazany z kompletna niestabilnoscia gospodarki. Polega na
tym, ze kazde jej wytracenie ze Sciezki rownomiernego wzrostu skutkuje poglebia-
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jaca si¢ nieréwnowaga bez szans powrotu na te $ciezke (wiecej na temat proble-
mu ostrza noza pisza: Filipowicz i in. (2016), Pietak (2017) oraz Tokarski (2005)).
W pracy z 1955 roku Tobinowi nie udalo sie¢ jasno i jednoznacznie rozstrzygnacé
kwestii stabilnosci stanu stacjonarnego w analizowanym modelu. Dopiero 10 lat
pdzniej zaprezentowal on monetarny neoklasyczny model wzrostu bedacy rozsze-
rzeniem modelu Solowa-Swana (Solow, 1956; Swan, 1956) o czynniki monetarne
(Tobin, 1965)%, na podstawie ktorego sformutowat wniosek, ze odpowiednia poli-
tyka pienigzna moze by¢ rozwigzaniem problemu ostrza noza* (zob. takze Dimand
(2014) oraz Dimand i Durlauf (2009)). Innym ciekawym wnioskiem sformutowa-
nym przez Tobina bylo to, ze szybszy wzrost podazy pieniadza wiaze si¢ z wyzszym
poziomem kapitatu rzeczowego oraz wyzsza produkcja na osobe w stanie stacjonar-
nym, co jest spowodowane tym, ze wyzszy poziom inflacji sktania oszczedzajacych
do zmiany struktury portfela aktywéw na korzys¢ kapitatu rzeczowego. To z kolei
oznacza, ze w stanie stacjonarnym modelu Tobina pieniadz nie jest neutralny. Inna
z tez sformutowanych przez Tobina glosi, ze wzrost inflacji moze mie¢ pozytyw-
ny wplyw na inwestycje, poniewaz w warunkach inflacji wartos¢ rynkowa przed-
siebiorstw ro$nie szybciej niz poziom cen (tzw. efekt Tobina). Temat ten poruszaja
Okun (1971), a takze Fischer i Modigliani (1978), ktérzy opisuja negatywny wptyw
inflacji na wzrost gospodarczy.

Whioski sformutowane przez Tobina zostaly uznane za kontrowersyjne i sklo-
nily wielu autoréw do zmodyfikowania jego modelu w celu kontynuowania badan
nad wplywem pieniadza i inflacji na wzrost gospodarczy (Johnson, 1966; Levhari
i Patinkin, 1968; Sidrauski, 1967a, 1967b).

Levhari i Patinkin (1968) wykazali, ze jesli w modelu Tobina stopa oszczedno-
$ci jest funkcja zalezna od stép zwrotu z aktywéw zawartych w portfelu sektora
prywatnego (kapitalu rzeczowego i pieniadza), to efekt Tobina moze nie wystapic.
Dornbusch i Frenkel (1973), wprowadzajac do modelu Tobina funkcje konsumpcji
zalezng od inflacji i rzeczywistej wartosci majatku per capita, udowodnili, ze w sta-
nie stacjonarnym wzrost inflacji zmniejsza zainteresowanie inwestycjami w kapitat
rzeczowy, co jest efektem przeciwnym do efektu Tobina.

Istotne zastrzezenie do modelu Tobina dotyczyto niestabilnego charakteru stanu
stacjonarnego, ktdry jest niestabilnym punktem siodlowym®. W praktyce oznacza
to, ze nawet niewielkie odchylenia od réwnowagi moga prowadzi¢ do znacznych
fluktuacji i dalszych odchylen od réwnowagi (Nagatani, 1970; Sidrauski, 1967b).

! W literaturze najczeéciej pomijana jest praca Tobina z 1955 roku, a cytowana dopiero ta z 1965
roku (Orphanides i Solow, 1990; Sijben, 1977).

? Jak wykazano w kolejnych badaniach nad modelem Tobina, wniosek ten byt bledny (Nagatani,
1970).

? W kontekscie teorii réwnan rézniczkowych, punkt siodtowy to punkt réwnowagi, w ktérym pew-
ne trajektorie sa przyciggane do punktu, podczas gdy inne sa od niego odpychane. Rdznica migdzy
punktem siodlowym stabilnym a niestabilnym jest zwiazana z charakterem tych trajektorii.
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W konsekwencji okazalo si¢, ze Tobin w swojej pracy z 1965 roku nie rozwiazat
problemu ostrza noza. Jedno z rozwiazan tego problemu zaproponowat Sidrau-
ski, ktéry w swojej pracy z 1967 roku (Sidrauski, 1967b) zalozenie zastosowane
w oryginalnym modelu Tobina, Ze inflacja w kazdym momencie jest réwna infla-
cji oczekiwanej na dany moment (zatozenie perfekcyjnych przewidywan), zastapit
hipotezg adaptacyjnych oczekiwan (Cagan, 1956), uzyskujac w ten sposdb stabil-
no$¢ stanu stacjonarnego.

Model Tobina byt krytykowany takze za to, ze pieniadz byl w nim traktowany
wylacznie jako $rodek wymiany, a nie jako forma oszczednosci, co nie byto przeko-
nujacym wyjasnieniem, dlaczego gospodarstwa domowe utrzymuja cze$¢ swojego
majatku w postaci pieniadza, skoro nie przynosi to zadnych bezposrednich docho-
déw. Przekonujace wyjasnienie tego problemu przedstawil dopiero w przetomowe;
pracy Sidrauski (1967b), ktéry wprowadzit pieniadz do modelu optymalnego wzro-
stu gospodarczego Ramseya-Cassa-Koopmansa (w skrocie RCK), przyjmujac, ze
argumentem miedzyokresowej funkeji uzytecznosci oprécz konsumpcji per capita
jest zasob realnego pieniadza per capita posiadanego przez gospodarstwa domowe.
Pozwolilo to na pokazanie roli pieniadza nie tylko jako srodka wymiany, ale takze
jako formy oszczgdnosci gromadzonych w celu sfinansowania konsumpcji w przy-
sztosci, co uznano za blizsze rzeczywistosci, gdyz faktycznie ludzie gromadza pie-
niadze na przyszle wydatki, m.in. na emeryture.

Sidrauski wykazal, ze w stanie stacjonarnym jego modelu, przeciwnie do modelu
Tobina, pieniagdz jest neutralny, co przejawia sie w tym, ze warto$ci zmiennych re-
alnych w stanie stacjonarnym nie zaleza od tempa wzrostu podazy pieniadza, ktére
wplywa tylko na wielko$¢ inflacji. Waznym rezultatem uzyskanym przez Sidrau-
skiego bylo tez pokazanie, Ze w jego modelu - podobnie jak w innych modelach
typu RCK - stan stacjonarny jest stabilnym punktem siodtowym, co oznacza, ze
rozwigzanie optymalne modelu, niezaleznie od stanu poczatkowego, jest zbiezne
do stanu stacjonarnego wzdluz jednej i tej samej Sciezki siodtowe;j.

W kolejnych latach powstalo wiele modyfikacji i rozszerzen modelu Sidrauskiego,
ktérych celem byta préoba lepszego uchwycenia roli pienigdza. Na przykiad, w pra-
cy Fischera (1974) zaprezentowano zmodyfikowany model Sidrauskiego, w ktérym
pieniadz jest argumentem w funkcji produkeji. W wypadku tego modelu autor od-
notowuje brak neutralnosci pienigdza w stanie stacjonarnym. Innym przyktadem
jest praca Brocka (1974), gdzie prezentowano model, w ktérym w mi¢dzyokresowej
funkcji uzytecznosci, oprécz konsumpcji i realnego zasobu pieniadza, uwzglednia-
ny jest dodatkowo trzeci argument, ktérym jest czas wolny. Model opisuje gospo-
darke, w ktérej gospodarstwa domowe dzielg swéj czas na prace, ktéra pozwoli im
zwigkszy¢ konsumpcje i w efekcie uzytecznosé, oraz na czas wolny, ktdry jest bez-
posrednim zrédlem uzytecznosci. Jest to oczywistym krokiem w kierunku zblize-
nia modelu do rzeczywistosci. Brock wykazal, ze stan stacjonarny w jego modelu
istnieje i jest asymptotycznie stabilny.
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Modele wzrostu Tobina i Sidrauskiego oraz dziesiatki ich pézniejszych rozwi-
nie¢ i modyfikacji zaliczaja si¢ do ekonomii neoklasycznej. Ich podstawowe wspélne
cechy to zaloZenie o permanentnej rownowadze na rynkach produktu, pracy i pie-
nigdza. Wspdlne jest tez zatozenie o technologii produkeji opisanej neoklasyczna
funkcja produkeji w postaci intensywnej o malejacej kranicowej efektywnosci ka-
pitatu przypadajacego na pracownika.

Wspétczesnie w neoklasycznej monetarnej teorii wzrostu dominujg wywodza-
ce sie od modelu Sidrauskiego modele typu Ramseya-Cassa-Koopmansa z pienia-
dzem, w ktérych - inaczej niz w modelu Tobina czy Solowa - stopa oszczgdnosci
nie jest juz stalym parametrem, lecz zmienng czasu. Dynamika gospodarki wynika-
jaca z rozwigzania powyzszych modeli jest podporzadkowana postulatowi maksy-
malizacji miedzyokresowej uzytecznosci w nieskoniczonym horyzoncie czasowym
przez reprezentatywnego konsumenta — inwestora. Przyktady takich modeli zapre-
zentowali m.in. Walsh (1998), Turnovsky (2000), Novales i in. (2009) oraz Barba-
rosa (2018).

Poczynajac od lat 60. ubieglego wieku, réwnolegle do neoklasycznych monetar-
nych modeli wzrostu rozwijane byly monetarne modele wzrostu zaliczane do eko-
nomii keynesowskiej. Nurt keynesowskich modeli wzrostu zaktada, ze gospodarka
jest w stanie nieréwnowagi i dochodzenie do $ciezki réwnomiernego wzrostu od-
bywa si¢ w warunkach nieréwnowagi. W tych modelach istotnym elementem jest
mechanizm zbieznosci do réwnowagi, ktéry polega na zachodzacych w kolejnych
okresach reakcjach dostosowawczych do réznych stanéw nieréwnowagi (np. pro-
dukeja i ceny reaguja na nieréwnowage na rynku produktéw). Innymi stowy, mo-
dele te zaktadaja, ze gospodarka dazy do réwnowagi, ale na jej drodze pojawiaja sie
rézne zakldcenia, ktére wplywaja np. na poziom produkeji, zatrudnienia i inflacji.

W przeciwienstwie do modeli neoklasycznych, modele keynesowskie zaklada-
ja, ze gospodarka moze pozostawaé w stanie dtugotrwalej nieréwnowagi, w ktdrej
wystepuja m.in. bezrobocie i niewykorzystany potencjal produkcyjny. Modele te
zakladaja tez, ze rynki nie zawsze dzialajg efektywnie i w zwiazku z tym moga wy-
stepowac zaburzenia w gospodarce. W przeciwienstwie do modeli neoklasycznych,
w modelach keynesowskich uwzglednia si¢ podziat spoteczenstwa na pracownikéw
najemnych i wlascicieli kapitatlu. Uwzglednienie takiego podziatu spoteczenstwa
pozwala na bardziej realistyczna analiz¢ proceséw gospodarczych i ich wptywu na
rézne grupy spoleczne (nawet w najbardziej rozwinietych gospodarkach kapitali-
stycznych, na przyktad w Stanach Zjednoczonych wigkszos¢ spoteczenstwa utrzy-
muje sie wylacznie z pracy, czgsto nie posiadajac zadnych oszczednosci). Modele
te biorg pod uwage m.in. wptyw ptac na konsumpcje pracownikéw, wplyw zyskow
na inwestycje wlascicieli kapitalu oraz wplyw polityki fiskalnej i monetarnej na cata
gospodarke. W ten sposéb modele keynesowskie pozwalajg na analize probleméw
spotecznych takich jak bezrobocie, ubéstwo czy nieréwnosci dochodowe, co jest
istotne z punktu widzenia polityki gospodarczej i spoteczne;j.
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W monetarnych modelach keynesowskich szczegélna uwage poswieca sig roli
polityki monetarnej w stabilizacji gospodarki i wplywie zmian stép procentowych
na aktywno$¢ gospodarcza. W tych modelach aktywnos¢ gospodarcza zalezy od
wydatkéw konsumpcyjnych i inwestycyjnych, ktére moga by¢ hamowane przez
wyzsze stopy procentowe, co z kolei wpltywa na zatrudnienie i produkcje. Polityka
monetarna, poprzez zmiang stop procentowych, moze wplyna¢ na pobudzenie lub
hamowanie aktywnosci gospodarczej i zmiang¢ poziomu inflagji.

Pierwsza grupa takich modeli byly modele typu Keynesa-Wicksella (w skrdcie
modele KW). Modele te maja korzenie w pracach Gunnara Myrdala, Erika Lidahla,
Friedricha Hayeka i Johna Maynarda Keynesa. Sa proba pogodzenia krétkookre-
sowych fluktuacji wynikajacych z nieréwnowagi migdzy popytem a podaza z dtu-
gookresowym, réwnomiernym wzrostem gospodarczym. Liczne przyklady modeli
typu Keynesa-Wicksella sa prezentowane w pracach Steina (1966, 1968, 1969, 1970,
1971), Rosea (1966, 1967, 1969), Fischera (1972), Fujina (1974), Sijbena (1977),
Nagataniego (1970), Bremsa (1980), Iwai (1981), Asady (1991) i Ogawy (2020).

W odréznieniu od neoklasycznych modeli wzrostu, w ktérych réwnowaga
miedzy inwestycjami a oszczednosciami jest uwazana za naturalna, w modelach
Keynesa-Wicksella zaklada sie, Ze decyzje inwestycyjne sg niezalezne od decyzji
oszczednosciowych. Decyzje inwestycyjne sa podejmowane przez przedsigbiorstwa,
ktére szukaja sposobow na zwiekszenie swojego zysku. Wplyw na decyzje inwe-
stycyjne maja przede wszystkim oczekiwany wzrost popytu i poziom rentownosci
inwestycji. Natomiast decyzje o oszczednosciach sa podejmowane przez gospodar-
stwa domowe i przedsiebiorstwa, ktére daza do maksymalizacji swojego dochodu
i minimalizacji ryzyka. Wplyw na oszczednosci majg przede wszystkim poziom
dochodéw, ceny i oczekiwania co do przyszlego poziomu inflacji.

W modelach Keynesa-Wicksella oszczednosci i inwestycje nie zawsze sa réwne,
co przeklada sie na nier6wnowage na rynku towaréw. Zaklada sie takze, ze ceny
zmieniajg si¢ w momencie, gdy oszczednosci sa rézne od inwestycji (nieréwnowa-
ga na rynku towaréw). Dodatkowo przyjmuje si¢ nieréwnowage na rynku pracy
przy jednoczesnym zalozeniu réwnowagi na rynku pieniadza.

Podobnie jak w neoklasycznych monetarnych modelach wzrostu, badacze w swo-
ich pracach nad modelami typu KW zajmuja si¢ analizg stabilnosci modelu oraz
wplywem polityki pienieznej (skutkujacym wyzsza lub nizsza inflacja) na wzrost
gospodarczy.

Jeden z pierwszych monetarnych modeli typu KW zostal opisany i zbadany
w pracy Steina (1966). Autor wykazuje, ze gospodarka opisana jego modelem przy
odpowiednich zalozeniach po pewnym czasie bedzie si¢ rozwijala réwnomiernie
ze stalg stopa wzrostu réwna stopie wzrostu podazy pracy. Wyniki modelu wskazu-
ja na brak neutralnosci pieniadza. Innymi stowy, wykazano, ze wigksza podaz pie-
niadza w stanie stacjonarnym przekltada sie na wyzszy poziom inflacji, co wplywa
na wartosci zmiennych realnych modelu.
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Na bazie modeli typu KW powstaly kolejne rozwinigcia keynesowskich mo-
netarnych modeli wzrostu gospodarczego, w ktérych autorzy prébowali ulepszyé
wczesniejsze modele, m.in. poprzez modyfikacje rownan, zmiane zatozen, a takze
poprzez synteze roznych modeli.

Przykladem moze by¢ monetarny model wzrostu AD-AS (zagregowanego popytu
i zagregowanej podazy) opisany przez Sargenta (1987)*. W odréznieniu od modelu
Keynesa-Wicksella, w modelu AD-AS zaklada si¢ rownowage na rynku towaréw.
Dopuszcza si¢ nierdwnowage na rynku pracy, zaktadang réwniez w modelach typu
KW, a poziom zatrudnienia zalezy od decyzji produkcyjnych firm. Poziom infla-
cji zalezy od dynamiki ptac i dynamiki oczekiwan inflacyjnych opisanych dwoma
dodatkowymi réwnaniami.

Waznym wnioskiem przedstawionym w pracach Frankego (1992) oraz Chiarel-
li i in. (2005, rozdziat 2) jest odrzucenie twierdzenia przedstawionego przez Sar-
genta (1987, s. 119) o wplywie polityki pienieznej na stabilnos¢ modelu. Sargent
stwierdzil, Ze model wytracony z réwnowagi przez zmiang tempa wzrostu podazy
pieniadza (zmiana skokowa) zawsze wrdci na $ciezkg réwnomiernego wzrostu. To
stwierdzenie nie zostalo jednak poparte przez Sargenta zadnym dowodem. Jak za-
uwazyli Flaschel (1993) oraz Franke (1992), stan stacjonarny jest lokalnie asymp-
totycznie stabilny, a wigc odpowiednia zmiana wzrostu podazy pienigdza moze
doprowadzi¢ do utraty stabilnosci. Oznacza to, ze nieodpowiednia polityka pie-
niezna moze doprowadzi¢ do destabilizacji gospodarki.

Modele AD-AS analizowane sg od ponad 20 lat (Chiarella i in., 2005; Flaschel,
1993; Franke, 1992). Badania koncentruja na analizie stanu stacjonarnego oraz wa-
runkdw, przy ktérych gospodarka jest zbiezna do tego stanu’.

Kolejnym przyktadem monetarnego modelu wzrostu bedacego modyfikacja
modelu KW jest monetarny model wzrostu typu Keynesa—Metzlera-Goodwina
(w skrécie model KMG) bedacy tematem niniejszej monografii.

Autorami modelu KMG sa trzej ekonomisci keynesowscy: Carl Chiarella, Peter
Flaschel i Willy Semmler, ktérzy zajmowali si¢ rozwojem ekonomii keynesowskiej
od ponad dwéch dekad. Wspdlnie (niekiedy z innymi wspétautorami) opubliko-
wali seri¢ ksigzek o ekonomii keynesowskiej z naciskiem na wzajemne relacje mie-
dzy sfera realng a sferg finansowa gospodarki. Nalezy wspomnie¢ miedzy innymi
o0 obszernej monografii The dynamics of Keynesian monetary growth (Chiarella
i Flaschel, 2000) i fundamentalnej trylogii Reconstructing Keynesian macroecono-
mics, t. 1-3 (Chiarellaiin., 2012, 2013, 2014), w ktdrej podejmuja prébe calkowitej

* Sargent (1987) przedstawit takze klasyczng wersje modelu AD-AS. Te dwa modele réznig sie m.in.
zalozeniem na temat réwnowagi na rynku pracy, ktéry w modelu klasycznym jest w réwnowadze,
a w keynesowskim niekoniecznie.

> Duzo informacji na temat rozwoju monetarnych modeli wzrostu mozna znalezé m.in. w pra-
cach Chiarelli i in. (2000) oraz Orphanidesa i Solowa (1990).
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reinterpretacji i rekonstrukcji catej makroekonomii keynesowskiej®. Inne wazne
prace tych autoréw to: Asadaiin. (2003); Charpeiin. (2011) oraz Chiarellai in.
(2000, 2005).

Najwazniejszy monetarny model wzrostu analizowany (w réznych wariantach)
przez Chiarelle, Flaschela i Semmlera to wspomniany wyzej model KMG. Nazwa-
no go tak, aby podkresli¢ jego zwiazek z koncepcjami wypracowanymi przez tych
trzech wielkich ekonomistéw. W réwnaniach modelu KMG mozna znalez¢ idee
wyrazone w pracy Keynesa (1936) oraz w pracy Goodwina (1967) na temat inter-
akeji wzrostu i dystrybucji dochodéw; sg to komponenty K i G modelu. Modele
KMG uwzgledniajg brak réwnowagi na rynku towaréw, implikacje zmian zapasow
oraz stopniowe dostosowywanie zapaséw do pozadanego poziomu. Dynamika za-
pasow jest rGwniez zwiazana z koncepcja oczekiwanej sprzedazy (oczekiwanego
popytu), sformutowang zgodnie z zalozeniami dostosowania zapaséw przedstawio-
nymi w pracy Metzlera (1941) - stanowi ona komponent M modelu. Tym samym
model KMG nawigzuje takze do modeli typu Keynesa-Wicksella przedstawionych
m.in. przez Steina (1966), Rose’a (1966) i Fischera (1972). Poza tym warto wspo-
mniec o jego podobienstwie do modelu keynesowskiego przedstawionego przez
Sargenta (1987, rozdziat 5).

Modele typu KMG opisuja dynamike gospodarki za pomoca ztozonego uktadu
nieliniowych réwnan rézniczkowych odzwierciedlajacych adaptacyjne procesy de-
cyzyjne. Cecha charakterystyczng tych modeli jest mozliwo$¢ przeksztalcenia ich
w tzw. postac intensywna, w ktérej wszystkie wyjSciowe zmienne sa zastepowane
nowymi zmiennymi opisujacymi proporcje migdzy nimi. Model w postaci inten-
sywnej pozwala na zdefiniowanie stanu stacjonarnego, ktéry opisuje stale propor-
cje pomiedzy zmiennymi wyjsciowymi utrzymywane w procesie rOwnomiernego
wzrostu. GIéwnymi wynikami teoretycznymi, ktére mozna uzyska¢ dla modelu
w postaci intensywnej, s twierdzenia o stabilnosci stanu stacjonarnego. Twierdze-
nia te pokazuja warunki, w jakich gospodarka zmierza do stanu stacjonarnego, co
jest réwnoznaczne ze zblizaniem si¢ do $ciezki rownomiernego wzrostu.

Poniewaz model w postaci intensywnej jest ukltadem nieliniowych réwnan réz-
niczkowych, aby udowodnic jego (lokalng) stabilnos¢ asymptotyczna, nalezy wyka-
zad, ze wszystkie wartosci wlasne macierzy Jacobiego tego ukladu sg albo liczbami
ujemnymi, albo liczbami zespolonymi z ujemnymi czesciami rzeczywistymi. Ba-
danie wartosci wlasnych to standardowy spos6b udowadniania stabilnosci, stoso-
wany po wielokro¢ dla réznych modeli dynamicznych. Poniewaz wartosci wasne
sa rowniez pierwiastkami odpowiedniego wielomianu, ich analiza jest dos¢ tatwa,
jesli mamy do czynienia z ukladem dwéch réwnan rézniczkowych. Jednak w wy-
padku systemow wielowymiarowych takich jak model KMG staje si¢ to zadaniem

¢ Innym alternatywnym i waznym nurtem ekonomii odwolujacym si¢ do Keynesa jest ekonomia
postkeynesowska (Lavoie, 2014).
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bardzo trudnym i czasochlonnym. W takiej sytuacji jedyny sposéb wykazania, ze
wartosci wlasne danej macierzy Jacobiego gwarantuja stabilnos¢, sprowadza si¢
najczesciej do wyzerowania odpowiednich parametréw macierzy, co umozliwia
wielokrotne rozwinigcie Laplace’a wyznacznika macierzy Jacobiego w celu uzyska-
nia ciagu macierzy coraz nizszego rzedu, ktérych wartosci wlasne sg juz prostsze
do analizy. Najpierw pokazuje si¢, Ze macierz najnizszego rzgdu ma odpowiednie
wartosci wlasne. Nastgpnie, poprzez pdzniejsze przywrécenie odpowiednio ma-
tych dodatnich wartosci poprzednio wyzerowanych parametréw, wykazuje sig, ze
réwniez pierwotna macierz Jacobiego ma wartosci wlasne, ktére sg albo liczbami
ujemnymi, albo liczbami zespolonymi z ujemnymi czgs$ciami rzeczywistymi.

Pierwszy dowdd stabilnosci modelu KMG oparty na zarysowanej powyzej idei
zostal przedstawiony ponad dwadziescia lat temu w pracy Chiarelli i in. (2002).
Inne wersje dowodu stabilnosci (dotyczace zmodyfikowanych modeli KMG)
mozna znalez¢ u Asady i in. (2003) oraz Chiarelli i in. (2006). Opisang wyzej, za-
stosowang przez nich ogdlna metode dowodzenia stabilnosci modeli KMG, jej
autorzy nazwali metoda kaskady macierzy stabilnych (the cascade of stable ma-
trices approach)’,

Prace nad rozszerzeniami oraz modyfikacjami modelu KMG trwaja do dnia
dzisiejszego. Przyktadem moga by¢ publikacje Ogawy (2019a, 2019b, 2020), w kt6-
rych rozszerzono model KMG o dualny rynek pracy. Innym przyktadem jest pra-
ca Flaschela (2020), w ktdrej wykorzystano rozbudowany model KMG do analizy
wplywu podatkéw, platnosci transferowych i wydatkéw rzadowych na poprawe
ochrony socjalnej pracownikéw nalezacych do sektora gospodarstw domowych.
Warto wspomnie¢ o najnowszej pracy Chiarelli i in. (2021), ktdra jest zwiencze-
niem rozwoju bielefeldskiej szkoly mysli makroekonomicznej®. Ciekawy wariant
modelu KMG z dlugiem prywatnych przedsigbiorstw, majacy na celu modelowa-
nie skutkéw polityki fiskalnej i monetarnej, zostal przedstawiony w pracach Asa-
dyiin. (2018, 2019). Autorzy tych prac zajmuja si¢ réwniez kwestig istnienia cykli
granicznych w modelu KMG. Keynesowskie monetarne modele wzrostu podobne
do modelu KMG ostatnio przedstawili Murakami (2016, 2018, 2020) oraz Araujo
iin. (2020). W pracach tych bada si¢ m.in. istnienie cykli granicznych i orbit okre-
sowych oraz skuteczno$¢ antycyklicznej polityki pieniezne;.

7 Termin the cascade of stable matrices approach zostal uzyty m.in w pracy Chiarelli i in. (2006).
Podobna metoda dowodzenia stabilnosci, polegajaca na chwilowym zerowaniu elementéw macierzy
Jacobiego modelu i péZniejszym przywracaniu ich dodatnich wartosci, zostala zastosowana, nieza-
leznie od cytowanych prac, w dowodach stabilnosci innych wielowymiarowych, nieliniowych modeli
dynamicznych w pracach: Duménila i Lévy'ego (1991) oraz Kiedrowskiego (2018).

8 Szkola Bielefeld odnosi sig do grupy ekonomistéw i naukowcéw spotecznych zwigzanych z Bielefeld
University w Niemczech. Badania szkoty koncentruja si¢ na makroekonomii, polityce gospodarczej
i zmianach spotecznych, a jej cztonkowie wniesli znaczacy wktad w te dziedziny. Jednym z cztonkéw
tej szkoly byt autor modelu KMG Peter Flaschel.
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Niniejsza monografia jest wktadem autora w badania nad modelem KMG. Au-
tor analizuje w niej dwie nowe, autorskie wersje modelu KMG. Modele te, majace
wiele cech wspdlnych, réznig sie zasadniczo sposobem opisu rynku pienieznego.
W pierwszym modelu (nazywanym w monografii modelem KMG) zaktada si¢ wy-
ktadniczy wzrost podazy pienigdza. Réwnoczesnie popyt na pieniadz jest rosnaca
funkcjg oczekiwanego popytu finalnego na rynku produktu i malejaca funkcja sto-
py procentowej. W konsekwencji, przy zalozeniu réwnowagi rynku pieni¢znego,
stopa procentowa musi si¢ dostosowywa¢ do zmian oczekiwanego popytu w taki
sposob, aby popyt na pieniadz (réwny podazy pienigdza) réwniez rést wyktadniczo.

W drugim modelu funkcja popytu na pieniadz w ogéle nie wystepuje, a dyna-
mika stopy procentowej opisana jest rOwnaniem Taylora (z tego wzgledu - dla roz-
réznienia - drugi model nazywany jest modelem KMGT). Zgodnie z réwnaniem
Taylora, zmiany stopy procentowej zaleza od trzech czynnikéw - od odchylenia
biezacej stopy procentowej od jej pozadanej wartosci, od odchylenia stopy infla-
cji od pozadanej stopy inflacji (celu inflacyjnego) oraz od odchylenia wskaznika
wykorzystania zdolnosci produkcyjnych od naturalnego poziomu tego wskazni-
ka. W modelu KMGT zmiany podazy pieniadza sa wielkoscia rezydualng zalezng
gléwnie od popytu przedsigbiorstw na kredyty inwestycyjne oraz od potrzeb po-
zyczkowych panstwa (emisji obligacji).

Oba modele sa wynikiem licznych modyfikacji wprowadzonych przez autora
do ich pierwowzoréw. Punktem odniesienia dla pierwszego modelu prezentowa-
nego w monografii jest model KMG przedstawiony przez Asadg i in. (2003). Pier-
wowzorem drugiego modelu jest z kolei model KMG z pracy Charpe’aiin. (2011).

Inng istotng réznica miedzy omawianymi modelami jest to, Ze w modelu KMG
wystepuje jedynie réwnanie behawioralne opisujace czynniki wplywajace na po-
ziom inwestycji netto, ale nie ma wskazanych explicite Zrédet finansowania tych
inwestycji. W modelu KMGT, poza wspomnianym réwnaniem behawioralnym
(w rozbudowanej postaci), pojawia si¢ takze réwnanie pokazujace wprost, ze inwe-
stycje przedsiebiorstw sg finansowane z ich zyskéw oraz z kredytu inwestycyjnego.

W prezentowanej monografii zrealizowano cztery cele badawcze. Pierwszym
byto opracowanie dwéch nowych modeli typu KMG, ktdre réznia sie od wersji
analizowanych w dotychczasowej literaturze licznymi modyfikacjami. Drugim
celem bylo przeksztalcenie sformulowanych modeli do postaci intensywnej oraz
wyznaczenie i analiza ich stanéw stacjonarnych odpowiadajacych sciezkom réw-
nomiernego wzrostu. Najwazniejszy w calej monografii i najtrudniejszy do osiag-
niecia byt cel trzeci, ktérym bylo udowodnienie stabilnosci obu badanych modeli
KMG. Ostatnim ze zrealizowanych celéw bylo przeprowadzenie szeregu symulacji
komputerowych na podstawie danych o polskiej gospodarce. Symulacje dostarczyly
informacji, ktérych nie mozna byto uzyska¢ w wyniku analiz jakosciowych modelu.

Zastosowane modyfikacje stuzg udoskonaleniu modeli poprzez wyeliminowa-
nie z ich réwnan niektérych watpliwych czynnikéw obecnych we wczesniejszych
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wersjach modeli KMG. Czynniki te, czego nie ukrywaja autorzy modelu, zostaly
wprowadzone nie ze wzgledu na ich ekonomicznag przydatnos¢, ale przede wszyst-
kim ze wzgledu na prostote, ktéra utatwia matematyczng analize modelu. Pierwsze
dwie modyfikacje zaproponowane w niniejszej monografii dotycza réwnan opisu-
jacych tempo wzrostu kapitatu rzeczowego K/K oraz tempo wzrostu oczekiwanego
popytu Y/ Y. We wszystkich modelach KMG przedstawionych przez Chiarelle i in.
powyzsze réwnania zawieraja parametr n wyrazajacy sume statego tempa wzrostu
podazy pracy i tempa wzrostu wydajnosci pracy. Wprowadzenie do tych réwnan n
jest bardzo wygodne, poniewaz w stanie stacjonarnym pozostate sktadniki réwnan
zeruja sig, co natychmiast implikuje, Ze w stanie stacjonarnym zaréwno kapitat rze-
czowy, jak i oczekiwany popyt rosng w tempie n. W niniejszej monografii w réw-
naniu opisujacym wzrost kapitatu rzeczowego K/K parametr n zostat zastapiony
zmienng wyrazajaca tempo wzrostu oczekiwanego popytu Y/ Y*. Jednoczesnie pa-
rametr n usunieto z rdwnania opisujacego tempo wzrostu oczekiwanego popytu
Y¢/Y¢izastapiono go stopa wzrostu ptacy realnej jako jednym z dwéch czynnikéw
wplywajacych na Y¢/Y¢, co z ekonomicznego punktu widzenia jest duzo bardziej
uzasadnione. Tempo wzrostu placy realnej jest zmienna endogeniczna, ktdra zalezy
od innych zmiennych modelu: przede wszystkim od tempa wzrostu ptacy nominal-
nej oraz od inflacji. Podobny charakter ma trzecia modyfikacja dotyczaca réwna-
nia okreslajacego poziom produkcji Y. W tym wypadku wzbudzajacy watpliwosci
czynnik nN? (N9 - pozadany poziom zapaséw) zostat zastapiony przez Y, czyli
przez zmiang oczekiwanego popytu.

Inne wazne modyfikacje dotycza zalozenia o podatkach oraz odsetkach od po-
siadanych obligacji rzadowych. We wszystkich wersjach modelu KMG, aby utatwi¢
wyprowadzenie postaci intensywnej modelu, przyjmuje sig, ze ryczattowe realne
podatki pomniejszone o odsetki z posiadanych obligacji rzadowych sa pobierane
w taki sposdb, ze ich stosunek do kapitatu rzeczowego pozostaje staly (Chiarella
i in., 2000). W konsekwencji nie uwzglednia si¢ zaleznosci podatkéw od stawek
podatkowych naktadanych na dochody z pracy czy z kapitatu rzeczowego. Te za-
leznos¢ wzieto pod uwage w autorskiej wersji modelu przedstawionej w niniejszej
monografii, co pozwala na pelniejsza analize polityki fiskalnej w zakresie podatkéw
i deficytu budzetu panstwa. W szczegélnosci, w przeciwienstwie do modeli typu
KMG prezentowanych dotad w literaturze, stosunek deficytu budzetu parnstwa do
kapitatu rzeczowego przestaje by¢ staly w czasie, pomimo zalozenia o statym sto-
sunku wydatkéw panstwa do kapitatu rzeczowego.

Powyzsze modyfikacje dotycza obu modeli przedstawionych w monografii. Ko-
lejna modyfikacja dotyczy tylko modelu KMG z rozdziatu pierwszego i polega na
wprowadzeniu do tego modelu nieliniowej funkeji popytu na pieniadz. W mode-
lach KMG prezentowanych w literaturze zawsze byla rozpatrywana liniowa funk-
cja popytu na pieniadz, ktérej wartos¢ zalezy od oczekiwanego popytu na rynku
produktu oraz odchylenia biezacej stopy procentowej od danej egzogenicznie poza-
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danej stopy procentowej (rownej stopie procentowej w stanie stacjonarnym). W sta-
nie stacjonarnym odchylenie miedzy obiema stopami przyjmuje wartos¢ zero, co
sprawia, ze popyt na pieniagdz w stanie stacjonarnym zalezy tylko od oczekiwane-
go popytu na rynku produktu i nie zalezy od stopy procentowej. Jest to watpliwe
z ekonomicznego punktu widzenia’. Dlatego tez w analizowanym w pierwszym
rozdziale monografii modelu KMG rozwazana jest nieliniowa funkcja popytu na
pieniadz. Ma to daleko idace konsekwencje, gdyz w rezultacie stopa procentowa
w stanie stacjonarnym staje sie wielkoscig endogeniczna, zalezna od wszystkich
parametréw modelu.

Wspomniane modyfikacje skutkujg pojawieniem sie nowych sprzezen zwrotnych
oraz zwigkszeniem ztozonosci obu analizowanych modeli. Mimo to okazuje sig, ze
przedstawione w monografii modele mozna przeksztalci¢ do postaci intensywnej
oraz mozliwe jest jednoznaczne wyznaczenie stanu stacjonarnego, co jest drugim
celem monografii. Otwiera to droge do wykazania lokalnej asymptotycznej stabil-
nosci omawianych modeli, czyli do realizacji trzeciego celu monografii, bedacego
przedmiotem zainteresowania kazdej matematycznej teorii wzrostu gospodarczego.

Zaprezentowane w monografii dwa dowody lokalnej asymptotycznej stabilno-
$ci dwéch modeli KMG wykorzystuja wspomniang wyzej metode kaskady macie-
rzy stabilnych, nazwana tak i zastosowang przez Chiarelle i in. (2000, 2006) oraz
Charpe’aiin. (2011). Mimo to, z co najmniej dwoch powoddw, ich przeprowadze-
nie nie sprowadza sie tylko do odtworzenia dowoddw stabilnosci wczesniejszych
wersji modelu KMG. Po pierwsze matematyczna struktura modeli KMG opraco-
wanych w monografii jest znacznie bardziej zlozona niz jego wczesniejsze wersje
analizowane przez Chiarell¢ i in. Jest to szczegdlnie widoczne w postaci intensywnej
modeli (w wypadku modelu KMG postac ta sklada si¢ z siedmiu nieliniowych réw-
nan rézniczkowymi z dwiema dodatkowymi zmiennymi pomocniczymi, w wypad-
ku modelu KMGT tych réwnan jest dziewie¢ z dwiema dodatkowymi zmiennymi
pomocniczymi), dla ktérych wyznaczono macierze Jacobiego w stanie stacjonar-
nym i zbadano ich wartosci wtasne. Drugim powodem jest to, ze dowéd stabilnosci
uzyskuje sie przy innym zestawie zatozen dotyczacych parametréw modelu. Czgs¢
z tych zalozen dotyczy stawek podatkowych, ktérych w modelach KMG analizo-
wanych przez Chiarelle i in. w ogdle nie ma.

Zeby udowodni¢ stabilnos, trzeba bylo pokonaé dwie podstawowe trudnosci.
Pierwszg z nich byto wyznaczenie pochodnych czastkowych w stanie stacjonarnym
wszystkich funkeji definiujacych dynamike modelu w postaci intensywnej w celu
zbadania macierzy Jacobiego. Druga trudnos¢ dotyczyta pytania, ktére parametry
w macierzy Jacobiego nalezy wyzerowal oraz w jakiej kolejnosci, aby ostatecznie
pokaza¢, ze wszystkie wartosci wlasne macierzy Jacobiego sa albo liczbami ujem-

° Chiarella i in. (2000, s. 279) przyznaja, ze powyzsze zalozenie zostalo wprowadzone w celu uta-
twienia analizowania modelu.
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nymi, albo liczbami zespolonymi z ujemnymi czesciami rzeczywistymi. Wybér pa-
rametrow, ktdre zostana wyzerowane, nie budzi takiej watpliwosci jak kolejnos¢ ich
zerowania. Kolejne préby udowodnienia stabilnosci stanu stacjonarnego pokazaly,
ze niepoprawna kolejnos¢ zerowania parametrow prowadzi do komplikacji przy
okreslaniu znakéw badanych wartosci wlasnych macierzy Jacobiego. Wykorzysta-
na metoda kaskady macierzy stabilnych nie daje zadnej wskazéwki, jak sobie pora-
dzi¢ z tym kluczowym pytaniem. Wiasciwy sposéb postepowania zostat znaleziony
w wyniku pracochlonnego procesu przez podjecie licznych préb, ktére ostatecznie
doprowadzily do sukcesu.

Udowodnienie istnienia stanu stacjonarnego oraz wykazanie, ze przy pewnych
zalozeniach stan ten jest lokalnie asymptotycznie stabilny, nie daje odpowiedzi na
wiele waznych z ekonomicznego punktu widzenia pytan dotyczacych rozwoju gospo-
darki opisanej omawianymi modelami KMG i KMGT. Jednym z nich jest pytanie, ile
czasu potrzebuje gospodarka na to, aby - startujac ze stanu poczatkowego - znalazta
sie na Sciezce rownomiernego wzrostu. Inne réwnie wazne pytanie dotyczy tego, jak
bardzo oddalony od stanu stacjonarnego moze by¢ stan poczatkowy gospodarki, aby
zmierzala ona do stanu stacjonarnego. Na te oraz wiele innych pytan tego rodzaju
mozna uzyska¢ odpowiedzi tylko w wyniku symulacji komputerowych. Przeprowa-
dzenie takich symulacji byto czwartym i ostatnim celem monografii.

Symulacje przeprowadzono dla danych o polskiej gospodarce z wykorzystaniem
obu modeli analizowanych w monografii. Przed przystapieniem do symulacji mo-
dele te zmodyfikowano w taki sposéb, aby mozna byto uwzgledni¢ w nich jak naj-
wiecej informacji o polskiej gospodarce, zachowujac zarazem ich matematyczna
strukture. W dalszej kolejnosci, na podstawie tych samych danych, skalibrowano
parametry modeli oraz wyznaczone zostaly ich stany stacjonarne.

Przeprowadzone liczne symulacje komputerowe potwierdzily prawdziwos¢ udo-
wodnionych w monografii twierdzen o lokalnej asymptotycznej stabilnosci stanu
stacjonarnego modeli KMG i KMGT. Wyniki symulacji okazaly si¢ podobne do
wynikéw uzyskanych przez innych autoréw i pokazaly, ze dochodzenie gospodarki
do stanu stacjonarnego jest powolne, oscylacyjne i wymaga bardzo dtugiego hory-
zontu czasowego. W wynikach symulacji stan stacjonarny jawi si¢ raczej jako stan,
ktéry, mimo ze nieosiagalny w realistycznym horyzoncie czasowym, petni funkcje
~busoli” gospodarki wyznaczajacej kierunek zachodzacych w niej zmian struktu-
ralnych spowodowanych procesami rynkowymi. Na tym przede wszystkim polega
praktyczne znaczenie stabilnosci modeli KMG.

Oprécz empirycznych analiz stabilnosci, przeprowadzajac symulacje kompute-
rowe, analizie poddano réwniez wptyw polityki fiskalnej i pieni¢znej na gospodar-
ke w krétszych horyzontach czasowych. Poréwnano wyniki symulacji uzyskane na
podstawie modelu KMG i modelu KMGT. Dodatkowo przeprowadzono symula-
cje dziatan ostonowych ze strony polityki pieni¢znej chronigcych przed skutkami
perturbacji gospodarczych zwiazanych z pandemiag wirusa SARS-CoV-2. Analizo-



22 Wstep

wano, jak ekspansywna polityka pieni¢zna moze tagodzi¢ skutki tych perturbacji
oraz jakie moga by¢ jej dtugookresowe skutki.

Monografia sklada si¢ z czterech rozdziatéw. W rozdziale pierwszym przedsta-
wiono autorska wersje modelu KMG z wykladniczo rosnacg podaza pieniadza. Mo-
del zostal sprowadzony do postaci intensywnej, wyznaczono jego stan stacjonarny
i zbadano wrazliwosci stanu stacjonarnego na zmiany wartosci parametréw modelu.

W drugim rozdziale zaprezentowano kolejng autorska wersje modelu KMG -
model z regulg Taylora i kredytem inwestycyjnym. Nastepnie przedstawiono ana-
liz¢ tego modelu podobna do analizy modelu z rozdzialu pierwszego.

W rozdziale trzecim przedstawiono matematyczne dowody stabilnosci obu
modeli prezentowanych w poprzednich rozdzialach. Dowody te sa gtéwnymi,
teoretycznymi wynikami autora prezentowanymi w monografii. Udowodnione
twierdzenia o stabilno$ci podaja wystarczajace warunki zbieznosci modelowanych
gospodarek do $ciezki rownomiernego wzrostu.

Czwarty rozdzial poswigcono symulacjom komputerowym z wykorzystaniem
danych o polskiej gospodarce, przeprowadzonych na podstawie badanych mode-
li. Potwierdzaja one prawdziwos¢ twierdzen o stabilnosci udowodnionych w roz-
dziale trzecim.

Ostatnig i integralng cze$¢ monografii stanowia zakonczenie i bibliografia.

Wyniki przedstawione w monografii beda punktem wyjscia do dalszych prac au-
tora majacych na celu m.in. zbadanie bifurkacji Hopfa, ktére moga by¢ kluczowe
w symulacjach kryzysoéw gospodarczych, oraz dalsze modyfikacje modelu w celu
jeszcze lepszego dostosowania go do opisu rzeczywistosci gospodarczej.



ROZDZIAL 1

Model Keynesa-Metzlera-Goodwina
z egzogenicznqg podazq pienigdza







Niniejszy rozdzial poswigcono przedstawieniu i analizie zmodyfikowanej przez
autora wersji modelu KMG z egzogeniczng podaza pieniadza. Wersja orygi-
nalna modelu, bedaca odniesieniem dla tego rozdziatu, byta wczesniej prezento-
wana w pracach Chiarelli i in. (2000, 2005, 2013).

W pierwszym podrozdziale zaprezentowano wyjsciowe rownania zmodyfikowa-
nego modelu, a nast¢pnie przedstawiono szczegétowq analiz¢ sprzgzen zwrotnych
miedzy jego zmiennymi. W drugim podrozdziale przedstawiono sprowadzenie mo-
delu do postaci intensywnej i wyznaczono jego stan stacjonarny, generujacy sciez-
ke réwnomiernego wzrostu gospodarki. Przeprowadzono tez analiz¢ wrazliwosci
stanu stacjonarnego na zmiany parametréw modelu.

1.1. WyjSciowa posta¢ modelu

Prezentacje modelu rozpoczniemy od omdéwienia kolejnych blokéw réwnan
modelu. Czgs¢ z prezentowanych réwnan jest identyczna z réwnaniami rozpatry-
wanymi przez Chiarelle i in., a pozostale to réwnania zmodyfikowane lub catkowi-
cie nowe. Waznym elementem opisu wprowadzonych modyfikacji sa szczegétowe
uwagi zamieszczone w przypisach, zawierajace poréwnania zmodyfikowanych réw-
nan z ich oryginalnymi odpowiednikami przyjmowanymi w pracach Chiarellii in.

Wszystkie zmienne modelu sa z zatozenia cigglymi i rézniczkowalnymi funk-
cjami czasu. W celu uproszczenia zapisu zmienne te prezentowane sa jednak bez
indeksu czasu. W calej monografii symbolem x oznaczamy pochodng x = dx/dt
zmiennej x = x(t) wzgledem czasu, ktdra interpretujemy jako zmiane wartosci tej
zmiennej (przyrost lub spadek) przypadajaca na nieskonczenie maty przedziat cza-
su. Symbolem % oznaczamy z kolei stope wzrostu zmiennej x = x(t) postaci x = x/x"°.

1.1.1. Popyt konsumpcyjny, ptace i ceny

Catkowity popyt finalny Y (w ujeciu realnym) jest suma konsumpcji sektora
prywatnego C, inwestycji brutto sektora prywatnego I oraz popytu sektora rzado-
wego (publicznego) G:

Y'=C+I+G. (1.1.1)
Popyt konsumpcyjny opisuje réwnanie:

C=(1-t1,)wL, (1.1.2)

10 Takie oznaczenie stosujemy konsekwentnie do wszystkich zmiennych opisywanych w monografii.
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gdzie: w - placa realna, LY - popyt na prace (réwny z zalozenia zatrudnieniu),
7, — stawka podatku od dochodéw z pracy. Pomimo pozornej prostoty réwnania
(1.1.2) dynamika konsumpgji jest wynikiem zlozonych proceséw ksztaltujacych
z jednej strony dynamike produkcji wpltywajaca na zatrudnienie, a z drugiej stro-
ny dynamike ptacy realnej w = w/p, bedacej ilorazem placy nominalnej w i po-
ziomu cen p.

Stopa wzrostu placy realnej w = w/w jest roznica pomiedzy stopg wzrostu plac
nominalnych w i stopa wzrostu cen, czyli wskaznikiem inflacji 7 = p:

©=w-p. (1.1.3)

Dynamike plac i cen okreslaja dwa oddzielne réwnania dwdch krzywych Phil-
lipsa'’. Stopa wzrostu placy nominalnej ksztaltuje sie wedtug nastepujacego .,pta-
cowego” rownania krzywej Phillipsa:

=B,(V-V)twx, p+(1-x, )7 +n, (1.1.4)

w ktérym f8 >0 jest parametrem reakcji stopy wzrostu ptacy nominalnej na od-
chylenie stopy zatrudnienia V (0 <V <1) (stosunku zatrudnienia do podazy pra-
cy) od naturalnej stopy zatrudnienia V°'%. Na stope wzrostu ptac ma takze wplyw
wypukta kombinacja (0 <, <1) wskaznikéw inflacji (stopy wzrostu cen) 7 = p
i oczekiwanej inflacji ¢ oraz stata w czasie stopa wzrostu wydajnosci pracy n > 0.
Wskaznik inflacji 7 = p opisuje z kolei ,,cenowe” réwnanie krzywej Phillipsa:

=B, (u—u)+r, (o —n)+ (1) 7", (1.L3)

zgodnie z ktérym inflacja zalezy od odchylenia wskaznika wykorzystania zdolno-
$ci produkeyjnych u (0 <u <1) od jego normalnego poziomu u°" oraz od wypuklej

! Wiecej wiadomosci na temat krzywej Phillipsa z oczekiwaniami inflacyjnymi mozna znalezé
w pracach Galbraitha (1997), Rose’a (1990) oraz Faira (1997a, 1997b). Natomiast intersujaca dysku-
sje, czy krzywa Phillipsa znajduje potwierdzenie empiryczne, przedstawili Mankiw (2001), Coenen
(2003) oraz Grabia (2014).

12 W literaturze cze$ciej pojawia sie réwnowazne naturalnej stopie zatrudnienia pojecie naturalnej
stopy bezrobocia (non-accelerating-inflation rate of unemployment, NAIRU). Koncepcja naturalnej
stopy bezrobocia bazuje m.in. na pracy Friedmana (1968). Friedman twierdzit, ze w gospodarce znaj-
dujacej sie w stanie réwnowagi zawsze wystepuje pewien staly poziom bezrobocia (NAIRU), ktéry
jest niezalezny od zmian w popycie globalnym (wiecej na temat koncepcji NAIRU mozna znalezé
w pracach Galbraitha (1997) oraz Romera (1996).

¥ Normalny poziom wskaznika wykorzystania mocy produkcyjne;j u° jest zdefiniowany jako pewien
staly poziom wykorzystania zdolnosci produkeyjnych, ktéry przyczynia si¢ do stabilizacji poziomu
cen. Wiecej na temat normalnego poziomu wykorzystania mocy produkcyjnej mozna znalez¢ m.in.
w pracy Bassiego (2019).
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kombinacji oczekiwanej inflacji i nadwyiki stopy wzrostu ptac nominalnych ponad
stope wzrostu Wyda)nosa pracy'*. Wspélczynnik B,> 0 jest parametrem reakcji cen
na odchylenie u - u° (luke produkcyjna)*.

Zmiana oczekiwanej inflacji (zmiana oczekiwan inflacyjnych), wyrazona po-
chodng 7%, nastepuje z kolei w sposéb opisany réwnaniem:

7 :ﬁ”e(aﬁJr(l—a)n”—ne), (1.1.6)

wktérym 8 jest dodatnim parametrem reakcji, a suma ap +(1— ) 7w ]est wypukta
kombmac]q aktualnej inflacji w = p i inflacji w stanie stacjonarnym 7° = u — n, be-
dacej réznica miedzy dang egzogenicznie staly stopa wzrostu podazy pieniadza p
a stopa réwnomiernego wzrostu gospodarki, réwna stopie wzrostu wydajnosci pra-
cy n. ]ak wynika z réwnania (1.1.6), oczekiwania inflacyjne wzrastaja, gdy kombi-
nacja ap +(1—a) ° jest wieksza od aktualnie oczekiwanej inflacji 7°'¢.

1.1.2. Popyt inwestycyjny i dynamika majgtku trwatego

Popyt inwestycyjny sektora prywatnego I jest suma inwestycji netto powigk-
szajacych zasob kapitatu trwatego przedsigbiorstw oraz inwestycji restytucyjnych
ponoszonych w celu zastapienia kapitatu, ktéry ulegt deprecjacji. Inwestycje netto
opisuje pochodna kapitatu wzgledem czasu K, a inwestycje restytucyjne - iloczyn
0K, gdzie 0 < <1 jest wskaznikiem deprecjacji kapitalu. Zatem:

I=K+3K. (1.1.7)

Inwestycje netto (przyrost kapitatu) ksztattujq si¢ zgodnie z réwnaniem beha-
wioralnym:

=i1(pﬂ—5—(r—nE))K+i2(u—u°)K+Y”K, (1.1.8)

" Wskaznik wykorzystania zdolnosci produkcyjnych u (0 < u < 1) oraz stopa zatrudnienia
V(0 < V< 1) s3 zmiennymi modelu zdefiniowanymi doktadnie w punkcie 1.1.6 (réwnania (1.1.22)
i (1.1.25)).

15 Odchylenie u - u° determinuje tzw. luke produkcyjng bedaca réznicg miedzy faktycznym pozio-
mem uzyskanego PKB a mozliwym produktem potencjalnym (Biatowolski, 2005, s. 37-38).

'6 Tdea réwnania (1.1.6) pochodzi od Grotha (1988, s. 254). Korekta oczekiwan inflacyjnych 7° jest
kombinacja dwdch regul: reguty oczekiwan adaptacyjnych oraz mechanizmu regresywnego ze wspot-
czynnikiem «. Przypadek graniczny « = 1 reprezentuje oczekiwania adaptacyjne. Drugi skrajny przy-
padek, a = 0, reprezentuje mechanizm regresywny. Szybkos$¢ dostosowan oczekiwan inflacyjnych
okresla parametr reakcji . > 0.
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gdzie: p° - oczekiwana stopa zysku z kapitatu trwalego, & — premia za ryzyko",

r — nominalna stopa procentowa od obligacji rzadowych (rentownos$¢ obligacji),

(r - m°) - oczekiwana realna stopa procentowa, Y =Y*/Y® - oczekiwana stopa

wzrostu popytu finalnego (wielkos¢ popytu), i, >0 oraz i, > 0 to parametry reakcji.
Zgodnie ze wzorem (1.1.8) czynnikami sprzyjajacymi wysokiej stopie wzrostu

kapitatu K = K/K sg:

- dodatnia réznica miedzy realng oczekiwang stopa zysku z kapitatu trwalego p°
zmniejszong o premie za ryzyko § a realng oczekiwang stopa procentowa od
obligacji réwna r — 7%,

- wysoki stopien wykorzystania zdolnosci produkcyjnych, przekraczajacy stopien
naturalny u - u° > 0, X

- wysoka stopa wzrostu oczekiwanego popytu (sprzedazy) Y¢ =Y*/Y".
Uzaleznienie stopy wzrostu kapitatu od stopy wzrostu oczekiwanego popytu jest

pierwsza modyfikacja modelu KMG wprowadzong przez autora'®. Jest to zalozenie

zgodne z teorig keynesowska, w ktorej podkresla sie kluczowg role popytu jako de-
terminanty wzrostu gospodarczego:

»T'he feature that is uniquely Keynesian in growth models, and is found in all such
models, however, is the role of aggregate demand as a determinant of growth.”
(Dutt, 2012, s. 42).

Stopa wzrostu oczekiwanego popytu ye zalezy z kolei od stopy wzrostu plac re-
alnych @ oraz wzglednego bledu oczekiwan dotyczacych wielkosci realnego po-
pytu (Y4 - Y9)/Y*

R R Yd -y

vy (1.1.9)

gdzie Bye >0 jest parametrem reakcji.

17 Premia za ryzyko kapitalowe (equity risk premium) jest to termin opisujacy poziom ryzyka inwe-
stycyjnego zwiazanego z danym krajem lub rynkiem (w poréwnaniu z pozbawionym ryzyka inwesto-
waniem w obligacje rzadowe). Premia za ryzyko kapitalowe okresla sie nadwyzke zysku z inwestycji
kapitalowych ponad stope wolng od ryzyka.

' W innych modelach KMG dynamika kapitatu rzeczowego jest opisana znacznie prostszym réw-
naniem postaci: K= i (pE —(r—ne))K+i2(u— u°)K+nK (Chiarella i in., 2013, s. 246). Wobec tego,
Ze w stanie stacjonarnym p° =(r—7") oraz u = u’, z réwnania tego wynika bezposrednio, ze w stanie
stacjonarnym stopa wzrostu kapitatu rzeczowego K/K jest réwna stopie stalej wzrostu wydajnosci
pracy n. Jak przyznajq Chiarella i in., przyjeta przez nich postaé réwnania dynamiki kapitatu nie tylko
ulatwia wyprowadzenie stanu stacjonarnego modelu, ale - co wazniejsze — ulatwia takze udowodnie-
nie twierdzenia o lokalnej asymptotycznej stabilnosci stanu stacjonarnego. Mozna w zwigzku z tym
przypuszczad, ze uzaleznienie stopy wzrostu kapitalu od danego parametru n bylo podyktowane wy-
tacznie che¢cig uproszczenia analiz.
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Poglad, ze wzrost placy realnej zwigksza oczekiwany popyt, jest dos¢ oczy-
wisty i wyrazany przez wielu ekonomistéw (Lavoie i Stockhammer, 2013; Na-
poletano i in., 2012). Pomimo to zaleznos¢ powyzsza nie byla uwzgledniania we
wezesniejszych wersjach modelu KMG. Wprowadzenie réwnania (1.1.9) jest druga
autorska modyfikacja modelu KMQ”.

Warto podkreslié, ze sktadnik YK w réwnaniu (1.1.8) w potaczeniu ze wzo-
rem (1.1.9) zwigksza ztozono$¢ modelu, wprowadzajac do niego kolejne duze sprze-
zenie zwrotne. Z jednej strony inwestycje I = K + 8K sa bowiem sktadnikiem popytu
koricowego Y = C+1 +G, a z drugiej strony sa zalezne od popytu koricowego. Ta
ostatnia zalezno$¢ jest realizowana bezposrednio przez réwnania (1.1.8) i (1.1.9)
oraz posrednio przez to, ze zgodnie ze wzorami (1.1.19) i (1.1.20) popyt konicowy
wplywa na decyzje produkcyjne, ktdre z kolei poprzez zaleznosci (1.1.3)-(1.1.5)
oraz (1.1.22), (1.1.23) i (1.1.25) wplywaja na wzrost placy realnej i oczekiwanego
popytu, a tym samym na wzrost kapitatu rzeczowego (o czym bedzie mowa w dal-
szej czgsci opracowania).

Oczekiwana realna stopa zysku z kapitalu rzeczowego jest stosunkiem oczeki-
wanego zysku do kapitatu rzeczowego, gdzie oczekiwany zysk jest réznica miedzy
oczekiwang wielkoscia popytu finalnego Y a kosztami pracy wL’ i deprecja kapi-
tatu rzeczowego:

(4

Y —wl® —6K
p=————7F"

< (1.1.10)

1.1.3. Deficyt budzetowy i dynamika dtugu publicznego

Podobnie jak w pracach Sargenta (1987), Asady i in. (2012), Chiarelli i in. (2000,
2005) oraz Charpeaiin. (2011), dla uproszczenia przyjmuje sie, ze popyt sektora
rzadowego G jest proporcjonalny do kapitatu rzeczowego K, czyli

G =gk, (1.1.11)

gdzie g jest stalym w czasie stosunkiem popytu sektora rzadowego do kapitatu.

Zalozenie powyzsze umozliwia sprowadzenie catego modelu do postaci inten-
sywnej, w ktérej zmienne wyrazaja wartosci wyjsciowych zmiennych na jednostke
kapitatu rzeczowego. Warunek G = gKimplikuje dodatkowo, ze w stanie stacjonar-
nym popyt sektora rzadowego stanowi stala czes¢ produkciji Y.

1 We wszystkich wezesniejszych wersjach modelu KMG stopa wzrostu oczekiwanego popytu Y* nie
wplywa na stope wzrostu kapitatu K, a jedynie na wielkos¢ produkcji. Stopa ta nie zalezy od stopy
d e

wzrostu placy realnej @, lecz jest opisana réwnaniem Y* =n+ 8  ———, gdzie n jest egzogenicznie
r Y

okreslong stala stopa wzrostu zatrudnienia lub suma stép wzrostu zatrudnienia i wydajnosci pracy
(Chiarella i in., 2013, s. 247). Takie zalozenie jest dos¢ watpliwe z ekonomicznego punktu widzenia.
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Poza wydatkami na dobra i ustugi, wydatki rzadowe obejmuja réwniez odsetki
od obligacji wyplacane sektorowi prywatnemu, ktérych realna wartos¢ wynosi rB/p.
Wydatki rzadowe sg finansowane gléwnie z podatkéw T. Calkowity dochdd rzadu
z podatkéw (w ujeciu realnym) to suma podatkéw od wynagrodzen T, wL’ i po-
datkéw od rzeczywistych zyskéw z kapitatu trwalego 7 pK i finansowego 7_ - rB/p
(od realnej wartosci obligacji rzadowych):

TZTWO)Ld-i-TC [pK+§], (1.1.12)
p

gdzie T jest stawka podatkowa od wynagrodzeti, a 7. - jednolitq stawka podatkowg
od zyskéw z kapitatu rzeczowego i finansowego (obligacji). Z kolei p to rzeczywista
stopa zysku z kapitatu rzeczowego, ktdra definiujemy jako stosunek rzeczywistego
zysku do kapitatu rzeczowego, gdzie rzeczywisty zysk jest réznica miedzy rzeczy-
wistym popytem réwnym wartosci realnego popytu Y* a realnymi kosztami pracy
wL'i deprecjacji kapitatu 5K:

Y —wl!—6K

p= K

Nalezy podkresli¢, ze réwnanie (1.1.12), mimo swojej oczywistosci, réwniez nie
wystepowalo we wcze$niejszych wersjach modelu KMG™.

Podobnie jak w innych modelach KMG, na przyklad Chiarelli i in. (2000), przyj-
muje sig, ze deficyt budzetowy rzadu jest finansowany albo poprzez sprzedaz no-
wych obligacji sektorowi publicznemu, albo poprzez operacje otwartego rynku
prowadzone przez bank centralny, ktéry, emitujac nowy pieniadz, nabywa krétkoter-
minowe obligacje od posiadaczy aktywéw. Operacje otwartego rynku prowadzone
przez bank centralny stanowig unikatowy kanal, przez ktéry pieniadz trafia do go-
spodarki. W zwiazku z tym réwnanie deficytu budzetowego rzadu przyjmuje postac:

M +B=pG+rB-pT, (1.1.13)

gdzie B to catkowita wartos¢ obligacji rzadowych o stalej cenie w posiadaniu sek-
tora prywatnego, B (pochodna B wzgledem czasu) odzwierciedla zmiane liczby
obligacji, a M (pochodna M - podazy pienigdza - wzgledem czasu) odzwierciedla
zmiang ilo$ci pieniadza znajdujacego si¢ w rekach sektora prywatnego.

20 We wezesniejszych wersjach modelu KMG (Chiarella i in., 2013, s. 247) zaklada si¢ staly w cza-
sie stosunek dodatniego salda realnych transferéw finansowych do i z budzetu panstwa, réwnego
T —rB/p, do wartosci kapitatu, czyli (T —rB/p)/K =t" = const. Zatozenie takie jest bardzo watpliwe
z ekonomicznego punktu widzenia, za to bardzo pomocne w matematycznej analizie modelu. Podob-
ne zalozenie dotyczace podatkéw mozna znalezé u Sargenta (1987, s. 16) i u Redsetha (2000, s. 122).
Wprowadzenie réwnania (1.1.12), zasadne z ekonomicznego punktu widzenia, znaczaco komplikuje
matematyczng analiz¢ modelu — wyznaczenie stanu stacjonarnego i dowdd jego stabilnosci.
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1.1.4. Rynek pienigdza

Celem polityki pienigznej banku centralnego jest utrzymywanie stalego tempa
wzrostu podazy pieniadza u > 0, a wigc

M=—=pu. 1.1.14
IV (L1.14)
W modelu zaktadamy, ze rynek pieni¢zny w kazdym momencie czasu jest w stanie
réwnowagi. Tak wigc stale tempo wzrostu podazy pieniadza wymusza identyczny
wzrost popytu na pienigdz, aby w kazdym momencie spetnione bylo réwnanie:

M=M4, (1.1.15)

gdzie M? to popyt na pieniadz.

Z kolei popyt na pieniagdz M? rosnie wraz z oczekiwanym nominalnym popy-
tem finalnym na produkt, réwnym pY*, oraz maleje ze wzrostem nominalnej sto-
py procentowej r. Zakladamy, ze zaleznos¢ te¢ wyraza nieliniowa funkcja popytu
na pieniadz postaci:

pY’

MY =hE—, (1.1.16)
r

gdzie h > 0 jest parametrem reakcji.

Przyjety warunek réwnowagi na rynku pienigznym (1.1.15) oznacza, ze w do-
wolnym momencie nominalna stopa procentowa r dostosowuje si¢ do oczekiwane-
go nominalnego popytu finalnego pY “ w taki sposdb, ze popyt na pieniadz (1.1.16)
rosnie wyktadniczo i jest identyczny z podaza pieniadza M. Ze wzoru (1.1.16) i réw-
noéci M =M wynika, ze

rzhpAl; , (1.1.17)

gdzie M rosnie wyktadniczo, zgodnie z zaleznoscia (1.1.14).

Opisany powyzej sposob ksztaltowania si¢ stopy procentowej réwniez odrdznia
prezentowany model KMG od jego wczesniejszych wersji. R6znica polega na tym,
ze we wczesniejszych modelach KMG funkcja popytu na pieniadz byla funkcja li-
niowa i — co wazniejsze — opisywata zalezno$¢ popytu na pienigdz od oczekiwane-
go popytu na rynku towaréw oraz od odchylenia biezacej stopy procentowej r od,
z gory ustalonej ,normalnej” stopy procentowej . (Chiarellaiin., 2013, s.247)*". Ta
na pierwszy rzut oka stosunkowo niewielka réznica ma daleko idace konsekwencje.

*! Funkcja popytu na pieniadz w pracach Chiarelli i in. ma postaé M =h pY* +h, pK(r, —r), gdzie
r jest biezaca nominalng stopg procentows, a r, z géry ustalong ,normalna” stopa procentowa.
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Wynikaja one z tego, Ze w stanie stacjonarnym odchylenie r, - r przyjmuje wartos¢
zero, co powoduje, ze w funkcji popytu na pieniadz znika stopa procentowa jako
zmienna determinujaca popyt na pieniadz. Jest to watpliwe z ekonomicznego punk-
tu widzenia®’. Rozpatrywanie funkcji popytu w postaci (1.1.16) zachowuje wplyw
stopy procentowej na popyt na pieniadz takze w stanie stacjonarnym. Co wiecej,
warto$¢ stopy procentowej w stanie stacjonarnym staje si¢ wielko$cig endogeniczna,
zalezng od wszystkich parametréw modelu.

1.1.5. Determinanty produkcji i dynamika zapaséw

Zeby przeciwdziataé trudnosciom z zachowaniem ciaglosci sprzedazy spowodo-
wanej zbyt niskimi zapasami lub zmniejszeniu przychodéw bedacych konsekwencja
zbyt wysokich zapaséw, producenci daza do utrzymywania pewnego pozadanego
stosunku zapaséw do oczekiwanego popytu. W modelu KMG dazenie producen-
tow wyraza réwnanie:

d _ e
N'=B.Y", (1.1.18)

w ktérym pozadany poziom zapaséw w ujeciu realnym N%jest proporcjonalny do
oczekiwanej realnej sprzedazy (oczekiwanego realnego popytu) Y*, ze wspdlczyn-
nikiem 8 , > 0. Dynamikg oczekiwanego popytu Y* opisuje réwnanie (1.1.9).

Zmiana rzeczywistego poziomu zapaséw w ujeciu realnym N jest réznica mig-
dzy realng produkcja Y a realnym popytem (sprzedaza) Y :

N=Yy-Y* (1.1.19)

gdzie Y spetnia réwnanie (1.1.1).

Zakladamy, ze na biezaca wielkos¢ realnej produkc;ji Y; jaka producenci decyduja
sie wytworzy¢, maja wplyw trzy czynniki: wielko$¢ realnego popytu oczekiwana na
dany moment Y*, oczekiwana zmiana realnego popytu w przysztosci Y (wynikajaca
z réwnania (1.1.9)) oraz odchylenie realnej wielkosci zapaséw od ich pozadanego
poziomu N — N. Zalozenie to odzwierciedla nastepujace réwnanie behawioralne:

Y=Y"+B,Y+B (N'-N), (1.1.20)

gdzie, zgodnie z zaleznoscia (1.1.9), Y*© = Ye(d)+ﬁ (Y —Y“)), apB,pB,>0topa-
rametry reakcji. ’

Réwnanie (1.1.20) réwniez jest ulepszona wersja swojego odpowiednika
z wezesniejszych wersji modelu KMG. W modelu przedstawionym przez Chia-

*? Chiarella i in. (2000, s. 279) przyznaja, ze uzaleznienie popytu na pienigdz od odchylenia stép
procentowych r, - r zostalo wprowadzone w celu ulatwienia analizy modelu.
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rellg i in. (2013, s. 247) wielko$¢ produkgji ksztaltuje si¢ zgodnie z réwnaniem
Y =Y*+nN"+B (N?—N), ktdre jest interpretowane w ten sposéb, ze produk-
cja Y ma na celu zaspokojenie oczekiwanego popytu Y* i dostosowanie zapaséw
do poziomu Z= nN‘+B (N~ N). Czynnik nN*, ktéry pojawia si¢ w tym réw-
naniu, nie ma wyraznego uzasadnienia ekonomicznego i prawdopodobnie zostat
wprowadzony ze wzgledéw ,technicznych’, aby w stanie stacjonarnym zapasy ro-
sty ze stopa wzrostu n. Wprowadzenie we wzorze (1.1.20) skladnika ﬁZYB réwniez
zapewnia wzrost zapaséw w stanie stacjonarnym ze stopa n, ale wydaje si¢ bardziej
uzasadnione z ekonomicznego punktu widzenia.

1.1.6. Ograniczenia produkcji przez zasoby pracy i majatku
trwatego

Zakladamy, ze decyzje produkcyjne podejmowane zgodnie z réwnaniem (1.1.20)
sa mozliwe do zrealizowania z punktu widzenia zdolnosci produkcyjnych gospo-
darki zaleznych od technologii produkeji oraz od zasobéw kapitatu rzeczowego
i podazy pracy. Przyjmujemy, ze naklady kapitatu rzeczowego i pracy konieczne do
wytworzenia okreslonej wielkosci produkeji sa komplementarne (brak mozliwo-
$ciich substytucji). Technologi¢ produkeji opisuja dwa wspotczynniki: wspdtczyn-
nik potencjalnej efektywnosci kapitatu rzeczowego y* i wspétczynnik wydajnosci
pracy x. Wspétczynnik y# determinuje przy danym zasobie kapitatu rzeczowego
maksymalna produkcje Y” mozliwa do uzyskania pod warunkiem dostatecznej po-
dazy pracy. Produkcja ta, nazywana produkcja potencjalng®, jest wyrazona réw-
naniem Y’ = y”K. Ograniczenie produkcji poprzez zasoby kapitatu rzeczowego
ma wigc postac:

Y<Y?=y'K. (1.1.21)

Ograniczenie to ulega oslabieniu, gdy na skutek wzrostu inwestycji ro$nie kapitat
rzeczowy K. Stopient wykorzystania istniejacego kapitatu rzeczowego mierzy wskaz-
nik wykorzystania potencjatu produkcyjnego przedstawiajacy stosunek produkcji
Y do produkgji potencjalne;j:
Y

Przy danym Y? decyzja o wielkosci produkcji podejmowana zgodnie z réwna-
niem (1.1.20) determinuje warto$¢ wskaznika u. Przyjmujemy, ze istnieje pewna
wartos¢ tego wskaznika u° (0 < u° < 1) nazywana naturalnym poziomem wykorzy-

» Produkcja potencjalna jest to wielko$¢ produkcji, ktéra wytworzytaby gospodarka, gdyby wszyst-
kie czynniki produkeji zostaly w pelni wykorzystane (Begg i in., 2000, s. 4).
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stania potencjatu produkcyjnego, ktdrej przekroczenie staje si¢ jednym z czynnikéw
wzrostu cen, czyli inflacji opisanej réwnaniem (1.1.5). Zgodnie z tym réwnaniem
przedsiebiorstwa, ktérych produkcja staje sie bliska potencjalnej, majac z tego po-
wodu ograniczone perspektywy szybkiego wzrostu produkcji, s bardziej sktonne
do podnoszenia cen wytwarzanych produktow.

O podazy pracy zakladamy, ze jest stala w czasie i réwna L. Zaktadamy réw-
niez, ze popyt na prace L’ nigdy nie przekracza podazy L i tym samym jest réwny
wielkosci zatrudnienia. Zatrudnienie jest proporcjonalne do wielkosci produkeji,
co wyraza réwnanie:

r=ly< L, (1.1.23)
X
gdzie x = Y/L? oznacza wydajnos¢ pracy, a 1/x — pracochtonnos$é produkcji. (Za-
kladamy, ze w kazdym momencie L’ < L.) Przeksztalcajac wz6r (1.1.23), dostajemy
ograniczenie produkcji przez podaz efektywnej pracy xL:

Y =xL! <xL. (1.1.24)

Z uplywem czasu ograniczenie to ulega ostabieniu w rezultacie rosnacej wyklad-
niczo wydajnosci pracy x, ze stopa wzrostu n = x/x.

Odpowiednikiem wskaZnika wykorzystania potencjatu produkcyjnego (kapitalu
rzeczowego) u w odniesieniu do podazy pracy jest stopa zatrudnienia:

Ld

V=" 1.1.25
7 (1.1.25)

Zakladamy, ze istnieje poziom stopy zatrudnienia V° (0 < V° < 1) nazywany na-
turalng stopa zatrudnienia, ktdrej przekroczenie jest jednym z czynnikéw wplywa-
jacych na wzrost plac nominalnych, co zostalo uwzglednione w réwnaniu (1.1.4).

1.1.7. Réwnos¢ inwestycji i oszczednosci

Opisujac konsumpcje sektora prywatnego C oraz wydatki sektora publiczne-
go na dobra i ustugi G, wskazaliSmy od razu Zrédta ich finansowania. W wypadku
inwestycji sektora prywatnego I = K + 6K skupili$my si¢ na réwnaniu behawioral-
nym (1.1.8):

K:il(p“ —‘g’—(r—yre))KH2 (u-u)K+Y°K,

ktére przedstawia czynniki determinujace decyzje o inwestycjach netto K, ale nie
wskazuje Zrédet ich finansowania. Domyslnie inwestycje te moga by¢ finansowa-
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ne zaréwno z zyskéw przedsigbiorstw (po ich wczesniejszym opodatkowaniu),
jak i z kredytow inwestycyjnych. Nie jest to jednak opisane Zadnymi réwnaniami
modelu KMG prezentowanego w tym rozdziale**. Ponizej pokazemy, ze w prezento-
wanym modelu spelnione jest standardowe réwnanie opisujace réwnos¢ inwestycji
i oszczednosci, zgodnie z ktérym na koniec kazdego okresu wartos¢ nakladéw in-
westycyjnych netto (a wiec z pominieciem naktadéw odtworzeniowych) jest réwna
sumie oszczednosci sektora prywatnego i oszczgdnosci rzadu (zwykle ujemnych)
zgromadzonych w danym okresie. Wyprowadzona réwnos¢ oszczednosci i inwe-
stycji (w ujeciu realnym) mozna traktowac jako réwnos¢ pokazujacg Zrédta finan-
sowania inwestycji ex post.

W celu sformutowania powyzszej réwnosci zdefiniujmy catkowite oszczgednosci
krajowe § jako sume oszczgdnosci sektora prywatnego S, oraz sektora rzadowego S :

§=S,+S,. (1.1.26)

Z réwnania konsumpcji (1.1.2) wynika, ze pracownicy najemni nie oszczedzaja,
gdyz wszystkie opodatkowane dochody z pracy wydaja natychmiast na konsump-
cje. Ich oszczednosci sa zatem zerowe. W wypadku wlascicieli kapitatu pomijamy
z kolei ich konsumpcje, przyjmujac, ze calo$¢ opodatkowanych dochoddéw z ka-
pitatu rzeczowego i z obligacji przeznaczaja na oszczednosci. Takie zalozenie jest
czesto spotykane w literaturze przedmiotu (Charpeiin., 2011, s. 54; Kaldor, 1971,
s. 223). Tak wigc oszczednosci sektora prywatnego S, wyraza rownanie:

5, = (1—16)(,)1@%} (1.1.27)

Oszczgdnosci rzadowe S, (deficyt rzadowy w wypadku ich ujemnej wartosci) to
réznica miedzy wplywami z podatkéw a wydatkami na zaspokojenie popytu sek-
tora rzadowego powigkszonymi o koszt obstugi dtugu publicznego, czyli o odset-
ki od obligacji:

S :T—(G+£J. (1.1.28)
¢ p

W punkcie 1.1.2 zdefiniowaliSmy popyt inwestycyjny (inwestycje brutto) jako
sume I = K + 0K, gdzie K to inwestycje netto (przyrost kapitatu rzeczowego) spet-
niajace réwnanie behawioralne (1.1.8), a wyrazenie 0K to inwestycje restytucyjne,
ktérych wartos¢, rowna deprecjacji kapitatu rzeczowego, pomniejsza zysk produ-
centa (por. réwnanie (1.1.10)). W wyniku kolejnych podstawien uzyskujemy, ze
catkowite inwestycje netto sa réwne oszczednosciom krajowym, czyli:

* Réwnanie pokazujace zyski przedsiebiorstw i kredyty jako Zrédla finansowania inwestycji pojawi
sie w wersji modelu KMG prezentowanej w rozdziale drugim.
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K=S. (1.1.29)

Wyprowadzenie réwnania (1.1.29) przebiega nast¢pujaco.
Po podstawieniu do zaleznosci (1.1.26) réwnan (1.1.27) i (1.1.28) otrzymujemy:

S=(1—TC)(pK+%]+T—£G+%} (1.1.30)

Zgodnie ze wzorem (1.1.12):
T = TWOJLd +7, [pK +§]
p

Po podstawieniu tego wyrazenia do wzoru (1.1.30) dostajemy:

S=[pK+ﬁj—Tc(pK+ﬁj+Twde +rc[pK+ﬁj—(G+ﬁ}
p p p p

a po uproszczeniach:
S=pK+7 wl' -G. (1.1.31)

Rzeczywisty zysk z kapitatu rzeczowego w ujgciu realnym opisuje réwnanie (ta-
bela 1.1):

pK=Y"-wL' -5K.
Réwnanie (1.1.31) mozemy wigc zapisaé jako:
S=Y"-wL' 6K +7 wL' -G. (1.1.32)
Zgodnie ze wzorem (1.1.2) C=(1-7,) wL’. Stad
S=Y‘-C-G-0K. (1.1.33)

Na podstawie wzoréw (1.1.1) oraz (1.1.7) zachodzi Y = C+ 1+ G, gdzie I = K +6K.
Stad

K=Y?-C-G-6K. (1.1.34)
Z zaleznosci (1.1.33) i (1.1.34) wynika, ze

S=K.



1.1. Wyjsciowa posta¢ modelu 37

1.1.8. Kompletny uktad réwnan modelu

Wyprowadzenie réwnosci (1.1.29) konczy opis wyjsciowego modelu przedsta-
wiony w punktach 1.1.1-1.1.7. Tytutem podsumowania, w tabeli ponizej prezen-
tujemy wszystkie réwnania modelu, ktére tworzg peten obraz funkcjonowania
modelowanej gospodarki. W zestawieniu pomijamy réwnanie (1.1.29), gdyz nie
jest ono wykorzystywane w dalszych analizach modelu.

Tabela 1.1. Kompletny uktad réwnan modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza

Lp. Nazwa zmiennej Réwnanie Numer
wzoru
Determinanty popytu
1 |Popyt na produkt Y'=C+I+G (L.1.1)
Konsumpcja sektora pry- J
2 watnego C=(-7,)wL (1.1.2)
4 Y
3 | Popyt na prace L'=— (1.1.23)
X
4 Stopa wzrostu wydajnosci $=n
pracy
Placa realna i stopa wzrostu NN
° placy realnej w=p, w@=w-p (1.13)
Stopa wzrostu ptac nomi- N o A .
=B (V-V 1- 1.
6 nalnych w=p( )+, p+(1-x ) +n (1.1.4)
7 | Stopa wzrostu cen f’=ﬁp(u—u")‘mp(ﬁ’—")‘*‘(l—?cp)7Te (1.1.5)
Przyrost oczekiwanej in- n=p, (af) +(1-a)(p—n)-n° ),
8 y e . (1.1.6)
flacji gdziep-n=mu
d
9 | Stopa zatrudnienia V= Lf, gdzie L - podaz pracy (stala w czasie) (1.1.25)
. . Y
10 Wskazr.nk wykorzyste.ima u=>_ (1.122)
potencjalu produkcyjnego Y*?
11 | Produkcja potencjalna YP=y'K (1.1.21)
Przyrost kapitatu rzeczo- . . ) . f,
12 wego K=i(p*=E=(r—7)) K +i,(u-u") K+ YK (1.1.8)
Oczekiwanarealna stopazy- | , Y°—wL'-0K
13 sku z kap'ltalu rzeczowego , 13 (1.1.10)
Rzeczywistarealnastopazy- |  Y“-wL'—0K
sku z kapitatu rzeczowego P= K
. d_ye
14 Stopa wzrostu oczekiwane- iy Y'-Y (1.1.9)
80 popytu yoyY*
15 | Popyt inwestycyjny I=K+6K (1.1.7)
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cd. tabeli 1.1
. . . . Numer
Lp. Nazwa zmiennej Roéwnanie
wzoru
Produkcja i zapasy
Y=Y'+Z
16 | Produkgja e, pve d 1.1.20
) Y=Y +B,Y +B (N'~N) (1.1.20)
17 Produkcja przeznaczonana | , _ BY +B.(N'-N)
zapasy
18 | Pozadany poziom zapaséw N'= B.Y* (1.1.18)
19 Z.mlana rzec%ywmtego | (1.1.19)
ziomu zapasow
Rynek pieniadza
20 St.opa wzrostu podazy pie- M= u (1.1.14)
nigdza
_ a_q PY°
21 | Popyt na pieniagdz M" = hT (1.1.16)
Réwnowaga na rynku pie- d
2 |, M=M (1.1.15)
nigdza
. _ YE
23 Nominalna stopa procen e (1.1.17)
towa M
Budzet panstwa
d rB
24 | Podatki T=t wl +7, (pK + p} (1.1.12)
25 | Popyt sektora rzagdowego |G =gK (1.1.11)
26 | Deficyt budzetowy M+B=pG+rB-pT (1.1.13)

1.1.9. Sprzezenia zwrotne

W modelu KMG z egzogeniczng podazg pienigdza zaprezentowanym w tym roz-
dziale, podobnie jak w pierwotnej wersji tego modelu (Chiarella i in., 2000), mozna
wyodrebnid kilka sprzezeri zwrotnych®. Sprzezenia te wplywaja m.in. na stabil-
nos¢ gospodarki opisywanej przez model. Wedtug autoréw modelu KMG najwaz-
niejszymi sprzezeniami zwrotnymi w modelach tego typu sa: efekt Keynesa, efekt
Mundella, efekt Metzlera, efekt Rose’a i efekt regresywnych oczekiwan. W wyniku
autorskich modyfikacji réwnan zaprezentowanego w niniejszej monografii mode-

» Sprzezenie zwrotne dodatnie zachodzi wtedy, gdy skutek podtrzymuje przyczyne, powodujac
zwykle dalsze narastanie skutku, np. rozwdj przemystu powoduje rozwdj nauk technicznych, ten zas
przyspiesza rozwéj przemystu. Sprzezenie zwrotne ujemne dziata stabilizujaco, powodujac, ze sku-
tek zjawiska przeciwdziata jego przyczynie, co znajduje szerokie zastosowanie w uktadach sterowania
i stanowi istote regulacji automatycznej.
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lu KMG oprécz powyzszych sprzezen zwrotnych pojawiaja si¢ kolejne sprzezenia,
istotne dla opisu funkcjonowania gospodarki. Najwazniejsze z nich to efekt ocze-
kiwanego popytu oraz efekt stopy wzrostu placy realnej. Dodatkowo wprowadzone
modyfikacje réwnan modelu KMG istotnie wplywaja na pozostale sprzezenia zwrot-
ne. Modyfikacje maja wiec wpltyw na wzrost opisywanej przez model gospodarki.

Ponizej oméwiono wymienione sprz¢zenia zwrotne i zilustrowano je autorski-
mi rysunkami.

Rozpoczynamy od znanego efektu Keynesa (Keynes, 1936). Efekt Keynesa
przedstawiony na rysunku 1.1 opisuje stabilizujaca petle sprzezenia zwrotnego za-
czynajacego si¢ od zmiany poziomu cen p.

Bz .
pt %l r —s 1} yd| —-ve|—v|— Vi— wl|
L ye W lK”
a)l u\LTpl,
cl

Rysunek 1.1. Efekt Keynesa w modelu KMG. Symbol * wskazuje dodatkowy kanat
wplywu oczekiwanego popytu na produkcje wystepujacy w nowej wersji modelu KMG

Zeby lepiej zaprezentowaé efekt Keynesa, przypomnijmy réwnania modelu
KMG, ktére bezposrednio skladaja si¢ na opis tego efektu (tabela 1.1):

w=B,(V-V)+x p+(1-1x )7 +n,
p=B,u-u)+x, (W—n)+(1-x,)7
I :il(pe - s—(r—nf))K+i2(u—u°)K+YeK+5K,

Y'=C+I+G,
Y=Y+B,Y +B(N'-N),

Yo=Y+ B, (Y9 -Y°),
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Jak wspomniano wyzej, efekt Keynesa zaczyna si¢ od zmiany poziomu cen p.
Wzrost poziomu cen p (ceteris paribus) w omawianym modelu jest réwnoznacz-
ny ze spadkiem realnego salda pienieznego M/p, co skutkuje wzrostem nominal-
nej stopy procentowej r. To zjawisko wynika z przyjetego zalozenia réwnowagi na
rynku pieniadza i postaci réwnania réwnowagi (1.1.15). Wzrost nominalnej stopy
procentowej r (ceteris paribus) obniza realny popyt inwestycyjny I. Site reakc;ji re-
alnego popytu inwestycyjnego na zmiang nominalnej stopy procentowej okresla
parametr reakcji i, > 0. Spadek realnego popytu inwestycyjnego I (ceteris paribus)
skutkuje zmniejszeniem realnego popytu catkowitego Y“%. Realna produkcja Y
zalezy dodatnio od calkowitego realnego popytu Y*. Jesli spadek catkowitego real-
nego popytu Y doprowadzi do sytuacji, w ktérej oczekiwany realny popyt bedzie
nizszy niz catkowity realny popyt (V¢ <Y*), to realna produkcja Y zmaleje. Site re-
akeji realnej produkcji na zmiane catkowitego realnego popytu okresla parametr
reakcji /3 > 0. Spadek wielkosci produkgji bezposrednio wplywa na zmniejszenie
zatrudnienia V i wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnej u. Malejaca stopa
zatrudnienia V' ma negatywny wplyw na ptace nominalne w. Sile reakeji ptac nomi-
nalnych na zmiane stopy zatrudnienia okresla parametr reakcji 8 > 0. Natomiast
wskaznik wykorzystania mocy produkcyjnej u i stopa wzrostu ptac nominalnych
W wplywaja pozytywnie na poziom rzeczywistej stopy inflacji p. Oznacza to, ze
odpowiednio duzy spadek ich wartosci prowadzi do ujemnej stopy wzrostu cen,
aw konsekwencji do zmniejszenia poziomu cen p i do zamkniecia petli. Zatem efekt
Keynesa jest sprz¢zeniem zwrotnym ujemnym (stabilizujacym). W modelu KMG
odpowiednie wartosci parametréw reakcjii,, B, «, ﬁ .> B, (rysunek 1.1) mogy za-
tem stabilizowa¢ poziom cen, a takze przyczyniaé 519 do stabilizacji poziomoéw in-
nych zmiennych i calej gospodarki.

Przedstawiony powyzej efekt Keynesa moze by¢ wzmocniony lub ostabiony
przez wprowadzone autorskie modyfikacje rownan. Wzmocnienie lub ostabienie
tego efektu powstaje na skutek uzyskania w autorskiej wersji modelu nowego ka-
natu wptywu oczekiwan dotyczacych wielkosci popytu na wielkos¢ produkeji (ry-
sunek 1.1).

Ponizej przedstawiono, jak wprowadzone modyfikacje wptynely na efekt Key-
nesa.

26 W wyniku wzrostu poziomu cen zmniejsza sie wartos$¢ placy realnej w. Spadek wartosci placy re-
alnej skutkuje zmniejszeniu wielkosci konsumpcji prywatnej C. W konsekwencji zmniejszy si¢ cal-
kowity popyt Y2
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W nowej wersji modelu réwnanie produkcji ma postac:
Y=Y+B,Y +B (N‘=N),

gdzie Y* = OY* +ﬁ (Y9 -Y°).
W wersji plerwotne] odpowiedniki powyzszych rownan miaty postaé:

Y=Y+nN"+B (N‘-N).

W oryginalnym modelu przyrost poziomu produkcji pod wptywem zmiany
oczekiwanego popytu jest réwny:

oY
=1+n,
or*
a w nowej wersji modelu:
oY
oy e—l+ﬁz(w B).

Z tego wzoru oraz z zalozenia 8, >0 wynika, ze jesli @ > 8, to zmiana produkcji
pod wplywem zmiany oczekiwanego popytu w nowej wersji modelu moze by¢ wiek-
sza niz w oryginalnym modelu KMG dla odpowiednio duzej warto$ci parametru
reakcji f,. Natomiast jesli & < ﬁ to reakcja produkeji na zmiane oczekiwanego
popytu jest zawsze mniejsza niz W oryginalnym modelu, niezaleznie od wielkosci
parametru reakgji f8,. A wiec wniosek dotyczacy wplywu modyfikacji réwnan na
efekt Keynesa zalezy od wartosci parametréw reakcji ﬁye oraz f3,. Efekt Keynesa
w nowej wersji modelu KMG jest silniejszy, gdy warto$¢ parametru 8, jest odpo-
wiednio duza, a warto$¢ parametru ﬁye jest odpowiednio mala.

Drugim sprzezeniem zwrotnym jest tzw. efekt Rose’a, nazywany réwniez efek-
tem plac realnych (Rose, 1967). Efekt ten jest zwigzany z wptywem zmiany pozio-
mu plac realnych w na stabilnos¢ gospodarki. Podobnie jak przy prezentacji efektu
Keynesa, aby lepiej zrozumie¢ odzialywanie zmiennych, przypomnijmy réwnania
modelu KMG skladajace si¢ na opis efektu Rosea (tabela 1.1):

w
w=—,

p
cC=(01- TW)de,

v=B (V-V°)+x p+(1-x )7 +n,
D =B, (u-u)+i,(W—n)+(1-x ) 7",

I:il(p“’ - E—(r—yre))K+i2(u—u")K+f’6K+5K,
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. Y'—wl'-6K
pre=—p—
K
Y'=C+I+G,
Y
Uu=—o,
YP

Y=Y+B,Y +B,(N'-N),

Y“:@Y“+@AYd—Yﬂ,

H:ln
X
Ld

V=
L

Efekt Rose’a (rysunek 1.2) zaczyna sie od zmiany poziomu ptac realnych w (ce-
teris paribus). Wzrost ten wplywa na realng konsumpcje sektora prywatnego C.
Zmiana w poprzez zmiang¢ oczekiwanej stopy zysku z kapitatu p® wplywa takze na
popyt inwestycyjny sektora prywatnego I. Z postaci réwnan modelu KMG wynika,
ze mozliwe sg cztery rézne scenariusze wplywu zmiany poziomu plac realnych w
na wartosci zmiennych modelu, ktére opisano ponize;j.

Yen
/I:T |
AN

CT=Y4Tr Jlsvdl CTt=v4tr Il=v4)]

)

YT=>u? Yi=Vvl YT=>V 1T Yisul
ﬁp ﬁW j/ Bw '817

pT=2wl wl=zowl wisw! plao?

Rysunek 1.2. Efekt Rose’a. Symbolem * oznaczono wyst¢pujace w nowej wersji modelu
KMG dodatkowe kanaly wptywu oczekiwanego popytu na popyt inwestycyjny

Scenariusz 1. Wzrost plac realnych w (ceteris paribus) zwigksza konsumpcje sek-
tora prywatnego C, co prowadzi do wzrostu zagregowanego popytu Y9, a w konse-
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kwencji do wzrostu produkcji Y. Wzrost produkgji Y zwigksza natychmiast stopien
wykorzystania mocy produkcyjnych u, ktérego skutkiem jest wzrost poziomu
cen p. Place realne w sg ujemnie zalezne od cen, a wiec wraz ze wzrostem cen p
beda maleé, co zamyka petle.

Scenariusz 2. Wzrost plac realnych w (ceteris paribus) spowoduje spadek inwesty-
cji sektora prywatnego I (inwestycje zalezg od stopy zwrotu z kapitatu rzeczowego,
ktéry ujemnie zalezy od ptac realnych), co przyczynia si¢ do spadku zagregowanego
popytu Y?i produkeji Y, a w konsekwencji do wzrostu bezrobocia i zmniejszenia za-
trudnienia V. Malejaca stopa zatrudnienia V powoduje spadek ptac nominalnych w,
a to prowadzi do spadku plac realnych w i zamkniecia petli.

Scenariusz 3. Wzrost ptac realnych w (ceteris paribus) wplywa na wzrost konsump-
cji sektora prywatnego C, a w konsekwencji na wzrost zagregowanego popytu Y
i produkgji Y. Wzrost produkeji w modelu prowadzi do spadku stopy bezrobocia
(wzrost stopy zatrudnienia V), co z kolei prowadzi do wzrostu ptac nominalnych w.
Ostatecznie wzrost plac nominalnych w prowadzi do wzrostu ptac realnych w
i zamkniecia petli.

Scenariusz 4. Wzrost plac realnych w (ceteris paribus) powoduje spadek inwesty-
cji I, co przyczynia si¢ do spadku zagregowanego popytu Y i zmniejszenia pozio-
mu produkgji Y, a w konsekwencji do zmniejszenia stopnia wykorzystania mocy
produkcyjnych u. Obnizenie stopnia wykorzystania mocy produkcyjnych u pro-
wadzi do obnizenia cen p, co w dalszej kolejnosci oznacza wzrost ptac realnych w
i zamkniecie petli.

W omawianym modelu moga wystapi¢ wszystkie cztery powyzsze scenariusz,
ale to, ktory z nich bedzie najsilniejszy (dominujacy), zalezy od parametréw reak-
cji modelu. Scenariusze 1 i 2 stabilizuja gospodarke (sprzezenia zwrotne ujemne),
a scenariusze 3 i 4 destabilizujg gospodarke (sprzezenia zwrotne dodatnie).

Na rysunku 1.2 przedstawiono réwniez, ktore parametry reakeji decyduja o sile
poszczeg6lnych scenariuszy w efekcie Rosea. Mozemy zauwazy¢, ze jezeli parametr
i, > 0 bedzie odpowiednio maly, to scenariusze 2 i 4 mogg zosta¢ zdominowane przez
scenariusze 1 i 3. Dodatkowo, jesli parametr reakcji 8, > 0 bedzie odpowiednio
maly, to scenariusz 1 bedzie scenariuszem dominujacym, co dalej oznacza, ze efekt
Rose’a bedzie efektem stabilizujacym (sprzezenie zwrotne ujemne).

Podobnie jak w efekcie Keynesa, w nowej wersji modelu KMG opisany powyzej
efekt Rose’a moze zosta¢ wzmocniony lub ostabiony przez wprowadzone modyfi-
kacje. Wzmocnienie lub ostabienie tego efektu powstaje na skutek wprowadzone;
zmiany opisu dynamiki oczekiwanego popytu Y oraz zmiany opisu popytu inwe-
stycyjnego sektora prywatnego I. Wzrost ptac realnych w wptywa pozytywnie bez-
posrednio na stopg wzrostu oczekiwanego popytu Y*, od ktérej pozytywnie zalezy
popyt inwestycyjny I (nowy kanal wplywu w na I oznaczono symbolem * zob. ry-
sunek 1.2). Ten nowy kanal wplywu ostabia scenariusze 2 i 4, a tym samym w no-
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wej wersji modelu KMG scenariusze 1 i 3 moga dominowa¢ nad scenariuszami 2
i 4 w poréwnaniu z oryginalnym modelem KMG przy tych samych wartosciach
parametréw reakcji.

Kolejnym, trzecim sprzezeniem zwrotnym jest proces Metzlera sprzedazy/re-
gulacji zapaséw. Proces ten opisuje sprzezenia zwrotne powigzane z oczekiwanym
popytem i poziomem zapaséw. Réwnania bezposrednio sktadajace si¢ na opis tego
efektu sg nastepujace (tabela 1.1):

Y=Y"+2Z,

Z=B,Y+B (N"=N),

Y =@Y* +ﬁyﬂ(Yd -Y°),

N*=B .Y’

N=Y-Y"
w=B,(V-V)+x, p+(1-x, )7 +n,

=Ly,
X
Ld
V="
L

I=i pf—g—(r—ne))K+i2(u—u0)K+?fK+5K,

. Y —wl'-5K
p I .

Proces sprzedazy/regulacji zapaséw Metzlera jest podzielony na trzy petle. Pierw-
sza z nich (rysunek 1.3) zaczyna si¢ od wzrostu oczekiwanego realnego popytu Y*
(ceteris paribus), ktéry wplywa na wzrost realnego popytu na zapasy N*. Jesli re-
alny popyt na zapasy N jest wiekszy od realnej podazy zapaséw, to rosnie realny
poziom produkcji przeznaczonej na zapasy Z, co bezposrednio wplywa na wieksza
realng produkcje Y. Wzrost produkcji Y wplywa pozytywnie na calkowity popyt Y*.
Ten wptyw produkcji na catkowity popyt Y wynika zasadniczo z dwéch powodéw:

1) wzrost ptac nominalnych w (z powodu wyzszego zatrudnienia V'spowodowa-

nego wzrostem produkeji Y) przyczynia si¢ do wzrostu wydatkéw konsump-
cyjnych, co implikuje wzrost catkowitego popytu Y<,

2) wzrost produkcji wptywa na wzrost wskaznika wykorzystania mocy produk-

cyjnej u=Y /Y?, co z kolei zwigksza popyt inwestycyjny sektora prywatne-
go I, a wiec takze zwicksza catkowity popyt Y.
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W konsekwencji, gdy rosnie poziom catkowitego popytu Y, rosna oczekiwania
dotyczace wielkosci przysztego popytu Y, co konczy petle.

Bz *

— ye el
Byd NeT Bn Z1 v ]*Tﬁye

ye 1

Rysunek 1.3. Proces Metzlera sprzedazy/regulacji zapaséw - petla 1. Symbolem *
oznaczono dodatkowe kanaly wplywu oczekiwanego popytu na produkcje przeznaczona
na zapasy oraz na calkowity realny popyt wystepujace w nowej wersji modelu KMG

Opisane pierwsze sprzezenie jest sprzezeniem destabilizujacym gospodarke
(sprzgzenie zwrotne dodatnie), poniewaz wzrost oczekiwanego popytu Y powoduje
jeszcze wigkszy wzrost oczekiwanego popytu Y*. Sita wptywu tego destabilizujacego
efektu zalezy od wartosci parametrow reakeji B ., B, B, B, 1, i ﬂy

Druga petla zaczyna si¢ od zmiany poziomu realnych zapaséw N (ceteris pari-
bus). Wzrost ten zmniejsza poziom inwestycji przeznaczonych na zapasy Z, czego
skutkiem jest mniejsza realna produkcja Y. Gdy maleje realna produkcja Y, to ma-
leje catkowity realny popyt Y¢ (wynika to z malejacej stopy zatrudnienia V oraz
malejacego wskaznika wykorzystania mocy produkeyjnej u). Jesli catkowity realny
popyt Y bedzie malat wolniej niz produkcja ¥, to podaz realnych zapaséw N zmniej-
szy sie, co konczy petle.

NTﬁ_>ZJ/ _>IJ/
N _>N\L
ve| — 1

Rysunek 1.4. Proces Metzlera sprzedazy/regulacji zapaséw - petla 2

Opisane drugie sprzezenie zwrotne jest sprz¢zeniem stabilizujacym gospodarke
(sprzezenie zwrotne ujemne).

Trzecia petla (rysunek 1.5) taczy dwie wczesniejsze petle (petle 1 1 petle 2).
Zgodnie z pierwsza petla wzrost oczekiwanego popytu Y° pozytywnie wplywa na
poziom produkgji Y. Z kolei wzrost produkeji Y zwieksza zagregowany popyt Y
i jesli produkcja bedzie rosta szybciej niz zagregowany popyt (AY > AY9), to wzros-
nie realna podaz zapaséw N.
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Ye T petla 1 Y T ‘

NT petla2 Ydi___> Yel
ye

yal |
Rysunek 1.5. Proces Metzlera sprzedazy/regulacji zapaséw - petla 3

Wzrost realnej podazy zapaséw zmniejszy catkowity realny popyt Y¢ (petla 2),
a w konsekwencji zmniejszy si¢ poziom oczekiwanego popytu Y*, co konczy trze-
cig petle. Trzecia petla ma potencjat stabilizujacy gospodarke.

W pierwszej petli mozemy zauwazy¢, ze wzrost oczekiwanego realnego popytu
Y¢bezposrednio wplywa na popyt na zapasy N, na catkowity realny popyt Y¢ oraz
na produkcje przeznaczona na zapasy Z, a zmiany te wywoluja zmiany w oczeki-
wanym realnym popycie Y. Te dwa ostatnie kanaly sa wynikiem wprowadzonych
modyfikacji modelu KMG. Sita wptywu tych dwdch nowych kanatéw na efekt Metz-
lera zalezy od wartosci parametréw reakcji 8, oraz f3 .. Z zalozenia wartosci tych
parametréw sa dodatnie, wiec wprowadzone modyfikacje wzmacniaja opisywany
stabilizujacy efekt Metzlera.

Czwartym sprze¢zeniem zwrotnym (rysunek 1.6) jest tzw. efekt Mundella (Chia-
rella i Flaschel, 1996). Efekt ten jest zwiazany ze zmiang oczekiwanej stopy inflacji
7°. Rdwnania powiazane z tym efektem to (tabela 1.1):

7’ =ﬁne(af>+(1—a)ﬁ—n6),

I:il(p“—‘g’—(r—ne))K+i2(u—u")K+f’eK+5K,
. Y'—wl'-8K
—
Y'=C+I+G,
Y=Y"+B,Y +B (N'-N),

Ye=aY‘+ B, (Y9-Y°),

f?=ﬁp(u—u")+wp(1/?/—n)+(1—;cp)nc.

Wzrost oczekiwanej stopy inflacji 7° (ceteris paribus) pozytywnie wplywa na
poziom popytu inwestycyjnego sektora prywatnego I. Z kolei popyt inwestycyjny I
wplywa pozytywnie na catkowity realny popyt Y¢, a tym samym na realng produk-
cje Y. Wzrost realnej produkcji Y zwigksza stopien wykorzystania mocy produkcyj-
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Rysunek 1.6. Efekt Mundella

nej u, ktéry pozytywnie wplywa na stope inflacji p. Wzrost stopy inflacji p
powoduje wzrost oczekiwan inflacyjnych 7¢i konczy petle.

Opisana petla sprzgzenia zwrotnego (rysunek 1.6) implikuje pozytywna zalez-
nos¢ oczekiwanej stopy inflacji od niej samej. Oznacza to, ze efekt Mundella jest
efektem destabilizacyjnym i moze negatywnie wplywac na stabilnos¢ gospodarki. Jak
to zobrazowano na rysunku, wystarczy, aby jeden z parametréw i , ﬁ By Ba>0
mial odpowiednio malq warto$¢, by efekt Mundella nie wystapit.

Kolejnym waznym sprzezeniem zwrotnym w modelu KMG jest tzw. efekt regre-
sywnych oczekiwan. Ten efekt jest niemal trywialny, wynika bezposrednio z przyje-
tego réwnania adaptacyjnego opisujacego zmiane oczekiwanej inflacji (wzér (1.1.6)):

=B, (af)Jr(l—oc)n"—ne).

Wzrost oczekiwan inflacyjnych 7° (ceteris paribus) wywiera negatywny wptyw
na ich dalszg zmiane (rysunek 1.7). Jesli oczekiwania inflacyjne przekraczajg linio-
wa kombinacje rzeczywistej inflacji i celu inflacyjnego, tj. 7° > ap+(1—a) °, za-
czynaja spadac. Efekt ten jest efektem stabilizujacym. Parametry odpowiadajace za
efekt regresywnych oczekiwari to > 0ia > 0.

n® | me |

Bre(1 —a)

Rysunek 1.7. Efekt regresywnych oczekiwan

Uwaga. Wprowadzone modyfikacje réwnan modelu bezposrednio nie wplywaja
na efekt Mundella i efekt regresywnych oczekiwan.

W nowej wersji modelu KMG, dzigki wprowadzonym autorskim modyfikacjom,
oprécz wzmocnienia lub ostabienia powyzszych typowych dla modeli KMG sprzg-
zen zwrotnych, pojawiajg si¢ kolejne sprzezenia zwrotne istotne z punktu widzenia
stabilnego wzrostu gospodarki. Pierwszym z nich jest efekt wzrostu oczekiwane-
go popytu. Efekt ten zaczyna si¢ od zmiany oczekiwanego realnego popytu Y* (ry-
sunek 1.8).

vt —» |1 — vdl—— Y€
ye
Rysunek 1.8. Efekt wzrostu oczekiwanego popytu
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Réwnania, ktére sa powigzane z efektem wzrostu oczekiwanego popytu (tabe-
la 1.1), to:

=i (p* =&~ (r—n°))K +i,(u-u")K+Y K +3K,
. Y'—wl'-8K
pr=——7——
K
Y'=C+I+G,
Y* :(I)-Ye+,8yE(Yd -Y*°).

Wzrost oczekiwanego realnego popytu Y* (ceteris paribus) zwigksza popyt in-
westycyjny sektora prywatnego I, ktéry z kolei zwigksza calkowity realny popyt
Y9, Wzrost catkowitego realnego popytu (ceteris paribus) wptywa pozytywnie na
przyrost oczekiwanego realnego popytu Y. Wplyw catkowitego realnego popytu
na przyrost oczekiwanego realnego popytu zalezy od wartosci parametru reakcji
ﬁyc. A wigc i caly efekt wzrostu oczekiwanego realnego popytu zalezy od tej warto-
$ci i ma potencjat destabilizujacy. Oznacza to, ze w autorskiej wersji modelu KMG
odpowiednio duza warto$¢ parametru 8 , moze wptywac negatywnie na stabilnos¢
calej gospodarki. ’

Drugim nowym sprzezeniem zwrotnym jest efekt wzrostu placy realnej. Efekt
ten zaczyna si¢ od zmiany placy realnej w. Powigzane z tym efektem réwnania to —
oprécz czterech wymienionych wyzej — ponizsze (tabela 1.1):

Y=Y+B,Y +B,(N'-N),
Ye=@Y* +ﬁye(Yd -Y*°),

Y
u=—-,
Y?
p=B,-u)+x,(Ww-—n)+(1-x, )7,
w
w=—,
p
C:(l—TW)de.

Wzrost placy realnej w (ceteris paribus) wpltywa pozytywnie na przyrost ocze-
kiwanego realnego popytu Y* oraz na realng konsumpcje sektora prywatnego C.
Wzrost oczekiwanego popytu Y* wplywa pozytywnie na popyt inwestycyjny 1.
Wzrost realnej konsumpcji Ci popytu inwestycyjnego I bezposrednio wplywaja na
realny poziom popytu calkowitego Y%, ktéry pozytywnie wplywa na realny poziom
produkeji Y. W sytuacji gdy rosnie realna produkcja Y, rosnie warto$¢ wskaznika
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wykorzystania mocy produkeyjnej u, ktéry z kolei pozytywnie wplywa na rzeczy-
wista stope inflacji p. Z kolei wzrost rzeczywistej stopy inflacji p oznacza wzrost
cen, a w konsekwencji obnizenie si¢ poziomu placy realnej w, co koriczy petle (ry-
sunek 1.9).

a)T—»YeT——>I,CT——>YdT—By—e> Y1 uTﬁp pt wl

Rysunek 1.9. Efekt wzrostu placy realnej

Efekt wzrostu placy realnej jest efektem stabilizujacym wartos¢ placy realnej
w i moze wplywaé pozytywnie na stabilnos¢ calej gospodarki. Sita efektu wzrostu
placy realnej zalezy od dwdch parametréw reakgji: Byg orazf§ .

Przedstawiony powyzej opis istniejacych sprzezen zwrotnych pokazuje, jak bar-
dzo powiazane sg ze soba zmienne modelu. Kompleksowq sie¢ powigzan migdzy
zmiennymi ilustruje rysunek 1.10. Sprz¢zenie stabilizujace jednoczesnie moze wpty-
wac na site ktéregos ze sprzezen destabilizujacych, co w konsekwencji moze, ale
nie musi, destabilizowa¢ caly model. Na przyktad, stabilizujacy efekt Keynesa
(wzrost cen wplywa na spadek cen) moze prowadzi¢ do powstania destabilizuja-
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Rysunek 1.10. Schemat powiazan mi¢dzy zmiennymi w autorskiej wersji modelu KMG
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cego lub stabilizujacego efektu Rose’a przy odpowiednich wartosciach parametréw
modelu (spadek cen wplywa na wzrost ptac realnych, co moze dalej wplynaé na
wzrost/spadek ptac realnych).

1.2. Posta€ intensywna modelu KMG z egzogeniczng
podazg pienigdza

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ odpowiedzia na pytanie, czy w gospodarce
opisanej przedstawionym powyzej modelem mozliwy jest rGwnomierny wzrost
wszystkich zmiennych ilosciowych takich jak kapital trwaly, produkeja, konsump-
cja, inwestycje itd. Poniewaz w procesie rownomiernego wzrostu proporcje mig-
dzy zmiennymi modelu pozostajg stale, aby odpowiedzie¢ na postawione pytanie,
musimy najpierw sprowadzi¢ oryginalny model do modelu w postaci intensywne;j,
ktérego zmienne przedstawiaja proporcje miedzy zmiennymi modelu wyjsciowego.

W tym celu zdefiniujemy nast¢pujace zmienne modelu KMG w postaci inten-
sywne;j:

d

- place realne wL’ na jednostke produkcji: U = a);, ,

- pracochlonnos¢ pelnego zatrudnienia (stosunek efektywnej pracy xL do kapi-
tat): 1=,

- realna podaz pienigdza M na jednostke kapitatu: m = %,

e

- oczekiwany popyt Y* na jednostke kapitalu: y* = lI/< ,
- wielkos¢ zapaséw N na jednostke kapitatu: v = %,

- stosunek realnej podazy obligacji B do wielkosci kapitatu trwatego: b = iK’

- oczekiwana stopa inflacji: 7°, e

- catkowity popyt na jednostke kapitatu trwatego: y* = =

- produkgja na jednostke kapitatu trwalego: y = %
1.2.1. Sprowadzenie modelu do postaci intensywnej
Zeby wyprowadzi¢ model KMG w postaci intensywnej, zacznijmy od realnego

dochodu z pracy wL’ na jednostke produkgji: U = wL’/Y. Stosunek Y/L% to wydajno$¢
pracy oznaczana przez x. Stad U = w/x, co oznacza, ze tempo wzrostu U jest réwne:
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A
A A

U=w-x. (1.2.1)

Z definicji ptace realne sa réwne ilorazowi ptac nominalnych i poziomu cen
(w=w/p), wiec stopa wzrostu plac realnych jest réwna réznicy stép wzrostu plac
nominalnych i cen (&= — p). Réwnanie (1.2.1) mozemy zatem zapisa¢ jako:

A

U=w-p-x. (1.2.2)

Réwnania opisujace stope wzrostu ptac nominalnych oraz stope inflacji to od-
powiednio réwnania (1.1.4) i (1.1.5):

w=B,(V-V)+x p+(1-x )7 +n,
f)=ﬁp(u—u°)+xp(ﬁ/—n)+(1—xp)ne.

Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan dla w oraz p, otrzymujemy:

ﬁ/=K(ﬁW(V—V")+Kwﬁp(u—u°))+7re +n, (1.2.3)
p=r(,B,(V=V°)+B,(u—u))+7 (1.2.4)
gdzie x = I—KWKP KK, # 1.

Po podstawieniu do wzoru (1.2.2) stopy wzrostu: ptac nominalnych w - wzdr
(1.2.3), cen p — wzér (1.2.6) i wydajnosci pracy & =n po przeksztalceniach otrzy-
mujemy pierwsze réwnie modelu intensywnego:

O=x(B, (-, )(V-V")-B,(-x,)u-u"))

gdzie x = KK, # L.

1-% %
w'p
Drugim réwnaniem modelu intensywnego jest réwnanie opisujace stopg wzro-
stu pracochfonnosci petnego zatrudnienia. Ze wzoru na efektywna podaz pracy na
jednostke kapitatu | = xL/K wynika, ze:

l=x+L-K. (1.2.5)

Dzielac obustronnie réwnanie (1.1.8) przez kapitat rzeczowy K, dostajemy réwna-
nie opisujace stope wzrostu kapitatu rzeczowego:

f<=il(pe—s—(r—n“))+i2(u—u0)+?i (1.2.6)

’e:e_U_g,z):
P =Y Uy o po Ll

d _yre e
gdzie: Y* =(Z)+By5 y v hy Lp.
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Z zalozenia, ze podaz pracy L jest stata w czasie, mamy L = 0. Wiemy takze, ze
stopa wzrostu wydajnosci pracy jest stata: X = n. Zatem, korzystajac z réwnari (1.2.5)
i (1.2.6), otrzymujemy drugie réwnanie modelu intensywnego:

d

i=n—(f]+n+ﬁ E(y—e—ID—il(ye—Uy—5—‘5—(r—n2))—i2(u—u”).
v

Trzecie réwnanie opisuje stope wzrostu realnej podazy pieniadza na jednostke
kapitatu rzeczowego: m = M/pK. Stopa ta spelnia réwnanie:

A

m=M-p-K.
Po podstawieniu do tego wzoru réwnan: M = p, K =n -1 oraz (1.2.4) otrzymujemy
trzecie rownanie modelu intensywnego:

m=p—n —n—x(KPﬁW(V—V°)+ﬁp(u—u°))+i.

Czwarte réwnanie modelu przedstawia zmiang oczekiwan inflacyjnych (wzér
(1.1.6)):

i =ﬂnf (OCIA)+(1—OC)7TD—7TE),

gdzie p zostalo zdefiniowane réwnaniem (1.2.4).
Pigte rownanie modelu intensywnego opisuje dynamike oczekiwanego popytu
na jednostke kapitalu rzeczowego: y¢ = Y*/K. Z definicji tej zmiennej mamy:

§oi R,

iy s G o YOV N
Podstawiajac do tego wzorukolejno K =n—1,Y* =w+ f . ————, dostajemy piate
réwnanie modelu intensywnego: Y

A d A
y =y U+n+ﬁys [%—lj—nJrl .

Széste réwnanie opisuje przyrost zapaséw na jednostke kapitatu rzeczowego:
v=N/K. Zeby wyprowadzi¢ réwnanie dynamiki zmiennej v, zaczynamy od réw-
nania:

K? K K K K
. 5 D Y
Zgodnie z tym, ze N =Y —Y*, wykorzystujac zaleznosci K =n—1, y = oraz
Y P . ,
yd = X otrzymujemy szdste réwnanie modelu intensywnego:

sz—yd—v(n—i).
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Ostatnim, siddmym réwnaniem modelu w postaci intensywnej jest réwnanie
opisujace realng podaz obligacji na jednostke kapitatu rzeczowego: b = B/pK. De-
finicja zmiennej b implikuje:

Bzm_—wzi_ﬁ(kJrﬁ):i_b(kJrﬁ)_
(Kp) Kp Kp Kp

Zgodnie ze wzorami (1.1.13) i (1.1.11), B= pG+rB— pT — M oraz G = gK, za-
tem mamy:

A

5 B
Podstawiajac do tego wzoru K=n—I, T=7 wL’+7. (pK +r—J oraz stopg wzro-
P

stu cen (1.2.4), otrzymujemy ostatnie, siddme réwnanie modelu:
B=g+rb—rc(yd ~Uy—=08+rb)—1 Uy —pum+
—b(n—i+x(ﬁp(u—u")+xpﬁw(V—V"))-I—n“’),

gdzie m = M/pK.

Z siedmiu wyprowadzonych powyzej réwnan otrzymujemy nastgpujacy uktad
nieliniowych réwnan rézniczkowych, ktére opisuja dynamike proporcji miedzy
zmiennymi modelu KMG:

U =Usx(B,(1—x,)(V-V*)=B,(1-x,)(u-u")) (1.27)

i=l[n—(f]+n+ﬁ e (4—1JD+
Ty
_l(i1{ye_U)’—5—£—(hye—HGJJ—iZ(u—uO)], (1.2.8)
m

nh:m(pa—n—f)-ki), (1.2.9)

7l = ﬁnﬂ (ocf) +(1-a)r’ —ne), (1.2.10)

d A
y.ezye[mﬁf(%_l}l} (12.11)
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b= y—y' —v(n—1), (12.12)
B=g+rb—TC(yd —Uy—5+rb)—Twa—,um—b(n—i+f)) , (1.2.13)
gdzie13=K(Kpﬁw(V—V")+ﬁp(u—u0))+ne.

Nalezy podkresli¢, ze oprécz zmiennych U, I, m, n°, y°, v, b, w tym ukladzie wy-
stepuja jeszcze dwie dodatkowe zmienne. Sg to catkowity popyt na jednostke kapi-
talu rzeczowego ¥ = Y?/Ki produkcja na jednostke kapitatu rzeczowego y = Y/K.
Zeby stwierdzi¢ wspélzaleznosci migdzy powyzszymi zmiennymi, zauwazmy, ze
zgodnie ze wzorami (1.1.1) i (1.1.20) zmienne Y i Y wystepuja w nastepujacych
réwnaniach omawianego modelu KMG:

Y'=C+I+G,
Y=Y+B,Y +B (N'=N).

Dzielac powyzsze réwnania przez K, otrzymujemy:

. C I G

y :E—'—E_’_E, (1214)
Ye NY N
Y=y +Bep, LY_E} (1.2.15)

gdzie y° =Y*/K.

Podstawiamy réwnania (1.1.2), (1.1.8) i (1.1.11) do wzoru (1.2.14) oraz réwna-
nia (1.1.14) i (1.1.19) do wzoru (1.2.15). Otrzymujemy nastepujacy uklad dwdch
réwnar liniowych (zmienne y? i y wystepuja po obu stronach tych réwnar):

(4

! :(l—Tw)yU—kil(ye—yU—5—§—(hy —ner+i2(u—u")+5+g+
m

d

+K(ﬁw(l—Kp)(V—V")_ﬁp(l—KW)(u—u"))+n+ﬂyc [%—lj, (1.2.16)

y:ye+ﬁnﬁNdye_ﬂnv+
d
+y°B, (K(‘BW(I—KP) (V—V")_ﬁp(l—xw) (u—u”))+n+ﬁye [%—1)} (1.2.17)
Poniewaz zmienne y? i y wystepuja réwniez w réwnaniach rézniczkowych

(1.2.7)-(1.2.13), réwnania (1.2.16)—(1.2.17) musza by¢ brane pod uwage w kaz-
dej analizie tego uktadu réwnan rézniczkowych. Oznacza to, ze kompletny model
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KMG w formie intensywnej sktada si¢ nie tylko z réwnan (1.2.7)-(1.2.13), ale tak-
7e 7 réwnan (1.2.16)—(1.2.17).

1.2.2. Stan stacjonarny modelu w postaci intensywne;j

Sprowadzenie modelu KMG do postaci intensywnej umozliwia wyznaczenie jego
stanu stacjonarnego, a wiec takich proporcji miedzy zmiennymi modelu w posta-
ci wyjsciowej, ktére umozliwiaja wzrost wszystkich zmiennych z jednakowa stopa
wzrostu. Poniewaz w procesie réwnomiernego wzrostu proporcje miedzy zmienny-
mi (czyli zmienne modelu w postaci intensywnej) pozostaja state, wyznaczenie stanu
stacjonarnego sprowadza sie do rozwigzania zwyklego uktadu réwnan, ktéry otrzy-
mujemy z réwnan (1.2.7)-(1.2.13) i (1.2.16)—(1.2.17) przy zalozeniu, ze pochodne
wystepujace po lewej stronie rownan rézniczkowych (1.2.7)-(1.2.13) sa réwne zero.
Stan stacjonarny opisuje zatem nieujemny wektor (U, I, i1, 7°, 7°, ¥, b), bedacy roz-
wiazaniem nastepujacego ukladu (z uwzglednieniem réwnan (1.2.16)-(1.2.17)):

0=8,0-x)V-V)-B,0-x, ) u-u), (1.2.18)
0=-p e[y—j—lj—il(ff —E—(r—7°))i,(u-w), (1.2.19)
v’
0=p—n-p, (1.2.20)
O=ap+(l-a)n°—n° (1.2.21)
0=R (y—d—lj (1.2.22)
"\
0=y—y'—wn, (1.2.23)
0=g+rb—7.(y' —Uy—8+rb)—1, Uy—pum—b(n+p), (1.2.24)

gdzie:

A

p=r(r,B,(V=V)+B,(u—u))+,

v=2,
l

u=2,
y
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Zgodnie z zaleznoscia (1.2.20) stopa inflacji p w stanie stacjonarnym, oznaczo-
na przez 7, spetnia réwnanie:

p=m=p-n=n"
Podstawiajac te zalezno$¢ do wzoru (1.2.21), otrzymujemy:
0=a(u—n)+(1-a)(p—n)-1°,
co implikuje, ze
nt=p—-n=m.

Zatem oczekiwana stopa inflacji i rzeczywista stopa inflacji w stanie stacjonarnym
sa sobie rowne. Rownanie (1.2.20) w stanie stacjonarnym ma wiec postaé:

7 =1(x,B,(V=V)+B,(u-u))+7,

gdzie x > 0. Stad

B,(u—u’)=—x B, (V-V). (1.2.25)
Po podstawieniu tej zalezno$ci do wzoru (1.2.18) mamy:

0= ﬁw(l—xp)(V—V")+(1—KW) KPﬁW(V—V"),
co prowadzi do wyrazenia:
B,(V-V)(1-r,,) =0,
gdzie f, >0ix i #1.Stad
V=ve (1.2.26)

Oznacza to, ze warto$¢ stopy zatrudniania V w réwnowadze jest réwna wartosci
naturalnej stopy zatrudnienia V°.
Podstawiajac rownanie (1.2.26) do wzoru (1.2.25), otrzymujemy:

u=u’ (1.2.27)
wiec wartos¢ wskaznika wykorzystania potencjatu produkcyjnego u w stanie stacjo-
narnym # jest réwna jego normatywnej wielkosci u°. Poniewaz u = y/y? i spelniona
jest zaleznos$¢ (1.2.27), mozemy wyznaczy¢ stosunek produkeji do kapitatu rzeczo-
wego w stanie stacjonarnym:

y=u’y’, y’=const. (1.2.28)

Produkcja na jednostke kapitalu w stanie stacjonarnym jest zatem wprost pro-
porcjonalna do produkgji potencjalnej na jednostke kapitatu rzeczowego. Ze wzoru
(1.2.28) wynika réwniez, ze im wyzszy normatywny poziom wskaznika wykorzy-
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stania produkcyjnego, tym warto$¢ produkeji rzeczywistej jest blizsza wartosci pro-
dukgji potencjalnej na jednostke kapitatu rzeczowego.

Poniewaz V = y/I oraz zachodzg zaleznosci (1.2.26) i (1.2.28), mamy:

Po podstawieniu wyrazen (1.2.26) i (1.2.27) do réwnania®’:

03=K(ﬁw(l—Kp)(V—V”)—ﬁp(l—;{w)(u—u"))Jm

otrzymujemy:
G=n (1.2.29)
Z zaleznosci (1.2.22) dostajemy:
y' =y (1.2.30)
Po podstawieniu tego do warunku (1.2.23) mamy:
y=2"Y (1.2.31)
n
Podstawiajac (1.2.29) i (1.2.31) do (1.2.37), otrzymujemy:
=y () +p, [ﬁmy‘* —%}-
Rozwigzanie tego réwnania dla y° prowadzi do wyrazenia:
J’_
3¢ nth, (1.2.32)

- n+ﬁzn2 +ﬁnﬁNdn+ﬁn s

Znajac warto$¢ oczekiwanego popytu w stanie stacjonarnym y°, ze wzoréw
(1.2.28) i (1.2.31) mozemy wyznaczy¢ stosunek zapaséw do kapitatu rzeczowego
w stanie stacjonarnym:
uﬂyp _ 76

—

7 =
Réwnania (1.2.27), (1.2.29), (1.2.30) i (1.2.19) daja:

pi=r—m‘+¢& (1.2.33)

7 'Wz6r ten otrzymujemy, podstawiajac do wzoru na stope wzrostu plac realnych @& =1 — p wzory
(1.2.3) i (1.2.4).
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Wykorzystujac powyzszy wynik w réwnaniu (1.2.16), uzyskujemy:
y'=(1-7,)yU+8+g+n.
Z tego réwnania mamy:

U= %W, (1.2.34)

gdzie d, g, n, T, = const. Rdwnanie to mozemy zapisac jako:

¢
1-7,)y ’

gdzie ¢ =y’ —(8 + g +n) to konsumpcja sektora prywatnego w stosunku do kapi-
tatu rzeczowego w stanie stacjonarnym.

U=

Wykorzystujac definicje zmiennej p° = y* —Uy -0 oraz wzory (1.2.28), (1.2.32)
i (1.2.34), mozemy wyznaczy¢ oczekiwang stopg zwrotu z kapitatu rzeczowego
w stanie stacjonarnym:

pi=y -Uy-o.

Poniewaz w stanie stacjonarnym mamy y° = 3, otrzymujemy wiec p° = p. Zatem
oczekiwana stopa zwrotu z kapitalu rzeczowego i rzeczywista stopa zwrotu z kapi-
talu rzeczowego w stanie stacjonarnym sa identyczne.

Nominalng stopg procentowa w stanie stacjonarnym okresla wartos¢ r, ktéra
spelnia réwnanie (1.2.33):

F=p +7-E

Dalej z intensywnej postaci réwnania LM réwnowagi na rynku pienigdza®
otrzymujemy 7i:

im=h2-.
r

Na koniec, podstawiajac wczesniej wyznaczone zmienne w stanie stacjonarnym
do wzoru (1.2.24), otrzymujemy:

28 Réwnanie LM (Liquidity-Money) opisuje réwnowage na rynku pienieznym, czyli warunek, w kté-
rym podaz pieniadza jest reéwna popytowi na pienigdz. Posta¢ intensywna réwnania réwnowagi na
rynku pieni¢znym m = hYw omawianym w tym rozdziale modelu KMG otrzymuje sie poprzez po-

r oY
’

dzielenie réwnania réwnowagi M =h (zob. wzory (1.1.15)-(1.1.16)) przez wyrazenie pK.
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0=g+7b—1.(p+7b)—1 Uy—pm-b(n+7),

gdzie symbole z kreska oznaczaja wczesniej ustalone wartosci zmiennych w stanie
stacjonarnym.
Rozwigzanie tego réwnania dla b prowadzi do zaleznosci:

a TTr—T+U '

1.2.3. Rébwnania opisujgce wartosci zmiennych modelu
intensywnego w stanie stacjonarnym

Podsumujmy dotychczasowe rozwazania. Na podstawie analizy z poprzedniego
punku otrzymujemy nastepujace zestawienie wzoréw opisujacych wartosci zmien-
nych w stanie stacjonarnym:

- udzial wynagrodzen przed opodatkowaniem (kosztéw pracy) w PKB:
_c
1-1,)y

- pracochlonnos¢ pelnego zatrudnienia (stosunek efektywnej pracy do kapitalu
rZeczZowego):

U=

- oczekiwany popyt na jednostke kapitatu rzeczowego:

—e :—d _ 7’1+ﬂn .7
n+[32n2 +[3nﬂNdn+Bn

- konsumpcja na jednostke kapitatu rzeczowego:

E=7d—(n+5+g),

- realna podaz pienigdza na jednostke kapitatu rzeczowego:

—d
m=h’,
=

- wskaznik inflacji cen:

T=u-n,
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- wielkos¢ zapaséw na jednostke kapitatu rzeczowego:

- nominalna stopa procentowa:
T=p+p-n-=E
- stosunek produkcji do kapitatu rzeczowego:

y =u’p”.

Zeby pokazaé, ze proporcje opisane powyzszymi wzorami rzeczywiscie pozwa-
laja na réwnomierny wzrost gospodarki ze stopa wzrostu n réwna stopie wzrostu
wydajnosci pracy, skupmy sie najpierw na efektywnej podazy pracy na jednost-
ke kapitatu [ = xL/K. W stanie stacjonarnym stopa wzrostu [ wynosi zero, wiec
I=%+L—-K =0. Z zalozenia podaz pracy L jest stala, a wydajnos¢ pracy x rosnie
ze stopa n. Wynika stad, ze w stanie stacjonarnym stopa wzrostu kapitatu rzeczo-
wego jest réwna stopie wzrostu wydajnosci pracy, czyli K =n. Z réwnand Y’ = y?K
iu=Y/Y?wynika, ze uy” = Y/K. Poniewaz iloczyn u1y” jest staly w czasie, produkcja
Y w stanie stacjonarnym réwniez musi rosnaé z ta sama stopa wzrostu co kapital,
réwna n. Przygladajac si¢ innym formutom, fatwo zauwazy¢, ze w stanie stacjonar-
nym réwniez inne zmienne ilosciowe, jak inwestycje, konsumpcja prywatna i pu-
bliczna, rosna ze stopa n. Dodatkowo, biorac pod uwage, Ze w stanie stacjonarnym
oczekiwana inflacja jest réwna rzeczywistej inflacji, tatwo zauwazy¢, ze w stanie
stacjonarnym réwniez tempo wzrostu placy realnej @ =W — p jest réwne n.

Analizujac stan stacjonarny, warto tez odnotowa¢ ciekawy wniosek, ze zgodnie
z réwnaniem ¢ =yuy’ —(n+0+ g ), im wyzsza jest stopa réwnomiernego wzrostu
n (réwna stopie wzrostu wydajnosci pracy), tym nizsza jest konsumpcja prywat-
na na jednostke kapitatu rzeczowego (a wiec takze udzial konsumpcji w wartosci
produkgji, czyli w PKB). Ponadto wzrost n obniza udzial wynagrodzen przed opo-
datkowaniem (kosztéw pracy) w PKB opisany réwnaniem (1.2.34).

Na koniec warto podkreslié, ze jedynymi zmiennymi, ktdre w stanie stacjonar-
nym zaleza od wzrostu podazy pieniadza y, s poziom inflacji 7 = u —n oraz stosunek
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realnej podazy obligacji B/p do wielkosci kapitatu trwatego K, réwny b. Swiadczy to
o neutralnosci pienigdza w stanie stacjonarnym, rozumianej jako brak wptywu sto-
py wzrostu podazy pieniadza nie tylko na stope rownomiernego wzrostu, ale takze
na proporcje miedzy zmiennymi iloSciowymi w stanie stacjonarnym

1.2.4. Analiza wrazliwosci stanu stacjonarnego na zmiany
parametrow modelu

Wzory zaprezentowane w poprzednim punkcie umozliwiaja analiz¢ wrazli-
wosci stanu stacjonarnego na zmiany wartosci parametréw modelu. Przed przy-
stapieniem do takiej analizy dokonamy jednak przeksztalcenia tych wzoréw tak,
aby uzyska¢ wartosci zmiennych na jednostke produkeji (PKB), a nie na jednost-
ke kapitalu rzeczowego, co uczyni analiz¢ bardziej standardowa. Przeksztalcenie
powyzsze tatwo uzyskujemy, korzystajac z tego, ze w stanie stacjonarnym stosunek
produkgji do kapitatu rzeczowego jest okreslony wzorem:

X =y =’

x 2w

W celu zaprezentowania zmiennych na jednostke PKB wystarczy wigc podzieli¢

zmienne na jednostke kapitatu rzeczowego przez stosunek produkeji do kapitatu

rzeczowego y. Dodatkowo, aby utatwi¢ analize wrazliwosci, badane wzory zmien-

nych w stanie stacjonarnym doprowadzamy do ostatecznych postaci, tzn. do postaci,

w ktérych wystepuja jedynie parametry modelu. W rezultacie wartosci zmiennych

w stanie stacjonarnym pokazujace wartosci zmiennych modelu wyjsciowego na
jednostke produkcji (PKB) spelniaja nastepujace réwnania:

- stosunek calkowitego popytu finalnego do PKB:

Yd_ n+p,

Y n+pn’ +ﬁ”[3Ndn+ﬁn’

- stosunek konsumpcji do PKB:

C n+p, _n+d+g

Y n+Bni+Bpn+p,  w

- stosunek inwestycji do PKB:

_n+d

I
Y w’
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stosunek konsumpcji publicznej do PKB:

G_ 8
Y

stosunek dtugu publicznego (obligacji) do PKB:

B _ g-1.(-t ¥y +n+g+t 0)-7 (¥ —n-0)—um
pY (n(l—TW)+(—TW72—H’l+g+TW5)(1+TC)+TC(/,L—H)(1—TW))ﬁyp-‘rf

>

stosunek wynagrodzen przed opodatkowaniem (kosztéw pracy) do PKB:

wL 1 n+p, _n+d+g

Y :(l—TW) n+pn’+B B n+p W )

stosunek podazy pracy do popytu na prace:
L 1

v
W przeprowadzonej analizie wrazliwosci badamy wplyw na stan stacjonarny
zmian w wartosciach nastepujacych parametréw: 8, — parametru reakeji produk-
¢ji na odchylenie rzeczywistego poziomu zapaséw od pozadanego, f3, - parametru
reakeji produkeji na przyrost oczekiwanego popytu, f , - pozadanego stosunku
zapaséw do oczekiwanego popytu, & — naturalnego poziomu wykorzystania mocy
produkeyjnych, y” - potencjalnej efektywnosci kapitatu rzeczowego (stosunek mak-
symalnej produkeji Y” do kapitatu rzeczowego), n — stopy wzrostu wydajnosci pra-
cy, 8 — wspolczynnika deprecjacji kapitatu, g - stosunku popytu sektora rzadowego
do kapitalu rzeczowego, T, T. - stawek podatkowych, V - stopy zatrudnienia, y -
stopy wzrostu podazy pieniagdza.
Zeby okresli¢ wplyw danego parametru, nalezy obliczy¢ wartosci pochodnych
analizowanych zmiennych.

« Pochodne czastkowe stosunku wynagrodzen przed opodatkowaniem (kosz-
téw pracy) do PKB:

wL 1 ( n+p, _n+5+g]

Y (-t )\ nep B pntp, W
s3 rowne:
_ 2
i w_L = 1 . (ﬁzz BNd)n 2;jeieliﬂz>ﬁ d,tOi w_L >0,
ag.\ Y (I-7,) (n+p,n +ﬁn,8Ndn+ﬁ”) MEdg Y
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. . d(wL
w przeciwnym razie —| — | <0,
ap \ Y

n

>

i(w_Lj_ 1 ~(n+B,)n’
ag,\ Y ) (-7,) (n+pn’+Pp n+p,)
L(@j 1 —(n+B )

g\ Y ) (-t,) (n+pBn*+BB .n+p,)

iﬂ: 1 -n+6+g>0,
dil Y ) (-7) 'y’

d(wl)_ 1 'n+5+g>0
dy'\ Y ) (-1,) u(y"y

<0,

>

_ 1 (BB B +(B 288, —BB.—Vn-BB.-B 1 @)
1-7) (n+ B +BB n+B) ')

d(wL 1 1
= = |=- — <0,
db‘{ Y j (I-7,) wy’

QU

wL 1 n+p, n+o+g . wL
== . . E— >0; poniewaz — >0,
Y ) (-t,)\n+Bn +BB.n+pB, uy’ Y

wyrazenie w nawiasie musi by¢ dodatnie.

dr,

Pozostale pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sa réwne zero.

+ Pochodne czastkowe stosunku podazy pracy do popytu na prace:

L 1

v

d( L 1
W) 7"

Pozostale pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sa réwne zero.

s3 rowne:
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+ Pochodne czastkowe stosunku catkowitego popytu finalnego do PKB:
Y? n+p,

Y n+pni+ppn+p,

sg rowne:

L[Y_dJ - (B, =By ;jezeli B, > B, to i(y—dJ >0,
ag.\ Y (n+ ﬁzn2 + ﬁnﬁNdn + ﬁn)z NTdB Y

: . d[Y!
W przeciwnym razie —| — | <0,
g | Y

d (Y"J —~(n+B)n’

A\ Y ) BBty
d (v —+p)fn
B\ Y ) (n+pn’+BBn+p,)
i Y_d _(1+BnﬁNd_ﬁz)n2+(ﬁn_zﬁnﬁz_ﬁnﬁl\]d_l)n_ﬁrzzﬁNd _ﬁn (?)
dn\ Y | (n+ B’ +BB n+B,) A

Pozostale pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sa réwne zero.

« Pochodne czastkowe stosunku konsumpcji do PKB:

C_ n+p, _n+d+g

Y n+Bni+ B.B.n+p, uy’
s3 rdwne:
A(C) (’Bj Py) Z;jeieliﬁz>ﬂd,toi£ >0,
ag \Y ) (n+B,n +pB B .n+p,) MdB Y

zeci 7Zi d(C <0
W przeciwnym razie —| — ,
p y dﬁn %

L(Sj_ I AL
g, \ Y _(n+ﬁzn2+ﬁnﬁmn+ﬁn)2

L[g}_ ~(n+B)Bn
B \Y ) (n+pn’+ B.B.n+PB)

>
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d(cC :n+5+g>0’
du\Y iy’

dy"\Y ) u(y’y

A(C)_Orpby B + (B —2hf BB VBB 1,
n\y (n+ B’ + BB n+B) ayt
i E :_L<O’

ao\y uy?

i g =_L<O

dg\Y uy’?

Pozostate pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sg réwne zero.

+ Pochodne czastkowe stosunku inwestycji do PKB:

I n+o
Y w’

sg rowne:

d(1 n+o

—| = |=———<0,
du\y uy’

d (1 n+o
— === <0,
dy!\Y ) a(y’y

d(1I d(1I 1
Sl ) L () )
dn[Yj d5£Yj uy’?

Pozostale pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sa réwne zero.

+ Pochodne czastkowe stosunku konsumpcji publicznej do PKB:
G_ 8
Y

sg rowne:

4G S <0,
du\Y uy’
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i E —— g <O’
dy?\ Y u(y’y

d(G 1
L2 ==
dg\Y ) wy’

Pozostale pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sa réwne zero.

« Pochodne czastkowe stosunku diugu publicznego (obligacji) do nominal-
nego PKB:

B _g-tp-t, Uy’ —pm
pY - n—p+é+7(p+7)

s3 rowne:
dp ,d0
i[ij_[ Cdﬁn+T uy dﬁ+'udﬁJ(n p+§;’+1(p+ﬂ))

ap,\ pY (n—,oJr‘g'Jr'rC(anﬁ))2 "

(g-tp-t, Uuy’ —pum)(1- T)—

+ ﬁ ,
(n—ﬁ+§+rc(,5+7_r))2
dp ,dU  dm
L(EJ ( “ap, " g, "dﬁj(" p+§+7(p+”))+
dg, \ pY (n-p+&+7.(F+7)
+(g vp -7, Uy’ —pm)(1- T)@
(n—ﬁ+§+rc(ﬁ+7?))2
- T dp uy? dU +u dm (n p+§+T(p+7r))
d (3]: “dB. T dB dﬁNd N
dp,. \ pY (n—;_)+§+r(p+77))2
(g-tp—1,Uny’ —pm)(1- T)dﬁ;
+ )

(n—;_)+§+rc(;_)+7?))2
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dp _,dU ,— dm _ o
-7 —= —+yU+p——|(n—-p+&+ +
d[BJ (T‘dﬁ”m da ”da](” privr(pem)
dul pY (n—ﬁ+£+rc(ﬁ+ﬁ))2

+

_ )
(g-tp-7,0my —pm)1-1) "
du
+ )
(n—p+§+rc(/7+ﬁ))2

dp _,dU _— dm _ _
_ETC a8, +Twuypdyp+uU+#dyP](n_p +&+7.(p +7z))

L(ij: +
dy’\ pY (n—,r._)+§+rc(f>+7?))2

_ dp
(g-tp-1,Umy’ —/m?)(l—rc)—P
+ dy”

>

(n—f)+§+rc(;_)+ﬁ))2

do — —
. [ 5 J—(rcds+Twﬁy"ﬁl]+p(j:j(n—ﬁ+§+rc(p+ﬁ))

3 +
(n—;_)+§+rc(;_)+7?))

_ dp
(g-tp-1,Uwy’ —;,m_a)(l—rc){l—dpj
n

J’_

>

(n—;_)+§+rc(;_)+ﬁ))2

dp _,dU  dm _ _
-t —= —+pu——|ln—p+S+ +
d( B)_ (Tcdaﬂwuy doé “daJ(n prEvepm)
ds\ py )

; +
(n—/7+‘§+rc(ﬁ+7?))

_ dp
(g-tp-t1,Umy’ —;m?)(l—rc)—p
n dé

(n—ﬁ+‘;’+rc(ﬁ+ﬁ))2
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dp dU  dm
—|1+7,—+1 Uy’ —+pu—— |(n—p+&+1.(p+7)
d(Bj( g #@} p p )+

dg
dg\ pY (n—ﬁ+’g’+rc(/7+7?))2
_ dp
(g—nﬁ—fJJ%ﬁ—uﬁXl—n>4£
+ dg
(n—;_)+§+rc(;_)+7?))2

d [ B)_ -Uwy’
dr | pY _n—;_)+’g'+rc(;_)+7?),

i[i] — _ﬁ(”_ﬁ"‘f-i'TC(ﬁ-l—ﬁ))—(g—Tcﬁ—TwU uy’ —pum)(p +7) ’

dr { pY (n—;_)+§+rc(;_)+ﬁ))2

d( B

ﬁfp—y}"’
—[m+1fﬁéyn—ﬁ+§+f(ﬁ+ﬁ»—(g—rﬁ—rLﬁbp—ym)f

d(B) " e C T C

dp. pY]_ (n—ﬁ+g+fxp+ﬁ»2

B
Oproécz pochodnej % _YJ =0, ze wzgledu na zlozono$¢ wzordw, nie da si¢
jednoznacznie okreslié, czy pozostale pochodne sa dodatnie, ujemne, czy réwne 0.

+ Pochodne czastkowe wskaznika inflacji cen:

|

= I,L —-Nn
s3 rowne:
d ,_ d
—(7)=1, —(w)=-1.
P
Pozostale pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sa réwne zero.

« Pochodne stopy zysku z kapitalu rzeczowego:

T n+p,

w

o P+MJ_5

-7, n+ﬁzn2+ﬁnﬁNm+ﬁn I-1,

p=—1

s3 rowne:



1.2. Postaé intensywna modelu KMG z egzogeniczng podazg pienigdza 69

—(P)—— T, (B, —By)n

d
~uy’; jezeli B, > B ,,to—(p)>0,
dp, , (n+BnP BB ntp) Lo

dp,

. Y
W przeciwnym razie d—(p) <0,

n

2 ()= BTy,
ag, (n+ﬁzn +ﬁ,8 dn+ﬁ)
d . 1, ~(n+pB,)B.1n _
i (p)= — (n+ﬁzn2+ﬁnﬂm”+ﬁn)2uyp >0,
d . T, n+p, p
A 1-1, n+pB,n+pp dn+ﬁny =%
(=" who o
dy -7, n+ﬁzn +,8ﬂ n+ﬁ
d _ T, o
%(P)— 1-7,
(AR B+ (B 2B, B On-BB B 1
(n+ B, +B B n+B) T
d ) —
%(P)—l_ )
d _. 1
@(p)_l—rw>0’
da . 1 n+p, _ o, nt0+g
drw(p)_ (-t,) ntpr+pBntp, (-t,)
1 . S
__(I—TW)Z(}/ (n+5+g)) (l—rw)2C<0'

Pozostale pochodne czastkowe wzgledem analizowanych parametréw sa réwne zero.

Wyniki analizy wrazliwosci wartosci powyzszych zmiennych oraz wskaznika
inflacji @ = p—n, stopy zysku z kapitatu rzeczowego p =y —U uy” -0 i stosunku
podazy pracy do popytu na prace L/L? = 1/V na zmiany wartosci wybranych para-
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metréw modelu przedstawiono w tabeli 1.2. Znak (+) w tabeli oznacza, ze wartos¢
danej zmiennej w stanie stacjonarnym rosnie wraz ze wzrostem wybranego para-
metru, znak (-), ze maleje. Znak (?) oznacza, ze ze wzgledu na postaé réwnania
zalezno$ci nie mozna jednoznacznie okreslic.

Analiza przedstawiona w tabeli 1.2 w polaczeniu ze wzorami zaprezentowanymi
w punkcie 1.1.3 opisujacymi stan stacjonarny prowadzi do kilku interesujacych
wnioskéw na temat zaleznosci tych proporcji od parametréw modelu.

Tabela 1.2. Analiza wrazliwosci stanu stacjonarnego na zmiany parametréw modelu

Zmienna | B+ | Bt | Byat | ut |yt | nt | 8t | gt [T | T | V| opt
wL/Y ? - - + + ? - - + 0 0 0
L/L? 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 0
Yy ? - - 0 0 ? 0 0 0 0 0 0
c/Y ? - - + + ? - - 0 0 0 0
/Y 0 0 0 - - + + 0 0 0 0 0
G/Y 0 0 0 - - 0 0 + 0 0 0 0
B/pY ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? 0 ?

T 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 +
P ? + + - - + + - 0 0 0

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Whiosek 1. Proporcje migdzy zmiennymi ilosciowymi modelu nie zalezg od sto-
py wzrostu nominalnej podazy pieniadza y, co jest potwierdzeniem neutralnosci
pieniadza. Co ciekawe, stopa ta ma jednak wplyw na stosunek dtugu publicznego
do wielkosci produkeji w stanie stacjonarnym:

p ( 5 J— —(n‘awﬁ}(ﬂ—;7+E+Tc(ﬁ+#—n))—(g—fcﬁ—TWUﬁy"—/m_’l)fc

dp\ pY (n—ﬁ+§+rc(ﬁ+pc—n))2 ’
gdzie dm _ -1.
dp
Whiosek 2. Na podstawie postaci pochodnych okreslajacych wplyw stopy row-
nomiernego wzrostu n (réwnej stopie wzrostu wydajnosci pracy) mozemy stwier-

dzi¢, ze wzrost tej stopy jest wynagradzany wzrostem udziatu inwestycji w PKB

w stanie stacjonarnym:
drr_ L
dn\Y ) "
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Wzrost n nie wplywa natomiast na stosunek podazy pracy do popytu na prace ani
na konsumpcje sektora publicznego w stosunku do PKB w stanie stacjonarnym:

d( L d(G
L= =2 2 =o.
dn\ ¢ dn\Y

Warto tez odnotowac, ze wzrost n zmniejsza wartos¢ wskaznika inflacji w stanie
stacjonarnym:

d )= —
E(n)— 1.

Ze wzgledu na dos¢ skomplikowane wzory okreslajace wartosci pochodnych
innych zmiennych, tj. udziatu wynagrodzen w PKB, udziatu konsumpcji prywat-
nej w PKB, udziatu popytu w PKB i stopy zysku z kapitatu rzeczowego, nie mozna
jednoznacznie okresli¢ wptywu wzrostu wydajnosci pracy na wartosci tych zmien-
nych w stanie stacjonarnym. Niemniej jednak ponizej sprébujemy analitycznie
okresli¢ ich znak.

Spdjrzmy na pochodng udzialu wynagrodzenn w PKB wzgledem wydajnosci
pracy:

dfol)_ 1
dn\'Y _l—TW
y (L+BB.—B )W +(B,—2B,B,-BB.-Vn-BB.—B 1
(n+ ﬁzn2 + ﬁnﬁNdn +B, )? uy?

}. (1.2.35)

Zeby okresli¢ znak tej pochodnej, w pierwszej kolejnosci sprawdzimy, kiedy jest
réwna zero. Badamy réwnanie:

(+B By —B ) +(B,—2BB, BB —Vn—B.B.—B,+
(n+Bn*+BB.n+p)
uy? -

0.

OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe ze wzgledu na zmienna n, ktére wygodniej
jest zapisaé w postaci:

an’ +bn+c=0, (1.2.36)
gdzie:
a=1+BB .~ B,
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b=p,-2B,B,~ BBy 1,

~ (n+pn*+BB.n+p,) 3

uy’

Cz_ﬁjﬁm _ﬁn 0.

Jesli zatozymy, Ze:
a:1+ﬁnﬁ1\jd -B,>0,
to wyréznik tréjmianu kwadratowego réwnania (1.2.36) jest dodatni:
A=b*—4ac>0,
ailoczyn pierwiastkow tego réwnania jest ujemny:

c
nn, =—<0.
a

Oznacza to, ze rownanie (1.2.36) ma dwa rozwigzania rzeczywiste, z czego jedno
jest dodatnie, a drugie ujemne.
Rozwijzania réwnania an’ + bn + ¢ = 0 maja postaé:

NN —b+/A
"= 2a i 2a
—b-JA

Zalézmy, ze n, < 0, musi wiec zachodzi¢ warunek n, = o <0,azatem—b<+A.
Oznacza to, ze a

. _—b+x/X>—_2b_—_b_—ﬁn+2/3,,ﬂz+ﬁnﬁm+1_ﬁn(2ﬁz+ﬁm—1>+1
> 2a 20 a  1+BB.-B, 1+BB.-B,

>

z czego dalej wynika, ze jezeli 28,8 >, — B, ton, > 1.
Przy zalozeniu, ze 0 < n <1, z powyzszej analizy wynika, Ze przy warunkach:

1+ﬂnﬁNd _ﬁz >0,
B,—2B.B,—B.B.—1<0, (1.2.37)
zﬁzﬁn > ﬁn _ﬁz’

pochodna (1.2.35) jest ujemna, a w konsekwencji oznacza to, ze wzrost n wplywa
negatywnie na udzial wynagrodzen w PKB w stanie stacjonarnym. Podobne wnio-
ski, przy powyzszych zalozeniach, ptyna z analizy pochodnych:
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d (C]: (1+Bnﬁwd _ﬁz)n2+(ﬁn_2ﬁnﬁ2_ﬁnﬁl\jd —1)”—/3,fﬁNd _ﬁn _ 1

dn\Yy (n+Bn*+BB n+p,) uy’
d(y") +BB.—B)n"+(B,-2BB,-BB.—Dn-BB .—B,
dn\ v | (n+pn’+B,B n+B,) '

Oznacza to, ze zwigkszenie stopy réwnomiernego wzrostu (stopy wzrostu wydaj-
nosci pracy) n wptywa negatywnie takze na wartos¢ stosunku Y¢/Y popytu do PKB
oraz stosunku C/Y konsumpcji prywatnej do PKB w stanie stacjonarnym.

Wzrost stopy réwnomiernego wzrostu n (wydajnosci pracy) prowadzi do wzro-
stu stopy zysku z kapitalu rzeczowego w stanie stacjonarnym. Przedstawia to po-
nizsza analiza pochodne;:

d . T, y
%(P)— -7,
(BB =B (B 268, BB Dn-FB ), 1
(n+ﬁzn2+ﬂnﬁNdn+ﬁn)2 Y I—TW.

d
Powyzsza pochodna mozemy zapisaé, wykorzystujac pochodna di(Y?J
n

i(—)__T_w.i v’ ..
dnp -7, dn( Y 4 -7,

d
Przy zalozeniach (1.2.97) mamy di[Y?j <0, zatem di(ﬁ) <0.
n n

Okreslenie wplywu n na stosunek dtugu publicznego do PKB, podobnie jak
w przypadku powyzszych zmiennych, wymaga przyjecia kilku zatozen. Wynika to
z postaci pochodnej:

do = —
P _{TCd:+Twﬁyp621]+#(jir:j(n_p+§+fc(ﬁ+ﬁ))
dn\ py |

(”‘l_’+§+TC(;_)+7?))2 "
(g—TC;_)—TWU uy? —,urTz)(l—TC)[l_dﬁj
+ dn

(n—;_)+§+rc(;_)+ﬁ))2



74 1. Model Keynesa-Metzlera-Goodwina z egzogeniczng podaza pieniadza

Na przyktad, jezeli T Oraz T, s3 odpowiednio mate, to:

i[ij > 0.
dn{ pY

To oznacza, ze w sytuacji zwigkszenia n i przy niskich podatkach 7_oraz 7 ro$nie
dhug publiczny w stosunku do PKB.

Whiosek 3. Zgodnie z réwnaniem C =(1-7, ) wL' konsumpcja sektora prywat-
nego jest réwna wynagrodzeniom pracownikéw najemnych opodatkowanym staw-
ka 7, . Pomimo to udzial tej konsumpcji w PKB (C/Y) nie zalezy od stawki 7, (por.
punkt 1.2.4). Z kolei stawka podatkowa 7 wplywa na udzial wynagrodzen przed
opodatkowaniem w PKB (wL/Y), chociaz same koszty pracy wL’ bezposrednio od
7, nie zaleza (por. punkt 1.2.4).

Whiosek 4. Stopa zysku z kapitalu rzeczowego w stanie stacjonarnym réwniez
zalezy od stawki podatku od wynagrodzen 7, (punkt 1.2.3), chociaz stawka ta nie
ma bezposredniego wptywu na wielkos¢ zysku bedaca réznica migdzy wielkoscia
produkeji a kosztami pracy i deprecjacja kapitalu rzeczowego. Warte odnotowania
jest rowniez to, ze na stope zysku z kapitalu rzeczowego maja wpltyw parametry re-
akeji B, B, 1B, .» od ktérych zalezy nadwyzka produkeji ponad oczekiwany popyt.

Whiosek 5. Jedyna zmienng zalezna od dwdch stawek podatkowych jest stosu-
nek dlugu publicznego do PKB:

d | B)_ Uuy’

de,\pY ) n+é-(-t)p+7r.
i(ilz_r)(”_p%HC(ﬁﬁ))_(g‘”_"TWUW’—um)(ﬁ+ﬁ)
dTC pY (n—ﬁ+£+rc(ﬁ+7_r))2

Jezelin+&+7 7. <(1—7,) p, to wzrost stawki podatkowej 7, zwigkszy warto$¢
stosunku dtugu publicznego do PKB w stanie stacjonarnym.

Jezeli oprécz tego warunku zatozymy, ze g —7.p —7, U uy’ —uim <0, to wzrost
stawki T_zwieksza wartos$¢ stosunku dtugu publicznego do PKB w stanie stacjo-
narnym.

Whiosek 6. Z analizy przedstawionej w tabeli 1.2 oraz z pochodnych analizowa-
nych zmiennych w stanie stacjonarnym wynika, Ze wzrost wartosci parametru re-
akgji B, (reakcja produkcji na odchylenie popytu od podazy zapaséw) nie zmienia
warto$ci zmiennych: L/L%, I/Y, G/Y oraz 7. Natomiast wplyw zmiany wartosci para-
metru reakcji 8, na pozostale badane zmienne (z wyjatkiem zmiennej B/pY) zalezy
od réznicy wartosci parametréw reakcji (8, — B, . ) (B, - reakcja produkcji na zmiang
oczekiwanego popytu, B, - pozadany stosunek zapaséw do oczekiwanego popytu).
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Jesli réznica ta jest dodatnia (ujemna), to wzrost wartosci parametru 8, zwigksza
(zmniejsza) wartosci zmiennych: wL?/Y, Y*%, C/Y oraz p w stanie stacjonarnym. Ze
wzoru na pochodng zmiennej B/pY wzgledem parametru 8, trudno ustali¢ wptyw
zmiany wartosci tego parametru na wartos¢ tej zmiennej w stanie stacjonarnym.

Wnhiosek 7. Wzrost wartosci parametru reakeji §, wplywa negatywnie na war-
tos¢ udziatu ptac w PKB w stanie stacjonarnym oraz na stosunek popytu do PKB
w stanie stacjonarnym. Pozytywnie wplywa jedynie na zysk z kapitatu rzeczowego
w stanie stacjonarnym (tabela 1.2). Z powodu dos¢ skomplikowanego wzoru na
pochodng zmiennej B/pY wzgledem parametru 8, trudno jednoznacznie oceni¢
wplyw wartosci tego parametru reakcji na wartos¢ zmiennej B/pY w stanie stacjo-
narnym. Taka sama reakcje¢ badanych zmiennych w stanie stacjonarnym powoduje
zmiana warto$ci parametru reakeji 8, ..

W rozdziale czwartym na podstawie danych o polskiej gospodarce empirycz-
nie sprawdzimy wplyw wartosci niektérych parametréw reakcji na zmienng B/pY
w stanie stacjonarnym, czego nie moglismy zrobi¢ analitycznie ze wzgledu na dos¢
skomplikowane wzory na pochodne tej zmiennej w stanie stacjonarnym.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono ulepszona wersje modelu KMG. Zastoso-
wane modyfikacje réwnan modelu KMG poprawily ich interpretacje ekonomiczna,
co sprawito, ze nowy model w poréwnaniu z jego starszymi wersjami lepiej opisu-
je funkcjonowanie gospodarki. Waznym wynikiem rozwazan przeprowadzonych
w tym rozdziale jest to, Ze modyfikacje pozwolily zachowal mozliwo$¢ przeksztat-
cenia modelu do postaci intensywnej oraz jednoznaczne wyznaczenie jego stanu
stacjonarnego, co jest niezbedne do wykazania stabilnosci modelu przedstawione;
w trzecim rozdziale monografii. W wyniku wprowadzonych modyfikacji pojawity
sie nowe sprzezenia zwrotne, co zwigkszylo zlozonos$¢ modelu. Miato to pozytyw-
ne oraz negatywne konsekwencje na kolejnych etapach badania modelu. Pozytyw-
na konsekwencja jest to, ze zwiekszona liczba interakcji migdzy zmiennymi lepiej
odzwierciedla rzeczywista gospodarke. Dzieki temu na podstawie modelu mozna
dokladniej badac jej zachowania. Natomiast negatywna konsekwencja, ktéra ujaw-
nia si¢ podczas analizy modelu w postaci intensywnej, sa skomplikowane wzory,
ktérych analiza matematyczna jest bardzo trudna lub niemozliwa. Dopiero analiza
empiryczna pozwala ocenic niektdre wlasnosci modelu. Analiza empiryczna zostala
przedstawiona w rozdziale czwartym monografii. Modyfikacje wplynely takze na
wartosci zmiennych w stanie stacjonarnym modelu w postaci intensywnej. W po-
réwnaniu z poprzednimi wersjami modelu KMG, we wzorach opisujacych stan sta-
cjonarny pojawia si¢ rownanie okreslajace nominalna stopg procentowa w stanie
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stacjonarnym zalezng od parametréw modelu. W starszych modelach KMG stopa
ta w stanie stacjonarnym jest zmienng egzogeniczng. Jak zobaczymy w rozdziale
trzecim, modyfikacja modelu polegajaca na wprowadzeniu stawek podatkowych
(ktérych w ogéle nie byto we wczesniejszych wersjach modelu KMG) otwiera moz-
liwosci badania nie tylko zaleznosci stanu stacjonarnego modelu od wysokosci sta-
wek podatkowych, ale wptywu tych stawek na stabilno$¢ modelowanej gospodarki.



ROZDZIAL 2

Model typu Keyneso-Metzlera-Goodwina
z regutq Taylora i kredytem inwestycyjnym







tym rozdziale przedstawiono druga wersje modelu KMG. Wigkszos$¢ réwnan

tej wersji modelu jest identyczna z réwnaniami modelu z rozdzialu pierw-
szego. W szczegdlnosci zachowujemy niemal wszystkie modyfikacje oryginalnych
réwnan modelu KMG opisane w poprzednim rozdziale. Niemniej model prezento-
wany ponizej rézni si¢ istotnie od modelu z rozdzialu pierwszego. Zasadnicza réz-
nica dotyczy opisu funkcjonowania rynku pieni¢znego, a w szczegélnosci zatozen
o czynnikach wplywajacych na ksztaltowanie si¢ stopy procentowej. W modelu pre-
zentowanym w tym rozdziale stopa procentowa ksztaltuje si¢ zgodnie z tzw. reguta
Taylora. Z tego wzgledu analizowany model bedziemy nazywaé modelem KMGT.

Druga istotna réznica polega na wprowadzeniu do modelu KMG kredytu in-
westycyjnego, co umozliwia pokazanie, w jakim zakresie inwestycje sektora pry-
watnego s3 finansowane z jego zyskéw po opodatkowaniu, a w jakim z kredytu
(w modelu z rozdziatu pierwszego wyprowadzona byla jedynie réwno$¢ inwesty-
cjiioszczednosci krajowych, ktéra ma charakter tozsamosci zachodzacej ex post).

Wprowadzenie do modelu KMG zaréwno reguly Taylora, jak i kredytu inwe-
stycyjnego nie jest oryginalnym pomystem autora®*. Nowoscig jest natomiast to, ze
obecnie reguta Taylora oraz kredyt inwestycyjny zostalty wkomponowane w nowy,
zmodyfikowany model KMG zaprezentowany w rozdziale pierwszym, co ma po-
wazne konsekwencje.

W monografii w odniesieniu do modelu KMGT podejmowane bedg te same za-
gadnienia badawcze co w przypadku modelu KMG z rozdziatu pierwszego. Zbada-
my, czy model KMGT mozna sprowadzi¢ do postaci intensywnej, czy istnieje jego
stan stacjonarny i czy mozna udowodnié jego lokalna, asymptotyczna stabilnos¢.
Na koniec oba modele zostang przetestowane empirycznie z wykorzystaniem da-
nych o polskiej gospodarce.

2.1. Reguta Taylora, kredyt inwestycyjny
i emisja obligacji

W modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza przedstawionym w rozdziale
pierwszym podaz pieniadza (ilos¢ pieniadza w obiegu) rosnie wyktadniczo ze sto-
pa .. Zeby bylo to mozliwe, identycznie musi rosnaé popyt na pieniadz zalezny od
wielkosci oczekiwanego popytu i stopy procentowej (zob. rozdz. 1, pkt 1.1.4). To
z kolei wymaga odpowiedniego ksztattowania stopy procentowej badz to w wyni-
ku bezposrednich zmian stopy procentowej banku centralnego, badz tez poprzez

** Model KMG z reguty Taylora jest prezentowany w pracach Asady i in. (2003, rozdziat 6) oraz Chia-
relli i in. (2005, rozdzial 9). Model KMG z kredytem inwestycyjnym znalez¢é mozna m.in. w pracy
Charpe’aiin. (2011, rozdziat 4).
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odpowiednie operacje otwartego rynku. W kazdym z tych przypadkéw wysokosé
stopy procentowej jest podporzadkowana celowi, ktérym jest kontrola ilosci pienia-
dza w obiegu. Kierunek przyczynowo-skutkowy tej sytuacji mozemy zapisac jako:

M—>r.

Takie postrzeganie funkcjonowania rynku pienieznego, cho¢ ciagle obecne
w podrecznikach makroekonomii, staje si¢ coraz bardziej odlegle od rzeczywistosci.
Obecnie wigkszos¢ bankow centralnych nie zwraca juz wielkiej uwagi na agregaty
monetarne typu M1 czy M2 i w swojej polityce pieni¢znej skupia si¢ bezposrednio
na stopie procentowej, przyjmujac rézne reguly jej ksztattowania (Chiarella i in.,
2005, rozdzial 8; Taylor, 2015). W rezultacie zaleznos¢ przyczynowo-skutkowa
w polityce pienieznej ulega odwréceniu - celem staje si¢ stopa procentowa, a skut-
kiem podaz pieniagdza (ilos$¢ pieniadza w obiegu):

r— M.

Najczesciej omawiang w literaturze reguta ksztaltowania stopy procentowej jest

reguta Taylora, ktdrej autorem jest profesor Uniwersytetu Stanforda John B. Tay-

r*°. Jest ona jednym z narzedzi prowadzenia polityki pienieznej wykorzystywa-
nych przez wspélczesne banki centralne®. Regule tej poswiecono punkt 2.1.1.

2.1.1. Reguta Taylora ksztattowania stopy procentowe;j

W swojej regule Taylor uzaleznil wysokos¢ krétkookresowej, nominalnej stopy
procentowej od odchylen inflacji od docelowego poziomu inflacji (celu inflacyjnego
banku centralnego) oraz od procentowego odchylenia PKB od jego poziomu poten-
cjalnego (od tzw. luki produkcyjnej). Réwnanie opisujace t¢ zaleznos$¢ ma postaé:

r=R+a,(p" -7+ p" +a,7 (2.1.1)

gdzie r to nominalna stopa procentowa banku centralnego (np. stopa referencyjna
lub redyskontowa), R — dtugookresowa realna stopa procentowa, p'*’ - poziom in-
flacji w poprzednich czterech kwartatach mierzony deflatorem PKB, 7° - pozada-
ny poziom wskaznika inflacji (cel inflacyjny). Symbol y oznacza luke produkcyjna
(nazywana takze luka popytowa lub dochodowa) opisang réwnaniem:

 Po raz pierwszy regula ta zostala przedstawiona w pracy Taylora (1993, s. 195-214).

?% Inne sposoby okre$lania wysoko$ci nominalnej stopy procentowej oparte na regutach to m.in.:
klasyczna reguta Friedmana dla bazy monetarnej, reguta oparta wylacznie na stopie inflacji, reguta
luki bezrobocia, reguta Calvy (Przybylska-Mazur, 2013).

?7 Deflator PKB to stosunek nominalnego PKB (w cenach biezacych) do realnego PKB (w cenach
stalych, z pewnego roku bazowego). Wskaznik inflacji liczony na podstawie deflatora to stopa wzro-
stu tego deflatora.
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Yy-Y?

j= -100%,

gdzie Y to rzeczywisty, aktualny poziom produkgji, a Y? - poziom potencjalny.
Symbole , o, to dodatnie wspdtczynniki reakcji stopy procentowej na wartosci
zmiennych (p™* —7°) i .

Z reguly Taylora (2.1.1) wynika zalecenie stosowania przez wladze monetarne
bardziej restrykcyjnej pohtykl pienieznej, czyli podwyzszanle stopy procentowe]
w sytuacji, gdy inflacja p'*) przewyzsza cel inflacyjny 7°. Jesli inflacja p**’ jest po-
nizej celu inflacyjnego, to wskazane jest obnizenie stopy procentowej, a wigc roz-
luznienie polityki pieni¢znej. Rdwnoczesnie, gdy wzrost gospodarczy jest staby lub
gospodarka doswiadcza recesji (ujemna wartos¢ luki produkcyjnej ), bank cen-
tralny powinien obnizy¢ stope procentowa, aby stymulowaé wzrost gospodarczy.
Gdy poziom produkcji jest wyzszy od potencjalnego (dodatnia wartos¢ luki pro-
dukeyjnej y) i mamy do czynienia z tak zwanym przegrzaniem koniunktury pro-
wadzacym do wzrostu cen, bank centralny powinien podnosi¢ stope procentowa,
aby ograniczaé popyt i tym samym inflacje.

Stosujac bezposrednio regute Taylora formie okreslonej réwnaniem (2.1.1), wta-
dze monetarne narazaja gospodarke na gwattowne zmiany nominalnej stopy pro-
centowej wywolane szokami gospodarczymi takimi jak nagty wzrost inflacji p lub
zalamanie produkeji wynikajace z zaleznosci (2.1.1). Duza, skokowa zmiana stopy
procentowej mogtaby sie okaza¢ szkodliwa dla gospodarki.

Z tego wzgledu lepsza wydaje si¢ propozycja, aby zmiany stopy procentowe;j wy-
nikajace z okreslonej sytuacji gospodarczej byly roztozone w czasie i dzigki temu
bardziej wygladzone. Taka wlasnie zmodyfikowana reguta Taylora zostata zapropo-
nowana przez Chiarelle i in. (2005, s. 378). Regule te opisuje réwnanie rézniczkowe:

F==p (r=r")+B (p=7")+ B (u—u’), (2.1.2)

gdzie:
r — r° — odchylenie biezacej nominalnej stopy procentowej r od jej pozadanej
wysokosci r°,
p— m° - odchylenie wskaznika biezacej inflacji p (stopy wzrostu cen) od wskaz-
nika pozadanej inflacji 7° (celu inflacyjnego),

28 Banki centralne przy stosowaniu reguly Taylora natrafiaja na problemy, poniewaz nie znajg do-
ktadnej realnej stopy réwnowagi, a pomiary pozioméw wzrostu gospodarczego i inflacji sg obarczo-
ne bfedami. Nalezy pamieta¢, ze modele ekonometryczne to tylko uproszczone opisy rzeczywistosci.
Dlatego tez przyjmuje sie, ze regula Taylora nie moze by¢ mechaniczng forma prowadzenia polityki
pienigznej, ale powinna by¢ punktem odniesienia dla podejmowania decyzji przez banki centralne.
W praktyce wiele bankow centralnych stosuje regute Taylora do ustalania poziomu stop procentowych,
lecz zaden nie przyjat jej oficjalnie jako narzedzia sthuzgcego do tego celu (Wojtyna, 2004, s. 255).
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o

u—u - odchylenie wskaznika biezacego wykorzystania zdolno$ci produk-

cyjnych u od jego normalnego (pozadanego) poziomu u°,

B> B,» B. - dodatnie wspétczynniki pokazujace site wptywu odchylen r — r°,

o p—7° u — u° na zmiane stopy procentowej wyrazong pochodna
r=dr/dt.

Warto podkreslié, ze w sytuacji, gdy znany jest pozadany poziom inflacji 7°, usta-
lenie pozadanej nominalnej stopy procentowej r° jest rownoznaczne z ustaleniem
pozadanej realnej stopy procentowej R’, gdyz R’ = r°~ 7°%.

Z reguly Taylora postaci (2.1.2) wynikajg w zasadzie te same wnioski dla poli-
tyki pieni¢znej banku centralnego co z reguly (2.1.1). Po pierwsze bank centralny
powinien dazy¢ do utrzymywania nominalnej stopy procentowej na poziomie zbli-
zonym do pozadanej nominalnej stopy procentowej r°, co przy réwnoczesnym da-
zeniu do utrzymywania inflacji w otoczeniu celu inflacyjnego 7° oznacza dazenie
do stabilizowania realnej stopy procentowej wokat ustalonej, realnej stopy procen-
towej R° = r°- n°. Zgodnie ze wzorem (2.1.2) oznacza to tendencje¢ do obnizania
stopy procentowej, gdy r > r°, i jej podwyzszania, gdy p > 7°. Dodatkowo celem
banku centralnego powinna by¢ troska o stabilizowanie cyklu koniunkturalnego,
wyrazajaca sie tendencja do podwyzszania stopy procentowej i ograniczania po-
pytu w wypadku nadmiernego wykorzystania zdolnosci produkcyjnych (u > u°)
i obnizania stopy procentowej w przeciwnym razie.

Opisana powyzej regula Taylora (2.1.2) ksztaltowania stopy procentowej w dal-
szej czesci tego rozdziatu zostanie dodana do réwnan analizowanego nowego mo-
delu KMGT. Réwnocze$nie wycofane zostang przyjmowane w rozdziale pierwszym
zalozenia o wykladniczym wzroscie podazy pieniadza, nieliniowej funkcji popytu
na pieniadz i stopie procentowej zapewniajacej réwnowage rynku pieni¢znego (in-
nymi stowy, przestaja obowiazywac wszystkie réwnania z punktu 1.1.4).

2.1.2. Zadtuzenie sektora prywatnego i publicznego

W modelu KMG prezentowanym w pierwszym rozdziale monografii podaz
pieniadza M (czyli ilo$¢ pieniadza w obiegu) jest zmienng potrzebng jedynie do
modelowania dynamiki stopy procentowej, ktéra to stopa wplywa na decyzje in-
westycyjne sektora prywatnego. Stopa wzrostu podazy pienigdza wplywa ponad-
to na oczekiwania inflacyjne, ktdre z kolei oddziatywaja na rzeczywistg inflacje.
W modelu brakuje natomiast réwnan wiazacych bezposrednio zmienng M lub jej
przyrosty z dochodami do dyspozycji sektora prywatnego i jego popytem na dobra

% Stope procentowa R’ mozna tez okresli¢ mianem naturalnej stopy procentowej. Koncepcja takiej
stopy pochodzi od Knuta Wicksella (1936), ktéry za naturalng stope procentowq uznat realng stope
procentowa, przy ktérej inwestycje sa rowne oszczednosciom, a system znajduje si¢ w réwnowadze
rozumianej jako stabilno$¢ pieniadza (wigcej na temat naturalnej stopy procentowej pisza Brzoza-
-Brzezina (2003) oraz Winek i Robak (2003).
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i ustugi. Brak takich powigzan nie tylko jest typowy dla modelu KMG, ale jest cecha
wigkszosci modeli makroekonomicznych. Trudnosci zwigzane z bardziej $cistym
powigzaniem podazy pieniadza z dochodami do dyspozycji sektora prywatnego
i jego popytem maja przyczyny zaréwno w wymiarze koncepcyjnym, jak i empi-
rycznym. Dlatego coraz czgsciej w monetarnych modelach makroekonomicznych
znika kategoria podazy pieniadza, a pojawiajg si¢ kredyty udzielane gospodarstwom
domowym lub przedsigbiorstwom, ktére tatwo powigzac z ich dochodami do dys-
pozycji*’. Oczywiscie udzielone kredyty wplywaja na ilo$¢ pienigdza w obiegu, ale
niekoniecznie muszg by¢ z nig utozsamiane. Warto tez doda¢, ze rezygnacja z roz-
patrywania podazy pieniadza jest tez $cisle powigzana z rezygnacja z modelowania
stopy procentowej jako zmiennej réwnowazacej rynek pieniadza i wprowadzaniem
w to miejsce innych regut ksztattowania stopy procentowej takich jak reguta Taylora.

Wzorujac si¢ na modelu KMG przedstawionym przez Charpe’aiin. (2011, roz-
dzial 4) w prezentowanym w tym rozdziale modelu KMGT wprowadzamy nowa
zmienna A oznaczajaca zadtuzenie sektora prywatnego w sektorze bankowym z ty-
tutu zaciagnietych kredytéw. Pochodna A interpretujemy jako zmiang zadtuzenia
réwna saldu kredytéw zaciagnietych i sptaconych przez ten sektor w danym okre-
sie (momencie).

Inaczej niz w modelu KMG z rozdziatu pierwszego, zakladamy, ze obligacji
rzadowych nie kupuje sektor prywatny (niefinansowy), lecz banki, co oznacza, ze
banki, kupujac obligacje, udzielaja rzadowi pozyczki na sfinansowanie deficytu
budzetowego. Podobnie jak w rozdziale pierwszym, symbolem B oznaczamy dlug
publiczny (tym razem zadluzenie rzadu w sektorze bankowym, a nie w sektorze
prywatnym), a symbolem B pochodna przedstawiajaca zmiane dtugu publiczne-
go (réwna réznicy miedzy warto$cig nowych obligacji wyemitowanych przez rzad
i kupionych przez banki a wartoscia starych obligacji wykupionych przez rzad).

Dla uproszczenia zakladamy jednakowe oprocentowanie obligacji i kredytow
inwestycyjnych dla przedsiebiorstw réwne stopie procentowej ksztattowanej zgod-
nie z regula Taylora (2.1.2). Odsetki ptacone przez sektor prywatny i rzadowy wy-
nosza zatem odpowiednio rA i B. Dzialalno$¢ sektora bankowego (finansowego)
ilustruje rysunek 2.1.

Kredyt Odsetki
Sektor Odsetki ) Sektor Skup obligacji SEk_tor
prywatny finansowy publiczny
Sptata kredytu Obligacje

Rysunek 2.1. Schemat udzielania kredytéw w modelu KMGT z kredytem inwestycyjnym

% Interesujacy przyklad modelu z kredytem konsumpcyjnym pracownikéw najemnych mozna zna-
lez¢é w pracy Chiarelli i in. (2014, rozdziat 2).
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Wielkos¢ pozyczek zaciaganych przez panstwo w wyniku sprzedazy obligacji
jest rowna wielkosci deficytu budzetowego, czyli:

B=pG+rB—pT,

gdzie B to dlug publiczny (catkowita warto$¢ obligacji rzadowych o stalej cenie
w posiadaniu sektora bankowego), B to zmiana dtugu publicznego, r - nominalna
stopa procentowa, p — ceny, a T to podatki.

Przy zalozeniu, Ze calos¢ zyskow sektora prywatnego po opodatkowaniu jest
przeznaczana na inwestycje, wielko$¢ kredytu inwestycyjnego spelnia réwnanie

A=p(I,-(1-1)pK), (2.1.3)

gdzie I oznacza naklady inwestycyjne netto w ujeciu realnym (I, = K),a(1- 7.) pK
zysk sektora prywatnego po opodatkowaniu w ujeciu realnym. Symbol p oznacza
stope zysku z kapitatu rzeczowego réwna:

P :(Yd —wl! —aK—ﬂj/ K3 (2.1.4)
p

Podobnie jak poprzednio, w prezentowanym dalej modelu KMGT decyzja o wy-
sokosci naktadéw inwestycyjnych brutto (I =1 +6K) zalezy od wielu czynnikéw
i jest opisana nastepujacym réwnaniem behawioralnym:

I=i(p° —p°) K +i,(u—u") K+i,(A°~ 1) K +Y*K + K. (2.1.5)

Réwnanie to rézni sie od analogicznego réwnania z rozdzialu pierwszego (zob.
punkt 1.1.2) pod czterema wzgledami. Pierwsza, najwazniejsza réznicg jest to, ze
przedsigbiorcy, decydujac o wielkosci inwestycji, biora pod uwage aktualng wielkos¢
swojego zadluzenia w stosunku do wartosci kapitalu opisang zmienna A = A/pKi po-
réwnuja ja z naturalng wartoscia tego wskaznika A°, uwazang za bezpieczna. Jezeli
A > A% jest to powdd sklaniajacy do ograniczania inwestycji. Po drugie na wielkos¢
inwestycji ma wplyw réznica miedzy oczekiwang stopa zysku z kapitatu p° a stopa

3! Zysk z kapitatu rzeczowego w liczniku utamka (2.1.4) jest pomniejszany o splate odsetek od kre-
dytu w ujeciu realnym rA/p, ktérej nie ma w definicji analogicznego zysku w modelu z rozdzialu
pierwszego. Z drugiej strony dochody kapitalowe sektora prywatnego w rozdziale pierwszym oprécz
zysku z kapitalu rzeczowego obejmuja takze dochdd z odsetek od obligacji rzadowych (w modelu
z rozdziatu pierwszego obligacje rzadowe nie sa kupowane przez banki, lecz przez sektor prywatny
(niefinansowy)).
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zysku uwazang za normalna, oznaczona symbolem p° (poprzednio stopa zysku p°
byta poréwnywana ze zmieniajaca si¢ w czasie realna stopa procentowa). Trzecia
réznica dotyczy tego, ze obecnie (podobnie jak we wzorze (2.1.5)) oczekiwana sto-
pa zysku zalezy takze od wysokosci odsetek placonych bankowi. Czwarta, najmniej
istotna réznica polega na pominigciu obecnego w poprzednim modelu parametru
§ przedstawiajacego stala w czasie premie za ryzyko zwiazane z inwestowaniem
w sferze realnej w poréwnaniu z zakupem obligacji rzadowych.
Réznica

A—rA

przedstawia zmiang zasobow pienieznych sektora prywatnego, réwna réznicy mieg-
dzy kredytami zaciagnietymi przez ten sektor w danym momencie (okresie) a kre-
dytami sptaconymi wraz z odsetkami (rysunek 2.1).

Zapiszmy réwnanie B = pG +rB— pT w postaci:

B—rB=pG-pT. (2.1.6)

Dodatnia wartos¢ tej roznicy przedstawia przyrost zasobéw pienigznych sektora
prywatnego wynikajacy z nadwyzki dochodéw ze sprzedazy rzadowi débr i ustug
nad zaptaconymi podatkami. Ujemna wielko$¢ réznicy przedstawia spadek takich
zasobow.

Z powyzszych spostrzezen wynika, ze zmienna

M=A+B—r(A+B) (2.1.7)

przedstawia catkowity przyrost (lub spadek) zasobow pienieznych sektora prywat-
nego i sektora publicznego w danym momencie (okresie). Przyrost ten jest row-
noczesnie tacznym przyrostem zadtuzenia obu sektoréw, pomniejszonym o splate
odsetek. W punkcie 2.2.2 tego rozdzialu pokazemy, ze zmiana tego zadtuzenia po-
mniejszonego o splate odsetek jest réwna zero:

M =0. (2.1.8)

2.2. Model KMGT i jego stan stacjonarny

W tym podrozdziale przedstawimy model KMGT z kredytem inwestycyjnym
w postaci intensywnej, wprowadzajac odpowiednie zmienne opisujace zaleznosci
migdzy wielkosciami wyjsciowymi. Nastgpnie, opierajac si¢ na definicji stanu sta-
cjonarnego, wyznaczymy jego wartosci.
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2.2.1. Kompletny uktad réwnan modelu KMGT z kredytem

inwestycyjnym

Przedstawione w poprzednim punkcie nowe zmienne i nowe zaleznosci sa tymi,
ktére odrézniajg prezentowany ponizej model KMGT od modelu KMG z poprzed-
niego rozdziatu. Pelne zestawienie réwnan modelu KMGT zaprezentowano w ta-

beli 2.1.
Tabela 2.1. Model KMGT z kredytem inwestycyjnym
. . . . Numer
Lp. Nazwa zmiennej Roéwnanie
wzoru
Determinanty popytu
1 | Popyt na produkt Y'=C+I+G (1.1.1)
, | Konsumpcja sektora pry- C=(-1,)wl’ (1.1.2)
watnego
3 | Popyt na prace '=Y/x (1.1.23)
4 Stopa wzrostu wydajnosci $on
pracy
5 Placa realna.1 stopa wzrostu | b G=w—p (1.13)
placy realnej
6 Stopa wzrostu ptac nomi- W:ﬁw(V—V")-FKWﬁ-t-(l—KW)nE in (1.1.4)
nalnych
7 | Stopa wzrostu cen 13:ﬁp(u—uo)+Kp(W—”)+(1—Kp)7Te (1.1.5)
8 Przyrost oczekiwanej stopy | 7°=p . (afH—(l—oc) n”—ne), (1.1.6)
inflacji gdzien® =p-n
d
9 | Stopa zatrudnienia V= LT , gdzie L - podaz pracy (stala w czasie) (1.1.25)
, : %
10 Wskazr.nk wykorzyste.ima et (1.122)
potencjatu produkcyjnego Yy?
11 | Produkcja potencjalna YP=y'K (1.1.21)
15 | Przyrost kapitatu rzeczo- K=i(p"—p*) K +i,(@—u") K +i, (X ~A) K + VK
wego
) Yo —wrt -k - A
Oczekiwana realna stopa zy- | , p
sku z kapitatu rzeczowego P = K
13
) Yol —ok -
Rzeczywista realna stopa zy- p= p

sku z kapitatu rzeczowego
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cd. tabeli 2.1

Lp. Nazwa zmiennej Réwnanie Numer
wzoru
. . d_ye
14 Stopa w.zrostu oczekiwanej V—o+p. Y'-vY (1.1.9)
sprzedazy oy
15 | Popyt inwestycyjny I=K+8K (1.1.7)
Produkgja i zapasy
16 | Produkcja Y=Y+B,Y +B,(N'-N) (1.1.20)
17 Produkcja przeznaczonana | , _ BZY"“ +B.(N'-N)
zapasy
18 | Pozadany poziom zapaséw |N* =B Y* (1.1.18)
19 Zmlana rzec%ymstego po- Ny _y? (1.1.19)
ziomu zapaséw
Rynek pieniadza
Zmiana zasob6w pieniez- o
20 |nych sektora prywatnego | M =A+B-r(A+B) (2.1.7)
i sektora publicznego
Przyrost nominalnej stopy | . 0 N 0
2 procentowej F=p (r=r) B (p= )+ B (u )
Budzet panistwa
22 | Podatki T=7,wLl +7 pK
23 | Popyt sektora rzadowego G=gK (1.1.11)
24 | Deficyt budzetowy B=pG+rB—pT

2.2.2. Rownos¢ inwestycji i oszczednoSci

Podobnie jak w modelu KMG z rozdziatu pierwszego (punkt 1.1.7), réwnanie
modelu KMGT z kredytem inwestycyjnym (2.1.5) opisuje jedynie, ktére czynniki
wplywaja na popyt inwestycyjny. Natomiast Zrédtem ich finansowania sa oszczed-
nosci krajowe S. Na oszczgdnosci krajowe sktadajq sie oszczednosci sektora pry-
watnego S, sektora rzadowego S oraz sektora bankowego S,

§=S,+S,+S, (2.2.1)

W modelu KMGT zakladamy, Ze pracownicy najemni nie oszczedzaja, a whasci-
ciele kapitatu rzeczowego z kolei nie konsumuja (podobnie jak w modelu KMG).
Przyjmujemy zatem, ze przedsiebiorcy cato$¢ opodatkowanych dochodéw z kapi-
talu rzeczowego przeznaczaja na oszczednosci. Mozemy zatem zapisaé, ze realne
oszczednosci sektora prywatnego SP wyraza réwnanie:

S, = (1-1,)pK. (2.2.2)
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Kolejne Zrédto finansowania inwestycji krajowych stanowia oszczednosci sek-
tora publicznego S, kt6re sa réznica migdzy wptywami do budzetu z podatkéw T
a jego wydatkami zwigzanymi z konsumpcja publiczng i odsetkami z obligacji

rB ‘- . .
G +—. Zatem realne oszczednosci sektora publicznego sa réwne:

p

s, =T—(G+§J. (2.2.3)
»

Trzecie zrédto finansowania inwestycji stanowia oszczednosci sektora banko-
wego S,. Definiujemy je jako realna warto$¢ wplywéw z odsetek z obligacji i kre-
dytéw inwestycyjnych:

S, =rE+rA. (2.2.4)
p P

Po podstawieniu do wzoru (2.2.1) réwnan (2.2.2), (2.2.3) oraz (2.2.4) otrzymujemy:

SZpK—TEpK+T—(G+ﬁ]+I’E+I’A.
p p P

Nastepnie do tego wzoru podstawiamy wartos¢ wyrazenia pK ze wzoru (2.1.4):

S=Y?-wl’ —5K—rA—TCpK+T—(G+§J+r£+rA,
p p p p

warto$¢ Y ze wzoru (1.1.1):
S=C+I+G-wL’ —5K—r£—TCpK+T—[G+Ej+r§+rA
p p p P

oraz Ci T (patrz tabela 2.1). Otrzymujemy:

S=(1—TW)de+I+G—de—5K—r£—TcpK+
p

+ Twa)Ld +TCPK_[G+ﬁJ+r§+FA.
p p P

Po redukcji wyrazéw podobnych ostatecznie mamy:

S=I-8K =K.
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Zatem realne inwestycje netto sa rowne realnym oszczgdnosciom krajowym, czyli:
K =S. (2.2.5)

Korzystajac z tego réwnania, wyprowadzimy ponizej wspomniane wczesniej
réwnanie (2.1.8) pokazujace, ze w rozpatrywanym modelu suma zmian zadtuze-
nia sektora prywatnego i publicznego, ktérg utozsamiamy ze zmiang podazy pie-
nigdza, jest zawsze rdwna zero:

M=A+B-r(A+B)=0.

Wyprowadzenie rozpoczniemy od spostrzezenia, ze ze wzoréw (2.2.5) i (2.1.3)
wynika, ze zmiana zadluzenia sektora prywatnego A, réwna réznicy miedzy in-
westycjami netto sektora prywatnego I = K a jego zyskami po opodatkowaniu,
spelnia réwnanie

A=p(S,+S,+8,~(1-1,)pK).
Po podstawieniu wzoréw (2.2.2) i (2.2.4) do powyzszego réwnania otrzymujemy:
A= pS, +r(B+A). (2.2.6)

skad wynika, ze A jest réwne sumie nominalnej wartosci oszczednosci sektora pub-
licznego i odsetek od zadluzenia sektora prywatnego i publicznego.

Wielko$¢ pS pomnozona przez minus jeden to z kolei zmiana zadtuzenia sek-
tora publicznego (deficyt rzadowy). Ze wzoréw (2.1.6) i (2.2.3) mamy bowiem:

B=pG+rB—pT=—p[T—G—%j=—pSg. (2.2.7)

Dodajemy do siebie stronami réwnania (2.2.6) oraz (2.2.7) i otrzymujemy:
A+B=rB+rA. (2.2.8)

Oznacza to, ze zamiana zadtuzenia obu sektoréw jest réwna sumie odsetek od za-
ciagnietego kredytu. A wiec ze wzordw (2.1.6) oraz (2.2.8) otrzymujemy ostatecz-
nie, ze wartos$¢ przyrostu zadtuzenia pomniejszona o sptate odsetek wynosi zero:

M=A+B—r(A+B)=rB+rA—r(A+B)=0.
Réwnanie M = 0 jest tozsamoscia, ktéra wskazuje na zamkniety obieg pienigdza
w analizowanej gospodarce, przejawiajacy si¢ jego stalym poziomem.

Powyzsze przeksztalcenia pokazuja, ze caly nowy kredyt natychmiast zostaje prze-
znaczony na splate odsetek oraz na inwestycje i konsumpcje publiczna. W zwigz-
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ku z tym dlug w modelu stanowi pewna cze$¢ kapitatu oraz wydatkéw rzadowych.
W dalszej czgsci pracy pokazemy, Ze na Sciezce rOwnomiernego wzrostu zadluzenie
obu sektoréw roénie ze stalg stopg wzrostu réwna stopie wzrostu wydajnosci pracy.

Tozsamo$¢ M = 0 moze zostaé wyprowadzona réwniez dla modelu KMGT przed-
stawionego w pracy Charpeaiin. (2011, rozdziat 4), ale nie zostata ona zauwazona
przez autoréw. Co wiecej, wsréd réwnan swojego modelu niepotrzebnie umiescili
oni réwnanie rézniczkowe opisujace dynamike podazy pieniadza, a w jego wersji
intensywnej — dynamike zmian podazy pieniadza na jednostke kapitatu, a nastep-
nie eksploatowali te réwnania przy wyznaczaniu stanu stacjonarnego. W rzeczy-
wistosci réwnania te nie opisujg zadnej dynamiki, gdyz funkcje pojawiajace si¢ po
ich prawej stronie s3 w kazdym momencie réwne zero. Z tego wzgledu w mode-
lu w postaci intensywnej prezentowanym w kolejnym punkcie, w odréznieniu od
Charpea i in. (2011, rozdziat 4), nie ma réwnania opisujacego dynamike podazy
pieniadza na jednostke kapitatu.

2.2.3. Model KMGT w postaci intensywnej

W tym punkcie przedstawimy model KMGT w postaci intensywnej. Zeby to
zrobié, musimy najpierw zdefiniowac zmienne przedstawiajace proporcje miedzy
zmiennymi wyjsciowymi modelu.

Definiujemy zatem nastepujace zmienne modelu KMGT w postaci intensywnej:

- place realne w stosunku do wydajnosci pracy lub inaczej udzial ptac w PKB:

uv=2
x b
- pracochfonno$¢ petnego zatrudnienia (stosunek efektywnej pracy do kapitatu

rzeczowego): | _XL
g0): I

(4

- oczekiwana sprzedaz na jednostke kapitatu rzeczowego: y* = <~
- wielkos¢ zapaséw na jednostke kapitatu rzeczowego: v = %,
B
pK
A —

- stosunek zadtuzenia do nominalnej wartosci kapitatu rzeczowego:

- stosunek podazy obligacji do wielkosci kapitatu rzeczowego: b =

K

Wyprowadzenie réwnan modelu w postaci intensywnej

Pierwszym réwnaniem modelu KMGT z kredytem inwestycyjnym w postaci
intensywnej jest rownanie opisujace stopg wzrostu stosunku plac realnych do wy-
dajnosci pracy U (stosunek wynagrodzeni do PKB). Zeby wyznaczy¢ stope wzrostu
U, skorzystamy z wczesniej zdefiniowanych réwnan opisujacych rzeczywisty sto-
pe inflacji p (wzér (1.1.5)) oraz stope wzrostu ptac nominalnych w (wzér (1.1.4)):
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13:,BP(u—u")+Kp(vT/—n)+(1—xp)ne,
w=B(V-V)+x p+(1-x, )7 +n.

Przypomnijmy, Ze réwnania te mozemy zapisa¢ réwnowaznie jako réwnania (1.2.4)
i (1.2.3) odpowiednio:

p=x(x,B,(V-V)+B,u—u))+r,

W=rc(B,(V-V*)+x,B,(u-u))+n +n,

gdziex = %, %, # 1. Wykorzystujac definicj¢ zmiennej przedstawiajacej ptace

1-x x
realne w stosunku do wydajnosci pracy U = 2 mozemy wyznaczyc jej stope wzrostu:
X

A
A A A

U=w-p-=x.

Podstawiajac do tego wzoru réwnania (1.2.3) i (1.2.4) oraz stopg wzrostu wydaj-
nosci pracy x =n, otrzymujemy pierwsze réwnanie modelu w postaci intensywnej:

U =x(B,1-x,)(V-V")-B,(-x )u-u")),

gdzie x = KK, # L

1-% x
wp
Drugim réwnaniem modelu jest réwnanie opisujace stopg wzrostu pracochlon-

‘s o xL L .
nosci petnego zatrudnienia (l = ?], co zapisujemy jako:

A

l=%+L-K. (2.2.9)
Réwnanie opisujace przyrost kapitatu rzeczowego (tabela 2.1):
K=i(p*—p°) K+i,(u—u")K+i,(X" ~A)K +Y°K

dzielimy obustronnie przez kapital rzeczowy K. Dostajemy réwnanie opisujace sto-
pe¢ wzrostu kapitatu rzeczowego:

K=i(p* —p°)+i,(u—u)+i,(X —2)+ V", (2.2.10)

d Ye

gdzie V¢ =d+ ,Bye oraz p* =y*—=Uy—0—rA.

e
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Do wzoru (2.2.9) podstawiamy stopg wzrostu podazy pracy L=o, stope wzrostu
wydajnosci pracy X =n oraz wyrazenie (2.2.10). Po przeksztalceniach otrzymujemy
drugie réwnanie modelu w postaci intensywnej:

[=—i(p*—p°) =i, (u—u")—i,(X° = 2)+

(B, (1=, )(V=V")=B,(1-r, )u—u')) - | -1 .
av;

Trzecie réwnanie modelu KMGT w postaci intensywnej przedstawia zmiane
oczekiwan inflacyjnych:

=B, (ocf;+(1—a)7'c°—7re).

Czwarte rownanie modelu opisuje stope wzrostu oczekiwanego popytu na jed-
nostke kapitatu rzeczowego y ¢ = Y*/K. Z definicji tej zmiennej mamy:

J° =Y -K.
d Ye

oraz

e

Po podstawieniu do tego wzoru kolejno: K=n-I, Y =d)+ﬁyc

W= x(ﬁw(l —K, W-V°)- ﬂp(l %, )(u—-u’ )) +n i po pewnych przeksztalceniach
otrzymujemy czwarte réwnanie modelu:

ye=yﬂ[x(ﬁw<1—xp><v—v0>—ﬁp<1—xw><u—uo>)+/ayg %_1}4}

Piate rownanie opisuje przyrost zapaséw na jednostke kapitalu rzeczowego:
. NK-NK
T
Wykorzystamy nastepujace zaleznosci: N=Y —Y“, K =n-1I, v =N/K y =Y/K
iy?=YYK
W konsekwencji podstawien definicji powyzszych zmiennych otrzymujemy:
v=y—y’ —v(n-1).

Széste rownanie modelu w postaci intensywnej jest réwnaniem opisujacym przy-
rost obligacji na jednostke kapitatu rzeczowego:

- BKp — B(Kp)
(Kp)*
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Po kolejnych przeksztalceniach réwnanie to ma postaé:

BB BB () porB-pT (%

(Kp)  Kp Kp Kp Kp Kp

Ostatecznie:

. T A,
b=g+rb——-b(K+0p).
grb—— (K+p)

Po podstawieniu do tego wzoru zmiennych K=n-1,T= T wL'+7 p°K ipo pew-
nych przeksztalceniach otrzymujemy széste rownanie modelu:

B=g+rb—rcp—ery—b(n—i+j)).

Siédme réwnanie przedstawia przyrost zadtuzenia firm w stosunku do nomi-
nalnej warto$ci kapitatu rzeczowego A = A/pK. Korzystajac z definicji zmiennej A,
stope wzrostu zadluzenia firm w stosunku do nominalnej wartosci kapitatlu rze-
czowego zapisujemy jako:

A=A-p-K
. » A )
Po podstawieniu do tego wzoru A = n oraz A= > mamy:
A A . s
Z_Z_)-K
At

Mnozac obustronnie te réwnos¢ przez A, dostajemy:
A .
A=—A-(p+K)A
A (p+K)
Kolejne przeksztatcenia prowadza do:
=LA _Giba
A pK

Ostatecznie otrzymujemy wzor opisujacy przyrost zadtuzenia firm w stosunku do
kapitatu rzeczowego:

- A s
A=——(p+K) A 22.11
oK (p+K) (2.2.11)
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Z réwnania budzetowego pI = p(1-7,) pK + A mozemy wyznaczy¢ réwnanie opi-
sujace przyrost zadluzenia firm:

A=pl —p(1-1,)pK. (2.2.12)

Po podstawieniu zaleznosci (2.2.12) do wzoru (2.2.11) otrzymujemy:

. _pL—pQ-7)pK

A b+ K) A
oK (p+K)

W kolejnych przeksztatceniach doprowadzamy to réwnanie do postaci:
A=1-M)K-(1-7.)p—pA.

Podstawiamy do tego wzoru stope wzrostu kapitatu rzeczowego K =n-1. Ostatecz-
nie otrzymujemy siédme réwnanie modelu w postaci intensywnej:

A=(1-)(n-D)-(1-7)p-pa.

Ostatnie, 6sme réwnanie modelu w postaci intensywnej stanowi reguta Taylora
przedstawiajaca przyrost stopy procentowej (zob. wzér (2.1.2)):

F=—B =1+ (p=7")+ f (u=u).

Ostatecznie dostajemy model KMGT z kredytem inwestycyjnym w postaci inten-
sywnej opisany ukladem o$miu nieliniowych réwnan rézniczkowych:

U =Us(B,(1-% )V =V*)=B,(1-%,)(u-u")), (2.2.13)
I=1(=i,(p* = p") =i, (u—1")=i,(X = 1))+

—l(K(,BW(I—KP)(V—V")—ﬁp(l—xw)(u—u"))—,B (y—d—ln (2.2.14)
Ty

i =B (ap+(1-a)n~7°), (2.2.15)
A d A
y* =ye(U+/3 e[y—e—ljﬂ} (2.2.16)
"y
V:y—yd—v(n—i), (2.2.17)

b=g+rb—t p—1 Uy—b(n—I+p), (2.2.18)
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A=(1-A)(n-1)-(1-7.) p-pA, (2.2.19)
F==B (r=r")+B (p—7")+B (u-u’), (2.2.20)

1

gdzie: p° =y —Uy—06-rA, x= , 13=K(KPﬁW(V—V")+ﬁp(u—u°))+7te,

—K, %,
p=y'-Uy—-8-r\
Popyt na jednostke kapitatu y“ i produkcja na jednostke kapitatu y sa powiaza-
ne nastgpujacym ukladem réwnan liniowych:

y* =(1-7 )yU+i(p°—p°)+i,(u—u’)+i (X —A)+5+g+l}e, (2.2.21)

y=y" +BB.y —Bv+y BT (2.2.22)

d

gdzie Y =w+p, (y—e—l} (I):K(,Bw(l—xp)(V_V")_ﬁp(l—xw)(u—u"))+n.
"\

Po rozwiagzaniu ukladu (2.3.21)-(2.3.22) otrzymujemy:
_AF-CE , CD-BF

> >

AD-BE AD-BE

gdzie:

Kﬂw(l—xp) Kﬁp(l—xw)
+ . -

B:(ilU—%—
y ! y

C=i(y=0-rA—p°)—iu’ +i,(X =A)+n+g+0o+
+K(ﬁp(1—xw)u° —BW(I—KP)V")—BW
D:{l_ yeﬁzxﬁ7(1—xp)+yeﬁzxﬁp(1—xw)}
yP

(I—TW)U}

E= _ﬂzﬁyc’

F=y6(1+ﬁnﬁNd +BZ(KBP(1—KW)LL° —xp,(A-x,) V" +n—ﬁye))—ﬁnv.
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2.2.4. Stan stacjonarny modelu KMGT

W tej czgsci rozdziatu wyznaczymy stan stacjonarny modelu KMGT z kredy-
tem inwestycyjnym. Zeby to zrobié, skorzystamy z definicji stanu stacjonarnego.

Definicja. Stanem stacjonarnym modelu w postaci intensywnej (2.2.13)-(2.2.20)
nazywamy taki nieujemny wektor (U, I, 7, ¥°,V, b, A, 7), dla ktérego prawa strona
tego uktadu réwnan jest réwna zero oraz rzeczywista inflacja w stanie stacjonar-
nym ma warto$¢ réwna wartosci celu inflacyjnego 7.

Udowodnienie istnienia stanu stacjonarnego modelu sprowadza si¢ zatem do
wyznaczenia zestawu o$miu wartosci zmiennych bedacego rozwigzaniem uktadu
réwnan (2.2.13)-(2.2.20), dla ktérego prawa strona tych réwnan jest rowna zero
oraz rzeczywista inflacja w stanie stacjonarnym ma wartos¢ réwng wartosci celu
inflacyjnego 7.

Po przyréwnaniu prawej strony ukladu réwnan (2.2.13)-(2.2.20) do zera otrzy-
mujemy uklad:

0=Us(B, (-, )(V-V)=B,1-x,)(u-u")), (2.2.23)
0=1(i (p —p*) =i, (u—u")—i,(¥ = 1)) +

—l[K(ﬁw(l—xp)(V—V")—ﬁp(l—xw)(u—u"))—ﬂC(y—j—ln, (2.2.24)
"\

0=8, (ocf)+(1—oc)yt°—7re), (2.2.25)

0=y (y—d— j (2.2.26)
"y

0=y—y'—wn, (2.2.27)

0=g+rb—tp—7 Uy—b(n-I+p), (2.2.28)

0=1-2)(n=1)—(1-7.) p— pa, (2.2.29)

0=—B, (r=r")+B (p—7")+B, (u-u’). (2.2.30)

Zgodnie z tym, ze [ =0, z czego wynika [ =0, oraz z warunku | =n—K (wzér
(2.2.9)) mamy:

A

K=n. (2.2.31)

Oznacza to, ze w stanie stacjonarnym kapitat rzeczowy rosnie ze staly stopa wzro-
stu rdwna n.
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Z réwnania (2.2.25) wynika, ze:

. m—-(1-a)x’
p=—
o
Zgodnie z definicja stanu stacjonarnego w stanie tym aktualna inflacja 7 jest réw-
na celowi inflacyjnemu, tzn. 7 = 7°, mamy wigc:
n°-(1-a)T _
—_—=T.
a

Stad mamy:
nf=m=n".
Widzimy, Ze w stanie stacjonarnym oczekiwania inflacyjne pokrywaja si¢ z rzeczy-

wista stopg inflacji:

—e N

T =p=7=n" (2.2.32)
Nastepnie z réwnania (2.2.26), przy zalozeniu y° >0 oraz ,Bye > 0, otrzymujemy:

yi =y (2.2.33)

Oznacza to, ze w stanie stacjonarnym popyt na jednostke kapitatu jest réwny ocze-
kiwanej sprzedazy na jednostke kapitatu.

W kolejnym kroku do réwnania (1.2.4) podstawiamy otrzymang réwnosé
(2.2.32). Po przeksztalceniach otrzymujemy:

(V-V°)=- ﬂp (u—u’).
B,

Po podstawieniu tego réwnania do zaleznosci (2.2.23) otrzymujemy:

0=Ux —(l—xp)&(u—u”)—ﬂp(l—xw)(u—u") . (2.2.34)
K
»
Réwnanie to przy zalozeniu U, %, B, >0 oraz x ,x, #1 ma rozwigzanie, gdy

(u - u°) = 0. Oznacza to, ze w stanie stacjonarnym produkecja na jednostke kapita-
tu jest réwna:

y=u’yP. (2.2.35)
Z tego wzoru i z definicji wskaznika wykorzystania mocy produkeyjnej u = y/y?

wynika takze, ze w stanie stacjonarnym wskaznik wykorzystania mocy produkcyj-
nej jest réwny jego naturalnej wartosci u =1u.
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Po podstawieniu réwnania (2.3.35) do wzoru (2.3.34) otrzymujemy pracochton-
nos¢ pelnego zatrudnienia w stanie stacjonarnym:
0P

T4y

v

Y _
yP
F=r. (2.2.36)

Nastepnie do wzoru (2.2.30) podstawiamy u’ i p=7. Dostajemy:

gdzie r° to parametr modelu oznaczajacy wartos¢ nominalnej stopy procentowej
w stanie stacjonarnym (naturalna stopa procentowa) (zob. wzér (2.1.2)).

Z réwnania (2.2.27) mozemy wyznaczy¢ wartos¢ zmiennej v w stanie stacjo-
narnym:

V= = : (2.2.37)

W réwnaniu tym nie znamy jedynie wartosci zmiennej y? w stanie stacjonarnym.
W celu wyznaczenia tej wartosci do wzoru:

y=y"+BB.y —Bv+
d
+yeﬂz[K(ﬂw(l—xp)(V—V")—Bp(l—xw)(u—u"))+n+ﬁye [%-1}]
y
podstawiamy réwnania: V=V, u = u°, y = u’y? oraz y* = y°. Po tych podstawie-
niach oraz przeksztalceniach otrzymujemy:
u’y? = yd + ﬁnﬁNdyd _an-" ydﬁzn'
Mozemy z tego wyznaczy¢ zmienng v:
e A+ BB +Bmn)—u'y”
k. .

Poréwnujemy ze soba wyrazenia (2.2.37) oraz (2.2.38). Otrzymujemy zaleznos¢:

(2.2.38)

Wy =y BB+ B -y
n B,

Mozemy z niej wyznaczy¢ popyt w stosunku do kapitatu rzeczowego w stanie sta-
cjonarnym:

—d __ Bn +n o.p _ .=
vy = (1+ﬁnﬁNd pynip u’y? =yy. (2.2.39)
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B, +n
(1+B,B.+Bn)n+p,
Zatem ze wzoréw (2.2.39) oraz (2.2.33) wynika, ze:

gdzie y = , ¥y =u’y?.

y =y
Podstawiajac do wzoru (2.2.37) réwnanie (2.2.39), mozemy wyznaczy¢ wartos¢
zmiennej v w stanie stacjonarnym:

<|

R e )
n n

Popyt na jednostke kapitatu rzeczowego mozemy zapisac jako sume:
y=c+ K+6+ 9

gdzie: ¢ = C/K, K = I/K, g = G/K. W stanie stacjonarnym K =n (wzér (2.2.31)), czyli
powyzsze réwnanie w stanie stacjonarnym ma postac:

¥ =c+n+d+g,

gdzie y* = yy. Z tego wzoru mozemy wyznaczy¢ stosunek konsumpcji sektora pry-
watnego do kapitatu rzeczowego w stanie stacjonarnym:

c=y'-n-6-g

Podzielmy réwnanie C=(1-7,) wL’ przez kapital rzeczowy K. Po przeksztal-
ceniach otrzymujemy:

c=(1-71,)yU.
W stanie stacjonarnym réwnanie to ma postac:
c=Q1-t,)y0.

Z tej zaleznosci mozemy wyznaczy¢ udziat plac w PKB w stanie stacjonarnym:

c

L_] = -
(1-7,)¥
gdziec=y"-n-86—g.

W stanie stacjonarnym mamy y°=y°, a wiec z definicji zmiennych
p' =y ~Uy-8-rkip=y’—Uy—5—rk wynika, ze w stanie stacjonarnym ocze-
kiwana stopa zysku z kapitatu rzeczowego jest rowna rzeczywistej wartosci stopy
zysku z kapitatu rzeczowego:

P =p. (2.2.40)
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Zeby wyznaczy¢ stosunek zadluzenia do nominalnej wartosci kapitatu firm
w stanie stacjonarnym A, skorzystamy z zaleznosci (2.2.24), (2.2.29) oraz (2.2.40).

Réwnanie (2.2.24) w stanie stacjonarnym po przeksztalceniach ma postaé:

i,(X =) =—i(p-p°). (2.2.41)
Z réwnania (2.2.29) mozemy wyznaczy¢ p:
1-A)n-mwA
-~ - (2.2.42)

p= I—TC

Po podstawieniu tej zmiennej do wzoru (2.2.41) otrzymujemy réwnanie:

1-A)n-mA
LA =4)=—i —( ) -p° |
I-1,
ktérego rozwigzaniem jest warto$¢ zmiennej A w stanie stacjonarnym:

T Ni(1=7 )+ni —ip°(l-T1,)
i,(1-7 )+ni +m,

Znajac wartos¢ zmiennej A w stanie stacjonarnym, ze wzoru (2.2.42) mozemy

wyznaczy¢ zysk w stanie stacjonarnym:
(1-M)n-7 A
I

=€

Podstawiajac wartosci wyznaczonych powyzej zmiennych w stanie stacjonarnym
do definicji stopy zysku z kapitatu p = y* —Uy — & —rA, otrzymujemy:
p=y"-Uy-8-r'A
gdzie r° to parametr oznaczajacy warto$¢ nominalnej stopy procentowej w stanie
stacjonarnym. Z powyzszego wzoru wynika, Ze aby stan stacjonarny istnial i byt
jedyny, parametr ° musi mie¢ wartos¢:

o Y -Uy-6-p
—

Na podstawie tej zaleznosci oraz wzoru (2.2.36) mozemy wywnioskowad, ze od
przyjetej wartosci parametru r° (docelowa nominalna stopa procentowa) zalezy

istnienie stanu stacjonarnego modelu KMGT.
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W kolejnym kroku ze wzoru (2.2.28) postaci: 0= g+rb—1 p—1,U y—b (n+7)
mozemy wyznaczy¢ warto$¢ zmiennej b w stanie stacjonarnym:

Podsumowujac powyzsze wyprowadzenia, mozna powiedzie, ze stan stacjo-
narny modelu KMGT w postaci intensywnej (2.2.13)-(2.2.20), przy zalozeniu, ze
w stanie stacjonarnym rzeczywista stopa inflacji jest réwna celowi inflacyjnemu,
opisuja réwnania:

c

S —
(1-7,)wy’
T4y
7
7 = uy’B, +uy’n 7 =
(1+B B+ Bm)n+p,
T =7,
o p__—e
S
n b
XZ)t"i3(1—TC)+nil—ilp"(l—TC)’
i,(1-7_)+ni +7i
L, ¥'-Uy-o-p
ryr=r = — S
A
E_g_Tcﬁ_Twﬁy
o7
y=wy’,
_ 1-2)n-m L
p: bl :P’
-7,
t=y'-n-6-g

Ze wzoréw tych wynika, ze w gospodarce opisanej modelem KMGT z kredytem
inwestycyjnym mozliwy jest rownomierny wzrost gospodarczy (istnieje stan stacjo-
narny) ze stopa wzrostu réwna stopie wzrostu wydajnosci pracy n.
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2.2.5. Analiza wrazliwos$ci stanu stacjonarnego

Zaprezentowane w poprzednim punkcie wzory umozliwiaja analize wrazliwo-
$ci stanu stacjonarnego na zmiany wartosci parametréw modelu. Podobnie jak
w rozdziale pierwszym, przed przystapieniem do takiej analizy dokonamy prze-
ksztalcenia tych wzoréw tak, aby uzyska¢ wartosci zmiennych na jednostke pro-
dukeji (PKB), a nie na jednostke kapitatu, co uczyni analize bardziej standardowa.
Przeksztalcenie powyzsze tatwo uzyskujemy, korzystajac z tego, ze w stanie stacjo-
narnym, jak wynika z réwnania y =uy’, stosunek produkeji do kapitatu trwalego
okreslony jest wzorem:

W rezultacie wspomnianego przeksztalcenia wartosci zmiennych modelu wyj-
sciowego na jednostke produkcji (PKB) spelniaja w stanie stacjonarnym nastgpu-
jace réwnania:

- stosunek calkowitego popytu finalnego do PKB:

Y? B, +n

Y (+BB.+Emn+p,

- stosunek konsumpcji do PKB:

C_ yu’y? —(n+0+g)
Y uy’ ’
- stosunek inwestycji do PKB:

I n+o

Y w’
- stosunek konsumpcji publicznej do PKB:

G_ g
Y @t

uy
- stosunek dtugu publicznego (obligacji) do PKB:

_ u’y? —(n+0+
g-1p-7, 1Y ( g)
B (1-1,)

pY (n+m—7)uy’

g"l
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- stosunek dtugu prywatnego (kredytu inwestycyjnego) do PKB

A XNi,(-7)+ni —ip’(1-7)
pY (i3(l—TC)+nil—ﬁi1)u"y" '

Analize wrazliwosci przeprowadzono takze dla zmiennych:

- stopa zysku z kapitalu rzeczowego:

__(I—X)n
P o)
gdzieZ=Ai3(l_Tf)+ni1_i1p (l—rc)’
(,(1=7,) +ni, -7, ) u’y’
- udziat ptac w PKB:
goyw' —(n+d+g)
(I-7,)u’y?
dziey B, +n
z1ey = .
5 (L+BB. +Bmn+p,

Wyniki analizy wrazliwosci réwnowagowych wartosci powyzszych zmiennych
na zmiany warto$ci wybranych parametréw modelu majacych wptyw na wartosci
tych zmiennych przedstawiono w tabeli 2.2. Znak plus (+) w tabeli oznacza, ze war-
to$¢ danej zmiennej w stanie stacjonarnym rosnie ze wzrostem wartosci wybranego
parametru, znak minus (-), ze maleje. Znak zapytania (?) oznacza, ze ze wzgledu
na postaé réwnania zaleznosci nie mozna jednoznacznie okresli¢. Znaki te zostaly
ustalone na podstawie wzoréw badanych zmiennych oraz ich pochodnych wzgle-
dem badanego parametru.

W przeprowadzonej analizie wrazliwosci zbadano wplyw nastepujacych parame-
tréw na réwnowage: B, — parametru reakcji produkcji na odchylenie rzeczywistego
poziomu zapasu od pozadanego, 8, - parametru reakcji produkcji na przyrost ocze-
kiwanej sprzedazy, B, - pozadanego stosunku zapaséw do oczekiwanej sprzedazy,
u - naturalnego poziomu wykorzystania mocy produkeyjnych, y? - potencjalnej
efektywnosci kapitatu (stosunek maksymalnej produkeji Y? do kapitatu), n - sto-
py wzrostu wydajnosci pracy, 0 — wspdtczynnika deprecjacji kapitatu, g — stosun-
ku popytu sektora rzadowego do kapitatu, 7, , T, - stawek podatkowych, V - stopy
zatrudnienia, 7 — wskaznika inflacji.
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Tabela 2.2. Analiza wrazliwos$ci stanu rownowagi modelu w postaci intensywne;j

Zmienna | B B, | By u yr n ) g T, T, 1% T
U=wL/Y| *? - - + + - + 0 0 0
YYY ? - - 0 0 - 0 0 0 0 0 0
c/Y ? - - + + - - - 0 0 0 0
I’y 0 0 0 + + 0 0 0 0 0
G/Y 0 0 0 - - 0 0 0 0 0 0 0
B/pY ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? 0 -
p ? ? ? + + ? 0 0 0 ? 0 -
A/pY 0 0 0 - - ? 0 0 0 ? 0 +

Analiza przedstawiona w tabeli 2.2 w polaczeniu ze wzorami opisujacymi stan
stacjonarny prowadzi do kilku interesujacych wnioskéw na temat zaleznosci tych
proporcji od parametréw modelu.

Whiosek 1. Im wigksza stopa wzrostu wydajnosci pracy n, tym mniejszy udzial
konsumpcji w PKB oraz udziat ptac w PKB, a wigkszy udzial inwestycji w PKB.

Wniosek 2. Udzial konsumpcji w PKB nie zalezy od stawki podatkowej 7, . Z kolei
stawka ta wplywa pozytywnie na udziat wynagrodzen w PKB. Konsumpcja nato-
miast zalezy od tej stawki, a wynagrodzenia nie, co oznacza, ze warto$s¢ PKB w sta-
nie stacjonarnym zalezy od stawki podatkowej 7 .

Whiosek 3. Stopa zysku z kapitalu rzeczowego w stanie stacjonarnym zalezy
od stawki podatku od wynagrodzen 7, chociaz stawka ta nie ma bezposredniego
wplywu na wielko$¢ zysku z kapitatu rzeczowego. Jednak stawka ta wptywa na kon-
sumpcje sektora prywatnego bedaca skladnikiem catkowitego popytu, ktory wptywa
na stope zysku z kapitalu rzeczowego. Wyjasnia to, dlaczego stawka r wptywa na
stope zysku z kapitatu. Ponadto stopa zysku z kapitatu rzeczowego w stanie stacjo-
narnym bezposrednio zalezy od stawki podatku od zysku z kapitatu rzeczowego 7.
Warto réwniez odnotowac, ze na stope zysku z kapitatu maja wpltyw wartosci pa-
rametrow reakeji B, B, 1B, ,» od ktdrych zalezy nadwyzka produkeji ponad oczeki-
wang sprzedaz. Jednak na podstawie wzoru na zmienng oraz jej pochodna trudno
okresli¢, jaki jest wplyw wartosci tych parametréw na te stope. Niemniej jednak
mozna to oceni¢ za pomoca metody empiryczne;j.

Whiosek 4. Stosunek zadluzenia do PKB w stanie stacjonarnym jest powiazany
ze wszystkimi stawkami podatkowymi, a takze ze stopa wzrostu wydajnosci pracy.
Jednak posta¢ réwnania okreslajacego te zmienng nie pozwala na doktadna ocene
wplywu na nig wartosci tych parametréw.

Whiosek 5. Podobnie jak w modelu KMG z rozdziatu pierwszego, na podstawie
wzoru na zmiennag b (stosunek podazy obligacji do PKB) mozna ustali¢ jedynie
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kierunek wplywu stopy inflacji w stanie stacjonarnym na t¢ zmienng. Jak wynika
z tabeli 2.2, wzrost stopy inflacji w stanie stacjonarnym przyczynia si¢ do zmniej-
szenia stosunku podazy obligacji do PKB. Wplyw wartosci pozostatych parametréow
moze zosta¢ zbadany metodami empirycznymi.

Podsumowanie

W rozdziale tym przedstawiono kolejng autorska wersj¢ modelu KMG. Zapre-
zentowany model jest modyfikacja modelu KMG przedstawionego w rozdziale
pierwszym. Pierwsza modyfikacja polega na uwzglednieniu w modelu dodatko-
wego Zrédla finansowania inwestycji prywatnych, ktérym jest kredyt inwestycyj-
ny. Druga dotyczy zmiany sposobu wyznaczania nominalnej stopy procentowe;j.
W nowej wersji modelu stopa ta zalezy od réwnania Taylora.

Kolejne modyfikacje modelu KMG maja na celu uzyskanie lepszego opisu go-
spodarki, bardziej zblizonego do rzeczywistosci, lepiej oddajacego rzeczywiste za-
leznosci zachodzace w gospodarce. Przedstawiony model w poréwnaniu z modelem
zrozdziatu pierwszego (a takze w poréwnaniu z oryginalnymi modelami KMG) jest
ulepszonym opisem funkcjonowania gospodarki, ktéry pozwala uzyskiwac, oprécz
wynikéw jakosciowych prezentowanych w tym rozdziale, réwniez ciekawe wyniki
ilosciowe, ktdre zostang przedstawione w rozdziale czwartym.






ROZDZIAL 3

Stabilnos¢ standw stacjonarnych
modeli KMG i KMGT







dwdch poprzednich rozdziatach monografii przedstawilismy dwie autorskie

wersje modelu KMG oraz przeanalizowali§my warunki istnienia i jedno-
znaczno$ci standéw stacjonarnych tych modeli w postaci intensywnej. W niniej-
szym rozdziale zajmiemy si¢ centralnym zagadnieniem monografii, ktérym jest
udowodnienie twierdzen o lokalnej asymptotycznej stabilnosci tych stanéw, co jest
réwnowazne z wykazaniem zbieznosci katowej gospodarek opisanych réwnania-
mi modeli KMG w ich wyjsciowych postaciach (tzn. nie w postaci intensywnej) do
odpowiednich sciezek réwnomiernego wzrostu ze stopa réwna stopie wzrostu wy-
dajnosci pracy (przy zatozonej zerowej stopie wzrostu podazy pracy).

3.1. Twierdzenie o stabilnosci rownowagi w modelu
KMG z egzogeniczng podazg pienigdza

Prezentacje dowoddéw stabilnosci zaczniemy od dowodu stabilnosci modelu
KMG z egzogeniczna podaza pienigdza. Przed przystapieniem do sformutowania
twierdzenia o stabilnosci i zaprezentowaniem jego dowodu przypomnijmy inten-
sywna postac pierwszej wersji modelu KMG, to znaczy autorskiej wersji zaprezen-
towanej w rozdziale pierwszym - wzory (1.1.7)-(1.1.13).

Model KMG z egzogeniczng podaza pieniadza sklada si¢ z nast¢pujacych nieli-
niowych réwnan rézniczkowych:

U:FI(U, Lm, 7, ¥, v, b, y, y%), (3.1.1)
i=172(U, Lm,n, v, v, b, y, y*), (3.1.2)
m=F,U,l,m,n‘ y°,v,b, y, ), (3.1.3)
n°=FU,lm,n‘ y,v,b, y, ), (3.1.4)
¥ =EU,Lm,7*, y",v,b, y, y*), (3.1.5)
v=F.(U,l,m, 7, y,v,b, 5, y*), (3.1.6)
b=F(U,Im,z°, y,v,b, y, y*). (3.1.7)

W modelu (3.1.1)-(3.1.7) oprdcz zmiennych, ktorych pochodne wystepuja po le-
wej stronie prezentowanych réwnan, mamy do czynienia takze z dwiema dodatko-
wymi zmiennymi. Sg to produkcja na jednostke kapitatu y oraz popyt na jednostke
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kapitatu y?. Zmienne te powigzane sa ze sobg oraz z pozostatymi zmiennymi mo-
delu (3.1.1)-(3.1.7) uktadem réwnan (1.2.16) i (1.2.17). Przypomnijmy jego postac:

y=y+BB.y B+

+yeﬂz[K(ﬁw(l—KP)(V—VO)—/BP(I—KW)(u—u°))+n+ﬁe(y—j—ln, (3.1.8)
"\
yd=(1—TW)yU+il(ye—yU—5—E—(r—ne))+i2(u—u°)+5+g+
+x(ﬁw(l—xp)(V—V")—ﬁp(l—xw)(u—u°))+n+ﬁE(y—‘:—lj. (3.1.9)
T\

Rozwigzanie uktadu (3.1.8)-(3.1.9) mozna przedstawi¢ w postaci:

_ AF-CE

_ArTer 3.1.10
y AD-BE ( )
., CD-BF
=, 3.1.11
4 AD—BE ( )
gdzie:
B,
A=1-—,
y
j xp (1-x kP (1-x%
B=iU-—2— Pu(7x,) 1y W)—(l—TW)U,

¥’ l ¥’
Czil(ye—5—§—r+7re)—i2u°+n+g+5+x(ﬁp(l—nw)u°—ﬁw(l—xp)V")—ﬁye,

VBB x,) Y BB, (-x,)
) y? ’

D=1

E= _ﬁzﬂye’

F=y6(1+ﬁnBNd +B, (B, (1-x,) ' ~xB, (1=, V" +n—ﬁye))—ﬁnv.

Po podstawieniu réwnosci (3.1.10)-(3.1.11) do réwnan (3.1.1)-(3.1.7) otrzy-
mujemy nieliniowy uktad siedmiu réwnan rézniczkowych, ktérego zmiennymi jest
wylacznie siedem zmiennych (U, I, m, 7%, y°, v, b), ktérych pochodne wystepuja po
lewej stronie tego uktadu.

Jak pokazaliSmy w rozdziale pierwszym, model (3.1.1)-(3.1.9) ma dokladnie
jeden stan stacjonarny. Wartosci zmiennych w stanie stacjonarnym sg okreslone
przez nastgpujace réwnania:
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G___©
(l—rw)ﬁy"’
T-9
Vv
hity"
=y,
r

n—yﬁy"+l . +5+§+Tf(yﬁyp—l_cr —5+7?J

3 n+p,
n+p,n’ +B,B.n+p, ’

Fz'yﬁy‘” ——1_CT —5+[/L—11—E.

w

c=yuy’ —(n+d+g),

Analizowany stan stacjonarny jest lokalnie asymptotycznie stabilny. Definicja ta-
kiej stabilno$ci w odniesieniu do stanu stacjonarnego modelu KMG (3.1.1)-(3.1.9)
jest nastepujaca.

Definicja 3.1. Stan stacjonarny U, 1,m, 7, YV, I;) modelu (3.1.1)-(3.1.9)
jest lokalnie asymptotycznie stabilny, jezeli istnieje takie jego otoczenie
uU,I,m, 7, y°,v,b), ze kazda dopuszczalna trajektoria modelu (3.1.1)-(3.1.9),
wychodzaca ze stanu poczatkowego nalezacego do otoczenia U, I,m, 7, ¥y, v,b)
jest zbiezna do stanu stacjonarnego, czyli:

U, L,m, 7, y,v,b)—> (U, 1,m,7,5,v,b), gdy t - oo
W dowodzeniu stabilnosci przyjmujemy ponizsze zalozenia.

Zalozenie 3.1.1. Warto$ci parametréw reakeji B, B, a, B, B, ﬁyﬁ >0 wyste-
pujace w réwnaniach: (1.1.4), (1.1.5), (1.1.6), (1.1.9) oraz (1.1.20), sa odpowied-
nio mate®”.

> Odpowiednio mata warto$¢ parametru oznacza, ze musi ona by¢ dostatecznie mata w poréwna-
niu z innymi parametrami, aby uzyska¢ ujemne czesci rzeczywiste wartosci wlasnych, co gwarantu-
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Zgodnie z zalozeniem 3.1.1 produkcja Y jest okreslana gléwnie na podstawie
oczekiwan popytowych Y*, ktérych stopa wzrostu Y* zalezy z kolei przede wszyst-
kim od stopy wzrostu ptacy realnej @ =w — p. Ze wzgledu na to, ze réznica 1 — o jest
bliska jeden, zmiany oczekiwan inflacyjnych 7° sg silnie stabilizowane przez staly
czynnik (¢ — n) odzwierciedlajacy inflacje w stanie stacjonarnym. Ponadto odchy-
lenia wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnych od jego normalnego pozio-
mu (u - u°) w niewielkim stopniu wplywaja na inflacje p, a odchylenia wskaznika
zatrudnienia od jego naturalnego poziomu (V - V°) stabo wplywaja na dynamike
placy nominalnej w.

Zalozenie 3.1.2. Stopa wzrostu nominalnej podazy pieniadza y nie przekracza
stopy wzrostu wydajnosci pracy n powiekszonej o stope deprecjacji kapitatu J:

p<n+o.

Zalozenie 3.1.2 mozemy interpretowac jako wymog, aby w stanie stacjonarnym
inflacja nie byta wyzsza od wskaznika deprecjacji kapitatu, gdyz w stanie stacjo-
narnym zachodzi:

T=p—n.

Uwaga 3.1. Zalozenie 3.1.2 staje si¢ zbedne, jezeli w definicji stanu stacjonarne-
go umiescimy wymag, aby w stanie tym inflacja byta zerowa. Wowczas zatozenie
3.1.2 redukuje si¢ do nieréwnosci:

-0<0, czyli d>0.

Zalozenie 3.1.3. Warto$¢ parametru reakgji i, >0 wystepujacego w réwnaniu
popytu inwestycyjnego — wzory (1.1.7) i (1.1.8) - jest odpowiednio duza.

Zgodnie z zatozeniem 3.1.3 popyt inwestycyjny jest bardzo wrazliwy na rézni-
ce miedzy oczekiwanym zyskiem z kapitatu rzeczowego a oczekiwang realng sto-
pa procentowa.

Zalozenie 3.1.4. Wartos¢ parametru reakeji x (0 < % < 1) wystepujacego w réw-
. . . . NSRS 4
naniu dynamiki cen (1.1.5) jest odpowiednio bliska 1.

Zgodnie z zalozeniem 3.1.4 stopa inflacji jest bardziej wrazliwa na réznice¢ mig-
dzy stopa wzrostu plac nominalnych # a stopa wzrostu wydajnosci pracy n = x/x
niz na oczekiwang stope inflacji 7°.

je stabilnos¢ stanu stacjonarnego. Wartos¢ ,,odpowiednio mala” jest uzalezniona od innych warto$ci
parametréw, a podanie konkretnego przedzialu wymaga doktadnej analizy matematycznej. Analo-
giczna uwaga odnosi si¢ do kolejnych zatozen, w ktérych mowa o warto$ciach innych parametréw
odpowiednio duzych lub odpowiednio bliskich 1.
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Zalozenie 3.1.5. Stopa wzrostu podazy pieniadza u spetnia nieréwnos¢:
(I-1,)7 <p
Zalozenie 3.1.6. Nominalna stopa procentowa w stanie stacjonarnym jest do-
datnia:
+u—1 (p—n—-0-+yuy’
gt W(ul n-0-S+ymy’) o
-T

7=

Warto zauwazy¢, ze zalozenie 3.1.5 jest spelnione dla odpowiednio wysokiej
stawki podatku od zyskéw z kapitatu 7, natomiast zalozenie 3.1.6 jest spetnione
dla odpowiednio niskiej stawki podatku od dochodéw z pracy 7, .

Zalozenia 3.1.1-3.1.6 pozwalaja na przeprowadzenie dowodu nast¢pujacego
twierdzenia o stabilnosci modelu (3.1.1)-(3.1.7).

Twierdzenie 3.1. Jezeli spetnione sg zalozenia 3.1.1-3.1.6, to stan stacjonarny
modelu (3.1.1)-(3.1.9) jest lokalnie asymptotycznie stabilny.

3.2. Dowdd twierdzenia o stabilnosci modelu KMG
z egzogeniczng podazg pienigdza

3.2.1. Ogdlna charakterystyka dowodu

Zgodnie z twierdzeniem o stabilno$ci stanu stacjonarnego jednorodnego ukla-
du nieliniowych réwnan rézniczkowych (Panek, 2003, s. 862, twierdzenie H.6),
w celu udowodnienia lokalnej asymptotycznej stabilnosci stanu stacjonarnego
modelu (3.1.1)-(3.1.9) nalezy wykaza(, ze cz¢sci rzeczywiste wszystkich wartosci
whasnych (pierwiastkéw charakterystycznych) macierzy Jacobiego J, rozpatrywa-
nego modelu w stanie stacjonarnym X =(U, [,m, 7°, 7,7, b) s3 ujemne. Zeby to
wykaza¢, macierz Jacobiego modelu w stanie stacjonarnym J, bedziemy rozpatry-
wac jako ciagly macierz funkcyjng parametréw: g, B,, . B, B,

Punktem wyjscia dowodu stabilnosci jest wyjsciowy jacobian w stanie stacjo-
narnym J, z pierwiastkami 1. Zeby wykaza¢, ze wszystkie pierwiastki A, majg
ujemne czesci rzeczywiste, zastosujemy tzw. metode kaskady macierzy stabilnych
(cascade of stable matrices approach) wykorzystang przez Carla Chiarelle, Reinera
Frankego, Petera Flaschela i Williego Semmlera w dowodzie stabilnosci ich wer-
sji modelu KMG (Chiarella i in., 2006). W wypadku stanu stacjonarnego modelu
prezentowanego w niniejszej monografii metoda ta jest podzielona na cztery eta-
py. Na pierwszym etapie wyznaczamy macierz Jacobiego w stanie stacjonarnym J..
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Na drugim etapie wielomian charakterystyczny macierzy Jacobiego J, redukujemy
do wielomianu drugiego stopnia W,* poprzez wyzerowanie parametréw reakji.
Zerowanie parametrow odbywa si¢ w trzech krokach: najpierw zerujemy wektor
parametréw f=(B,, B, ), nastepnie parametr f , a na koricu parametr 3 . Na ko-
lejnym etapie wykazujemy, Ze otrzymany wielomian drugiego stopnia WOO0 ma
pierwiastki o ujemnych czgsciach rzeczywistych. Na ostatnim czwartym etaple
na podstawie wyniku trzeciego etapu, poprzez stopniowe przywracanie dodatnich
wartosci weze$niej wyzerowanych parametréw, wykazujemy, ze wyjsciowa macierz
Jacobiego ], ma pierwiastki o ujemnych czesciach rzeczywistych.

Macierz Jacobiego modelu (3.1.1)-(3.1.9) w stanie stacjonarnym w ogdlnym
ujeciu ma postac:

E, E E, E, E. E F,
FZU F2 ; F2m F2 . Fzye sz sz
E, E, E, E. E_FE F,

], = Fw F4z F4m FMF Fw F4v F4b (3.2.1)
F6U Fsz F6m Fw Féyl F6v Feb
F7U E, E_ Fh? F7y” F7v F7b

Elementy macierzy ], to pochodne funkcji wystepujacych po praweJ stronie
réwnan (3.1.1)-(3.1.7), obhczanewstanle stacjonarnym x = (U, [, m, 7, 7°, v, b).
Wprowadzmy wektor zmiennych modelu:
X=(x=U,x,=Lx,=m,x, =0, x, =y, x,=v,x, =b),

wowczas
F = Fi(X) (i=1,2,...,7),

a elementy macierzy J, w ogélnym zapisie mogg by¢ przedstawione nastepujaco:

_OF(X)

, (G, j=1,2,...,7),

J X=X

gdzie indeks i = 1, 2, ..., 7 odpowiada kolejnym funkcjom (3.1.1)-(3.1.7).
Warto$ci wlasne (pierwiastki charakterystyczne) A, ..., A, macierzy J, sa pier-
wiastkami réwnania charakterystycznego tej macierzy postaci:

W, (A) =det (J, — AT)=0.
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3.2.2. Macierz Jacobiego modelu

W dowodzie stabilnosci stanu stacjonarnego beda nas interesowal w pierwszej

kolejnosci wartosci pochodnych F,= OF, macierzy Jacobiego (3.2.1) z wyzero-
X

j X=X

wanym wektorem trzech parametréw reakcji:

B= (BB ) =0
Macierz takich pochodnych bedziemy zapisywa¢ nastepujaco

J;=1,(B=0).

W analogiczny sposéb bedziemy oznaczaé poszczegélne elementy macierzy J:

F==—1 (B=0) (ij=1,..,7), (3.2.2)

T lx=x
gdzie, podobnie jak wczesniej,

x,=U,x,=lLx,=m,x,=n°,x, =y, x,=v,x, =b, x, =b.

Ze wzgledu na skomplikowang posta¢ réwnan (3.1.1)-(3.1.7) z dodatkowymi
réwnaniami (3.1.10)-(3.1.11) wyznaczenie wszystkich pochodnych Fl.;) polegajace
zgodnie ze wzorem (3.2.2) na wczesniejszym wyznaczeniu pochodnych F, a na-
stepnie wyzerowaniu w nich parametréw opisanych wektorem = (§ , B, «), byloby
bardzo uciazliwe. Jednakze, biorac pod uwage ztozong postac funkgji F (), ..., F,(-)
z uktadu (3.1.1)-(3.1.9), pochodne F; mozemy otrzymaé w prostszy sposéb, naj-
pierw zerujac parametry f3 , B,, &« w réwnaniach (3.1.1)-(3.1.9), a dopiero pdzniej
obliczajac pochodne tak zmodyfikowanych funkcji F (), ..., E,(-) wzgledem zmien-
nych x,.

Uzasadnieniem powyzszego postepowania jest nizej przedstawiony lemat 3.1.
W celu jego Scistego sformutowania wprowadzmy zapis:

FO=F(X,B) (i=1...,7),
podkreslajacy, ze wartos¢ kazdej funkcji F(-) zalezy od wektora zmiennych
X=(x=Ux,=Lx,=mx, =nx=y,x,=v,x,=b)

oraz od wektora parametréw = (B , B, ).
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Symbolem F(X,0) oznaczmy funkcje F(-)=F(X, ) z wyzerowanym wekto-
rem parametréw f8 = (B , B, a) (takze w réwnaniach (3.1.10)-(3.1.11), ktdre zosta-
ly podstawiane do funkeji F(-) = F(X, ) w miejsce zmiennych yiy?), a symbolem

OF(X,0)
Ox,
J X=X
warto$¢ pochodnej tej funkcji w stanie stacjonarnym x = (U, I, /i, 7°, 3, 7, b)
OF(X, OF(X,0 .
Lemat 3.1. F; =M (ﬁ:o):g ,(0,j=1,...,7).
! x| ox, |

Dowdd. Funkeje F (X, B)wystepujace po prawej stronie réwnan (3.1.1)~(3.1.7)
w ogdlnym zapisie mozemy przedstawi¢ w postaci:

E(X, B)= 1B y+ F2(XB) v + f(X. B (3.23)
gdzie
X, B dla k=1,2,3;i=1,2,...,7
sa funkcjami, ktdre liniowo zaleza od elementéw wektora 8 = (| ﬁn, ﬁz, «),
y=y(Xp) i y'=y'(Xp)

sq funkcjami (3.1.10)-(3.1.11).
Funkcje f(X, f) mozna przedstawié jako sume dwéch funkeji:

[P =1 B+ £2(X),

gdzie £ (X, p) zalezy liniowo od elementéw wektora f = (B, B, &), a f,*(X) w 0gé-
le nie zalezy od f. Jezeli f = 0, to £(X, B)= f"'(X, 0) =0 i w konsekwencji:

FX0| X

. 324
Ox . Ox . ( )
J X=X 1 x=x
Z tego, ze f"(X, P) zalezy liniowo od elementéw wektora = (B , B,, &), wyni-
o : o (X, B) :
ka, ze jezeli najpierw obliczymy pochodna o dla 8> 0, a nastgpnie wy-
J X=X

zerujemy wektor f, to otrzymamy pochodna réwna pochodnej wyrazonej wzorem
(3.2.4). Tozsamos¢ te przedstawia rGwnanie
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IS (X. P

. (3.2.5)

of (X, 0)| _aﬁ“(x)|
ox  ox

X=X J

(B=0)=

j x=% J

X=X

Funkcje y = y (X, B) i y? = y* (X, ), wobec (3.1.8) i (3.1.9) mozemy przedstawi¢
W postaci:

&(X, B)+g,(X)

yX.p= h (X, B+ h,(X)"

(3.2.6)

k (X, B)+k,(X)

4 (X’ﬁ)zhl(x, B)+h,(X)

(3.2.7)

gdzie g, (X), k,(X), h,(X) sa funkcjami wektora X, ktérych wartos¢ nie zalezy od
wektora parametréw = (B , B, «). Funkcja h (X, ) jest funkcja liniowa wzgledem
parametréw 8 , B, &, natomiast funkcje g (X, f) i k,(X, B) sa wielomianami stop-
nia drugiego wzgledem powyzszych parametréw. W rezultacie funkcje y = y (X, )
iy?=yX, p) sa funkcjami wymiernymi wzgledem parametréw 8, B,, a. Funkgje
(3.2.6)-(3.2.7) sg okreslone dla § = 0 1 przyjmuja postac:

(X O) gz( ) d(X,O :kz(X).
h(X)’ h,(X)

Okreslone sa takze ich pochodne czastkowe w stanie stacjonarnym:

oy (X,0)
ax].

oy"(X,0)

3.2.8
o (328)

X=X X=X

Co wiecej, z przedstawionych powyzej whasnosci funkcji g, (X, f8), k (X, B) i h (X, )

yxpl | YEH
Ox.

X=X J

wynika, ze jezeli najpierw obliczymy pochodne

ox.
J

B > 0, a nastgpnie wyzerujemy wektor 5, to otrzymamy pochodne okreslone we
wzorze (3.2.8). Zatem:

oy (X, B)
ﬁxj

(g=0)=- 20

X=X

, (3.2.9)
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oy"(X, B)
Gx].

' (X,0)

3.2.10
o (3:2.10)

(B=0)=

X=X

X=X

Ze wzordw (3.2.3), (3.2.5) oraz (3.2.9)-(3.2.10) dostajemy ostatecznie, ze

o _OE(XP)

B OF(X,0)
i o a

(B=0)=—"-

x=x J

(Gj =150 7).

X=X

Korzystajac z lematu 3.1, wyznaczymy ponizej pochodne czastkowe

o _OF

i —L

(B=0)
i X=X
w stanie stacjonarnym przy wyzerowanym wektorze parametréw reakcji
B=(B, B, «) =0, tworzace macierz Jacobiego J;.
Rozpoczniemy od przypomnienia, ze funkcje F(-) = E(X, f), (i,j = 1,..., 7), gdzie

wystepujace po prawej stronie réwnan (3.1.1)-(3.1.7), sa funkcjami zlozonymi,
w ktérych funkcjami wewnetrznymi sa funkcje y = y (X, B)iy” = y*(X, f), opisa-
ne réwnaniami (3.1.10)-(3.1.11).

Do wyznaczenia pochodnych F; konieczne jest zatem wcze$niejsze wyznacze-
nie pochodnych funkeji y = y (X, ﬂ) i y* = y*(X, B) i wyzerowanie w nich wektora
parametréw 8 = (B, B,, &). Tak otrzymane pochodne w ukladzie (3.2.9)-(3.2.10)
oznaczyli§my symbolami

% (X, B) o X B)
Ox, - (p=0) i Ox,

(B=0).

X=X X=X

W dalszej czesci dowodu stabilnosci dla wygody uzywaé bedziemy prostszego za-
pisu tych pochodnych, przyjmujac, ze

oy (X, B)

Oox.

J

0 do

_y Y
7([3_0)_ ox,

1

(X, B)

ox.
J

_0) =
fﬁ_m_ax i

1

X=X = X=X X=X

Zgodnie ze wzorami (3.2.9)-(3.2.10) pochodne te s tozsame z analogicznymi
pochodnymi funkeji y = y (X, B) i y* = y*(X, B), w ktérych wektor f8 = BB, )
zostaje wyzerowany przed wyznaczeniem pochodnych. Zatem



3.2. Dowdd twierdzenia o stabilnosci modelu KMG z egzogeniczng podazg pienigdza 119

»| w0l y°  #'x0
_ L -

X=X

X=X J x=x%

Pochodne te mozna wyznaczy¢ wprost ze wzoréw (3.1.10)-(3.1.11), jednak ze
wzgledu na postaé wystepujacych w nich funkeji A, B, C, D, E jest to do$¢ uciaz-
liwe. Z tego wzgledu pochodne te wyznaczymy, korzystajac z uktadu réwnan
otrzymanego z zaleznosci (3.1.8) i (3.1.9) po wyzerowaniu wektora parametréw

B =(B,, B, o), postaci:

y=y"° (3.2.11)
e . e e h)’e e . ye —
A=1 )yU+i| y =y U-0-8—| = —n° | |+i, S| +0+g
d m Y
y = +
1—[%

KLBWU_K )[ye—Vj—ﬁ (l—KW)[ye—ﬁDHa—ﬁ .
P l P yP y

+

Pochodne funkgji y i y¢ dla wyzerowanych parametréw 8 = (8, B, ) w stanie
stacjonarnym sa zatem nastepujace:

0
Oy _1
6}/6 X=X
ayo 3 ay0| B ay0| 3 ay0| 3 ay0| B ay0| 0
omt| ol| _ om|_ ou| _ ov|  ob|
aydo _ I—TW _il (ayp)z’
ou e uy? —ﬁyc
oy Kﬁw(l—;cp)v2
al X=X B Hyp _ﬁye ’
do do
ov - ob .
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y*l T
om| . (@' -p
oy®° _ iy’
aﬂe X=X ﬁyp_ﬂye
aydo
aye x:Z_

uy?| (1-7 U+ 1—U—_L i+li+x ’BW(_ P)V_ﬁp( w) ~B.

" uy? ! yF uy? y* y
= _P_
ay’ =B,

Po wyznaczeniu wyzej przedstawionych wartosci pochodnych funkcji (3.2.11)
i(3.2.12) dla B = 0 mozemy przejs¢ do wyznaczenia elementéw macierzy J. Jako
przyklad pokazemy sposéb wyznaczenia dwdch pierwszych elementéw tej macie-
rzy, czyli pochodnych F, i F). Zgodnie z lematem 3.1 w funkcjach, ktérych po-
chodne obliczamy, wyzerowane sg parametry opisane wektorem parametréw f.
Pierwszym krokiem wyznaczenia F,, jest obliczenie pochodnej funkcji F, wzgle-
dem zmiennej U. Ze wzoru (3.1.1) wynika, Ze (zgodnie z lematem 3.1 w funkcji F,
przed wyznaczeniem pochodnej zewngtrznej tej funkcji mozemy wyzerowaé pa-
rametry opisane wektorem parametréw f3):

—aFl—i K k)| 2L-V x —1)| 27 |||=
aU—aU[U [ﬁw(l ")(l Vj+ﬁ"(w D(y” m
=K[ﬁw(1—K )[l—vjw (i —1)(1—17B+
] pNTw yp
+UK£(BWO‘”P)J+(@<KW—”B@_y.
/ yf ou

Nastepnie do tak obliczonej pochodnej zewnetrznej podstawiamy wartosci
zmiennych U, [, m, 7, y,v w stanie stacjonarnym i otrzymujemy:

X=X

8F10| _Kﬁy”—(n+5+g) BW(I_KP)V+ﬁP(KW—1) £
ou |x:§ (1 _TW) ﬁyp a)/p yp oU
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0
Ze wzgledu na to, ze % =0, dostajemy:
oF,
1U = aU =

PrzejdZzmy do wyznaczenia pochodnej F). Podobnie jak przy obliczaniu F,
pierwszym krokiem jest obliczenie pochodnej funkcji F, tym razem wzgledem

zmienne;j [:

OF _0 NP e NS A
E—al[U;{ﬁw(l Kp)(l Vj+ﬁp(xw D(yp ujD_

Nastepnie do tak obliczonej pochodnej zewnetrznej podstawiamy wartosci zmien-
nych U, I,m, m, y,v,b w stanie stacjonarnym oraz wyznaczong wcze$niej wartos¢

. Oy . . .
pochodnej — w stanie stacjonarnym dla wyzerowanego wektora parametréow

B=(B,pB,a) =0, réwna:

0
(0 Y
al

Po przeksztalceniach ostatecznie otrzymujemy:
VZ
oy’

W podobny sposéb wyznaczamy pozostale elementy macierzy Jacobiego
J3, obliczajac pochodne funkgji (3.1.3)-(3.1.7) wzgledem kolejnych zmiennych
U,l,m,n, y°, v, b w stanie stacjonarnym dla § = (B , B, @) = 0. Pelny wykaz tych
pochodnych prezentujemy ponizej. Dla uproszczenia zapisu stosujemy nastepuja-
ce podstawienia:

_ i 1-%x ) _ 1-% j
uy” (I—TW)U+1'1U+12P+K('8W(_P ")V—ﬁ"( , W)]—il+_l; F+ByeJ
S = y iy y iy
4 wy' =B,
—
7=ﬁy"——uy 1(n+6+g)—5+/1—n,
-7

E; =-UxB,(1-x,)
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uy’ —(n+5+g)
(1-r)w’

U=
Elementami pierwszego wiersza macierzy J, s wartosci pochodnych w stanie
stacjonarnym dla f=(f, B, @) =0 obliczonych dla funkgji:
EU,I,m, 7, y*,v,b, y, yd).
Pochodne te sg opisane przez nastepujace wzory:

Ey =0,
=2

— V
Fl(l) = —UKﬁw(l - Kp)ﬁy_P’

E, =0,
F° =0,
1n

_ (I-%)_ (1-x)
F°, =T« ﬁW_P £ V—ﬁp . |,
g uy y
F)=F) =0

Elementami drugiego wiersza macierzy J; sa wartosci pochodnych w stanie sta-
cjonarnym dla 8 = (B , B, «) obliczonych dla funkgji:

E(U,Lm,7", y*,v,b, y, y%).

Pochodne te sg opisane przez nastepujace wzory:

@'y (1-7,) ﬁyg —iuy’

F) = ,
2U V ayp_ﬁyc
_uy’ -2p
E} =K[3W(1—KP)VTB}',
uy’ -,

y
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d
T 1-% ) _ 1-% 1 _ 7 j
FO :_% K[BW(_ P)V—BP( W)}‘Fﬁyc yJ’ +i1(l—U—L)+l—2 ,

2y° \% uyp y.ﬂ L—in ayP yP
onv = onb =0.

Elementami trzeciego wiersza macierzy J, sg wartosci pochodnych w stanie
stacjonarnym dla f = (B , 8,, &) = 0 obliczonych dla funkgji:

P;,(U, l’ m, 77:8, ye, v, b) }/, )’d)-
Pochodne te sg opisane przez nastepujace wzory:

-7 —iuy?f

—
uy' =B
_
Pt 20,
r uy' —B,
TP — P
Fs(in:_i{ﬁ)’p_w_SJr“_n]'%’
~Tu w'—=p,
0 :_h_y" 1+ iy
T g, )

F)=E) =0,

Elementami czwartego wiersza macierzy J; sa wartosci pochodnych w stanie
stacjonarnym dla f = (B , 8,, «) = 0 obliczonych dla funkgji:

e e d
FWU,L,m,7, y*,v,b, y, y°).
Pochodne te s3 opisane przez nastgpujace wzory:
Fy, =0,F,=0,F), =0,F) =-B_,F  =0,F, =0,F, =0.

Elementami pigtego wiersza macierzy J; sa wartosci pochodnych w stanie sta-
cjonarnym dla 8 = (B, B, «) = 0 obliczonych dla funkgji:

E(U,Lm, 7", y*,v,b, y, y*).



124 3. Stabilno$¢ standw stacjonarnych modeli KMG i KMGT

Pochodne te sg opisane przez nastepujace wzory:

Fy, =@@y")i,

B0,
2
. —p_
P‘SO :_1_1 ﬁyp_w_a_l’_ﬂ_n s
"~ h 1-7)
Fsi“ =_ilgy1”

_ﬁ +Kﬁ (1 9 )U uy"z [1 U—__}_gypl_zp’
uy y
F’ =0,

5v

E) =0.

Elementami szGstego wiersza macierzy ] sa wartosci pochodnych w stanie sta-
cjonarnym dla 8 = (B , B, @) = 0 obliczonych dla funkcji:

E(U,Lm, y',v,b, y, y*).

Pochodne sg opisane przez nastgpujace wzory:

1 T,
F’ = uy’
Ty 5 gyry,
Kﬁw(l—;cp)v2
wy'-B,
o i7
6m (uy _ﬁye)h
0o _ '
Tow-p,
_ i 1-x_ ) _ 1-x 7i
uy’ (1—TW)U+i1U+l—2+ Al ) ﬁ( i1+_n1 +B.
y* uy” y" uyt
Fﬁo" =1- — P ’
’ uy’ =B
F’ =—n,
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Elementami siédmego wiersza macierzy J sa wartosci pochodnych w stanie
stacjonarnym dla f = (B, 8,, «) = 0 obliczonych dla funkgji:

E(U,Lm, 7, y°,v,b, y, y*).

Pochodne sg opisane przez nastepujace wzory:

-7 —i _ (1-7)B . —iuy’
F7°U :_TC[ T, Th (ﬁyp)z —Uy]—rwy+b—ﬁyp - y 1 ’
uy

TuP _ p_
B, uy' =B
kB (1—x W?* _ uy? =2B . 2 — P
F;;:Tcﬁi—p—bxﬁw (I-x )_—y‘y +K u): ,
' —B, Twr-powt "I

— 2
. —p
w'=p,

- y
=£b -, y —U+hb -t U-b R ﬁJr% ,
7}/ m m y yP !

; Mﬁu 5) o B0 K)J g 71, [1 U_;}iz},
y uy yP y uy}’ uy yP

w' (1-7 )UJ{ U__j”r' B, (1- x)_ B,(1-x,) iy
. = ) iy’ ) uy’ yf y

¢ w'-p,

y

E’ =0,
By =(-1)7—p

Jak wynika z przedstawionych powyzej obliczen, macierz J7 z punktu widzenia
jej elementdw zerowych ma nastepujaca strukture:
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0 F, 0 0 F. 0 0
F, E E, E.F_ 0 0
E, F, F, F. F. 0 0
J;=f/0 0 0 F., 0 0 0] (3.2.13)
E, 0 FE, FE.F. 0 0
By Fy B, E. E. FE, 0
E, B E, E. E. 0 E

3.2.3. Redukcja stopni wielomianéw

W tym podrozdziale przeprowadzono redukcj¢ wielomianu charakterystycznego
macierzy ]70 do wielomianu drugiego stopnia W,* poprzez stopniowe wyzerowa-
nie parametrow reakgji. Proces ten sklada si¢ z trzech krokéw: najpierw zerujemy
wektor parametréw = (B, B, ), nastepnie parametr 8, a na koricu 8. Nastepnie
wykazujemy, ze uzyskany wielomian drugiego stopnia W000 ma p1erw1astk1 o ujem-
nych czesciach rzeczywistych.

Lemat 3.2. Macierz ] ma trzy ujemne wartosci wlasne A} = — B. <0, A =-n<0
oraz X, =(1-1,) 7 —pu<0.

Dowéd. Po rozwinigciu wielomian charakterystyczny W’ macierzy Jacobiego
J; mozemy przedstawi¢ w postaci:

W (A)=det (J; —AI) = (Fy, = A)(F,, = A)(E;, = A)-W,(}), (3.2.14)
gdzie

-A F, 0 F°

ly

°(A) = det (' —AI)=d By Bi=A B, E,
W (4) =det (J§ —AI) =det 3.2.15
T A L. T

FS(;J 0 Fsom F;Oyf_k

jest wielomianem czwartego stopnia zmiennej A.
Ze wzoru (3.2.14) oraz postaci pochodnych F7b, F0 o F , wynika natychmiast,
ze wielomian W)’ (1) ma trzy ujemne pierwiastki rzeczyw13te

) :_ﬁne <0, X, =—n<0 oraz A, =(1—7 )7 —p <0 (zalozenie 3.1.5). |
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Pozostale cztery pierwiastki Xl, X;, X;, /1(; wielomianu W7°(A) sg rownoczesnie pier-
wiastkami wielomianu W, ().

Zatézmy dodatkowo, ze oprécz wektora f = (B , B, a) = 0 takze , =0, i oznacz-
my przez J,’ macierz J§, w ktérej B, =0.

Dodatkowo oznaczmy przez X}, A, X, A pierwiastki wielomianu:

A 0 0 F"

ly

F® 3 F RO
W™ (L) =det (J* —AI)=det| . 2 3.2.16
! 4 B0 o om0 09

ES) 0 EY F®-2

5m 5y°

Z tego wzoru wynika, Ze jeden z pierwiastkéw wielomianu W, (1), oznaczmy go
00 77 1
przez A,’, ma warto$¢ réwng zero:

Réwnanie charakterystyczne macierzy J,’ ma zatem postac:

WS (A) =AW, (A)=A-det (J,' —AI) =0,

gdzie
0 0 F;’y‘i
J=| EY EY F;’y‘i ) (3.2.17)

Do zatozei f = (B, B, @) = 01i B, =0 dodajmy jeszcze, ze B, =0, i oznaczmy
przez ]| szczeglng postaé macierzy J|° odpowiadajacq temu zatozeniu™.

Rozpatrzmy wielomian:

-2 0 0
W*(A)=det (J;" —A)=det| F;° F)P-4  FY | (3.2.18)
EYORY RS-

* Dowdéd przeprowadza sie w trzech krokach, poniewaz przy redukowaniu wielomianu wyjscio-
wego do wielomianu drugiego stopnia w jednym kroku (8, B,, B, = 0) otrzymamy dwie zerowe war-
to$ci wlasne. Skorzystanie wéwczas z tego, Ze wyznacznik dowolnej macierzy jest réwny iloczynowi
jego wartosci wlasnych, czyli pierwiastkéw charakterystycznych, nie pozwoli ocenié, czy pierwiastki
tedla B, B, B, = 0 maja ujemna czes¢ rzeczywista.
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Po rozwinigciu wielomian ten mozemy przedstawié w postaci:
WP (A)=4- W, (A) =2-det (J;° = AI), (3.2.19)

gdzie

FO0 oo
]000_ 3m 3y°
, =

(3.2.20)
000 000
BN E

Zw wzoru (3.2.19) wynika, ze jeden z trzech pierwiastkéw A, 2, 22 wielo-
mianu W, (1) jest réwny zero. Przyjmijmy, Ze

20 =,

Lemat 3.3. Przy powyzszych zalozeniach oba pierwiastki A7 i 1 wielomia-
nu W, (1) = det (J;™ —AI) albo sa ujemne, albo maja ujemne czesci rzeczywiste.

000

Dowéd. Wartosci wlasne macierzy J,

stycznego:

sa pierwiastkami réwnania charaktery-

det (A, —AI)=0
réwnowaznego nastepujacemu réwnaniu drugiego stopnia:
2
A+ad+a, =0
o wspdtczynnikach:
_ 000 _ (77000 000
a =-trJ,” =—(F, +F5y ),

e

000 000 =000 000 =000
a,=det]," =F 'F''—F "F '/,
mosy 3y

5m

gdzie
7P
000 . - uy
sm = ThT >
p_
w'=p,

d

4 _ K. X y.—1 _ 7 ]
F°°€°=—hu_y KBWV+ w ﬁp+ﬂg y +i1 I—U—L +IL ,
3y r ﬁ}/p yP y ayp ayp )/P
=B ~i,(8—p+n)—ii,

o0 _ !

5m Z

-2
L7~
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Zgodnie z twierdzeniem Routha-Hurwitza, wszystkie wartosci wlasne macierzy
(3.2.17) maja ujemne czesci rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy:

a >0ia,>0. (3.2.21)

Zeby udowodnié lemat 3.3, wystarczy zatem pokazaé, Ze spetnione s3 nieréwnosci
(3.2.22). Kluczowe znaczenie ma tutaj ustalenie znakéw wszystkich pochodnych
tworzacych macierz J)*. Z zalozen 3.1.2, 3.1.3 oraz 3.1.6 wynika, ze F, " <0 oraz
F;)yof <0. Stad

=—tr ;" >0. (3.2.22)

W wypadku wspétczynnika a, = det J)* = F;’rgoFSOOO F. °°°F°°e°, po podstawieniach
i po uproszczeniu otrzymujemy:

—B . —wy’ +(n+0+g)+2i (6 —p+n)—p uy’
a,=i, 7. — — —,
uy’ =B
skad wynika, ze jeieli parametr i > 0jest odpowiednio duzy (zatozenie 3.1.3), spet-
niona jest nieréwnos¢ ¢ — p + n > 0 (zalozenie 3.1.2), oraz jezeli parametr ﬂ >0
jest odpowiednio maly (zatozenie 3.1.1) to

a, =det],” >0. (3.2.23)

Warunki (3.2.22) i (3.2.23), zgodnie z twierdzeniem Routha-Hurwitza (Gandol-
fo, 2005, s. 221-222)) implikuja, Ze obie wartosci whasne A7 oraz A} macierzy J;™
maja ujemne czesci rzeczywiste. u

3.2.4. Przywracanie dodatnich wartosci parametréw reakcji

W dalszej czesci dowodu twierdzenia 3.1, zaczynajac od lematu 3.4, bedziemy
stopniowo przywracaé dodatnie wartosci chwilowo wyzerowanych parametrow
B=(B,B,x),p,ip, oraz ponownie rozpatrywa¢ wielomiany charakterystyczne
wyzszych stopni W (), W (), W °(A) i W_(A), ustalajac wtasnosci ich pierwiast-
kéw charakterystycznych (wartosci wlasnych odpowiednich macierzy). W tym celu
bedziemy korzystac z lematu 3.3, z cigglosci wszystkich elementéw macierzy J', J,
J. 1] wzgledem parametréw 8, B, o, B, i B, a takze z ciaglosci wartosci whasnych
macierzy wzgledem elementéw macierzy. Ciagtos¢ elementéw wymienionych po-
wyzej macierzy wzgledem parametrow B, B, a, B, i B, wynika z analizy wzoréw
(3.1.1)-(3.1.7). Ciaglos¢ wartosci wlasnych macierzy Wzglqdem elementéw macie-
rzy jest z kolei znanym faktem matematycznym. Korzystajac z lematu 3.2 oraz ze
znajomosci elementéw macierzy J;°, udowodnimy lemat 3.4.
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Lemat 3.4. Dla odpowiednio malej wartosci parametru §, > 0 (i 8, = 0) warto-
$ci whasne A%, 12 1 A% macierzy J7° sa albo liczbami ujemnymi, albo liczbami ze-
spolonymi o ujemnej czgsci rzeczywiste;.

Dowéd. Poréwnajmy macierze:

00
0 0 F, 0 0 0
1y
00 __ 00 00 00 000 __ 000 000 000
J, =|E, E, F3ye oraz J," =| F,; F_ Fw
00 00 00 000 000 000
E E E” E
5m 5y 5U 5m 5y°

Macierz J;* otrzymujemy z macierzy J,’ przez wyzerowanie parametru reak-

cji B, > 0 we wszystklch elementach macierzy J,". Ponadto J;" — J;, gdy B, — 0.
Zgodnle ze wzorami (3.2.18) oraz (3.2.19)

W (A) = det (J™ —AI)=A-det (JO™ —AI),

co implikuje, ze dwie wartosci wlasne macierzy J, " sa réwniez wartosciami wias-
nymi macierzy J,".

Zlematu 3.3 wiemy, Ze pierwiastki A i 1" wielomianu W, () = det (J;*" —AI')
(otrzymanegodlaf= (BB, a)=0,8,=0ip =0)albo sa ujemne, albo maja ujem-
ne czgsci rzeczywiste. W kazdym z tych przypadkéw ich iloczyn jest liczba rzeczy-
wista, dodatnia®*:

Jo 22 0.

Jak wynika z réwnania W, (1) = AW, (1) (zob. wzér (3.2.19)), pierwiastki A",
A2 sq takze pierwiastkami wielomianu W0 °(2), ktorego trzecim pierwiastkiem )est
X =0. Ze wzgledu na ciagtosé macierzy ] 2" (zdefiniowanejdla f= (B, B, a) =0,
[3 =0ip,>0) wzgledem parametru > 0, dla odpowiednio malej wartosci g, > 0
pierwiastki 2 i 22 wielomianu (odpow1ada)qce pierwiastkom A2 i A7) réwniez
albo sa ujemne, albo maja ujemne czesci rzeczywiste, skad Wynlka 3¢ takze

AP 22> 0. (3.2.24)

Ze wzgledu na to, ze pierwiastki zespolone wystepuja zawsze parami jako liczby
zespolone sprz¢zone, trzeci pierwiastek wielomianu WY(A), oznaczony symbolem
12, jest liczby rzeczywista. Zeby udowodnié, ze jest liczbg ujemna, skorzystamy

** Jezeli pierwiastkami macierzy sa liczby zespolone, to sg to liczby zespolone sprzezone do siebie.
Iloczyn liczby zespolonej i liczby do niej sprzezonej jest liczba rzeczywista nieujemna. Jezeli liczba
zespolona ma ujemna cz¢s¢ rzeczywista, to iloczyn tej liczby z liczbg sprzezona do niej jest liczba rze-
czywista dodatnia.
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z tego, ze wyznacznik dowolnej macierzy jest réwny iloczynowi jego wartosci wias-
nych, czyli pierwiastkéw charakterystycznych®, a zatem

det ];)o _ )L(;O -X;O -}L(;O. (3.2.25)

Wykazemy, ze det J;* <0, co wobec nieréwnosci A2 - A2° > 0 implikuje, ze . < 0.
Ze wzoru (3.2.15) wynika, Ze wyznacznik (3.2.25) mozemy przedstawi¢ w postaci:

0 o0 F”
ly F® RO
00 _ 00 00 00 | _ 1500 3U 3m
det J,” =det| ] F, F3y5 —Flye -det(Foo FO"] ,
00 00 00 5 Tom
P;U P‘Sm Fsyf
gdzie
_ (1-%x)
fio?, :UK _ﬁp P Y b
’ y
PF—(n+0+ uy?
EY =—i|uy’ iy’ —(n 8) O+pu—n|— AN
(1-7,) W' =P,
— —iy?
T
r w'=p,
y
2
) —
Y P e UL 0P S B
" h (1-1,)
FSOL(/') = (Hyp )2 il'
Po podstawieniach i uproszczeniach dostajemy:
_pa-x) _(-T)B,
det ] = F% -(EFyn ~ FoEsy)=—i7 U Py ——(iy" )’ ,

n'-p,

> Wielomian charakterystyczny z definicji jest réwny:
W(A)=det(J-AI)=(A -A)-...-(A4, = A).

Po wymnozeniu wyznacznika det (J —AI) otrzymamy wielomian stopnia 7, ktérego wyraz wolny jest
réwny iloczynowi wartosci wlasnych. Zatem W(0)=det (J)=4,-...- 1.

n
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Wobec nieréwnosci 0 <x <1 oraz 0 <7 <1 z powyzszego wzoru wynika, ze
dla odpowiednio malych wartosci parametru  , >0 mamy:
y

det J;° <.

Stad, biorac pod uwage zaleznosci (3.2.24) i (3.2.25), otrzymujemy, ze dla odpo-
wiednio malych wartosci parametrow f >0 i ﬁ >0 trzecia warto$¢ wlasna ma-
cierzy J,’ jest llczbq ujemna (XY <0), a pierwiastki X2 i X albo sa ujemne, albo
majg ujemne czesci rzeczywiste. u

Ponizej, przywracajac dodatnia warto$¢ parametru 8 i korzystajac zlematu 3.4,
udowodnimy lemat 3.5 dotyczacy wartosci wlasnych macierzy J;:

0 F 0 F

1y°

0 0 0 0
FZU P‘Zl E E

2m 29°
L= . L Y (3.2.26)
P‘SU P;l F;m ng”
0 0 0
F'SU 0 FSm Fsyf

wystepujacych we wzorach (3.2.13)-(3.2.14), zdefiniowanych dla g = (B , B, @) = 0,
B,>0orazf >0.

Lemat 3.5. Przy zalozeniach 3.1.1-3.1.6, dla odpowiednio matych wartosci pa-
rametréw 8 >0, B >0 oraz B = (B, B, a) = 0 wszystkie wartosci wlasne X, XN
i mac1erzy J| sa albo liczbami ujemnymi, albo liczbami zespolonymi o ujemnej
czgsci rzeczywiste;.

Dowdd. Dowdd jest podobny do dowodu lematu 3.4. Zaczniemy go od rozwa-
zenia macierzy:

00 00 00
] 00 2U O FZ m 2y°
= b

4 00 00 00
F~ 0 FE :
3y°

00 00 00

E. 0 FE
5U 5y

ktéra pojawia si¢ we wzorze (3.2.15). Macierz ] jest otrzymywana z ], poprzez
zerowanie parametru 8, we wszystkich elementach macierzy J". Poza tym mamy:

Ji =) gdy B, — 0. (3.2.27)
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Zgodnie ze wzorem (3.2.15):
-2 0 F®
ly
W (A)=det (J) —AI)=A-det(J; ~AI)=A-det| By F -4 E7 | (3.228)
FOO FOO FOO _)L

5U 5m 5y°

Z réwnania tego wynika, ze macierz J;° ma trzy wartosci whasne A7, A% i A7, ktdre
sa identyczne z warto$ciami wlasnymi macierzy J;°. Jak pokazano w dowodzie le-
matu 3.4, dwie warto$ci wlasne A2 i 12’ sq liczbami ujemnymi lub liczbami zespo-
lonymi z ujemnymi czesciami rzeczywistymi. Trzecia wartos¢ whasna A2° macierzy
J? jest liczba ujemna,

22X <0. (3.2.29)

Z nieréwnosci tej wynika réwniez, ze czwarta warto$é wlasna A% macierzy J* jest
4 4
rdwna zero,

00 _
A% =,

Stad, biorac pod uwage zaleznos¢ (3.2.27) i ciaglos¢ wartosci wlasnych macie-
rzy J, wzgledem jej elementéw, dla odpowiednio matej warto$ci parametru > 0
trzy wartosci wlasne A, A° i A9 macierzy J, (odpowiadajace wartosciom wiasnym
A2, XY i AY) sa réwniez liczbami ujemnymi lub zespolonymi z ujemnymi czescia-
mi rzeczywistymi. Pozostaje do zbadania czwarta wartos¢ wlasna A macierzy J|
odpowiadajaca warto$ci wlasnej AY° = 0 macierzy J;".

W tym celu okreslimy znak wyznacznika:

0 0 0 10 10
det], =4, A, -7 -A,
wykorzystujac nieréwnosci:
A0 <0, 22 >0 (3.2.30)

(druga nieréwnos¢ jest identyczna z nieréwnoscia (3.2.24)).
Ze wzoru (3.2.24) wynika, ze

0 0 0
det ]4 :_Fll 'Al _Fl),e 'Az’

gdzie:
_ V? _ W(I—K ) _ (l—xw)
E) =-UxB,(1-x )—<0, F° =Ux P > V_Bp ’
Py’ Ly ay’ P
By B E, B, E B,
0 0 0 0 0
A =det| F,, F_ F3yc , A ,=det|F), F, E
By B K B, 0 E,

5U 5m 55¢
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Pierwsza skladowa wyznacznika det J| jest rowna (-F,-A) i jest zbiezna do
zera, gdy 0 < x_< 1 jest zbiezne do 1 (zalozenie 3.1.4).
Wyznaczniﬁ macierzy A, po rozwinigciu i uproszczeniu przyjmuje postac:

A, =Fy(-FE, )+ E, (B E).

Podstawiajac do tego wzoru elementy wyznacznika A,, po uproszczeniu otrzymu-
jemy:

Zop _
uy 2,8ye +Kpﬁye .(1 T,) ,Bye.
uy’ B, wy'—B,

y

A, =y’ )imp,V

Z tego wzoru wynika, ze jesli warto$¢ parametru reakcji 8 | >0 jest odpowiednio
matla (zalozenie 3.1.1), to: g

A, >0.

Jednoczesnie, gdy 0 <% <1 jest zbiezne do 1 (zalozenie 3.1.4), wéwczas:

1y

F° =Ux(ﬁ”’(1_;{")\7—B”(I_Kw)]w.
uy” y’

W konsekwencji, jesli wartos¢ 0 < k< 1 jest odpowiednio bliska 1 (zaloZenie
?.l.fl), a wartosci parametrow >0, 8, > 01 ﬁye >0 sa odpowiednio mate (zato-
zenie 3.1.1), to

det J| =20 -2 -0 -2 > 0. (3.2.31)

Poniewaz A’ < 0, odpowiadajaca jej warto$¢ wlasna A? macierzy J; dla odpo-
wiednio matej warto$ci parametru 8 > 0 moze by¢ liczba ujemna lub liczba zespo-
lona z ujemna cz¢scia rzeczywista.

Jezeli A < 0, to ze wzgledu na ciaglos$¢ warto$ci wlasnych macierzy J; wzgledem
jej elementow, uwzgledniajac zaleznosci (3.2.25) i (3.2.28), dla odpowiednio malej
warto$ci parametru 8 > 0 otrzymujemy:

0 0 0
2202 <0,

co w $wietle nieréwnosci (3.2.31) implikuje, ze A9 < 0.

Rozwazmy drugg mozliwo$¢, to znaczy, ze wartos¢ wlasna A? jest liczba zespolo-
na z ujemna czescia rzeczywista. Poniewaz zespolone wartosci wlasne (pierwiastki
wielomianu) zawsze pojawiaja si¢ jako liczby sprzezone, czwarta wartos¢ wlasna
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A2 musi by¢ wartoscia sprzezona do A majaca taka samg ujemng czes¢ rzeczywi-
sta jak A2,

Wezesniej wykazalismy, ze A2, A) i A2 sg liczbami ujemnymi lub zespolonymi
z ujemnymi czgsciami rzeczywistymi. Zatem powyzsze dwie uwagi dotyczace war-
tosci A? uzupetniajg dowdd lematu 3.5. u

Zeby dokoriczy¢ dowdd twierdzenia 3.1 o lokalnej asymptotycznej stabilnosci
stanu stacjonarnego modelu (3.1.1)-(3.1.9), zauwazmy, ze zgodnie z lematami 3.1
i 3.5 wszystkie wartosci wlasne A}, A3, A3, A7, A7, A, A) macierzy J? zdefiniowanej
we wzorze (3.2.13) sa liczbami ujemnymi lub zespolonymi z ujemnymi czgsciami
rzeczywistymi, poniewaz

WP () =det (J) —AI) =((1—7)F —p—=2)(=n=2)(=B.. —1)-W/(A).

Macierz ]70 otrzymuje si¢ z macierzy Jacobiego ], poprzez wyzerowanie wektora
parametréw 8 = (B , B, «) > 0. Ponadto mamy:

=T, gdy f—0.

W zwiazku z tym oraz z ciaglosci wartosci wlasnych macierzy J, wzgledem jej ele-
mentéw mozemy wnioskowad, ze wszystkie wartosci wlasne )Ll, AZ, )\,3, A » AS, Aé i ?L7
macierzy Jacobiego ], s3 liczbami ujemnymi lub zespolonymi z ujemnymi czescia-
mi rzeczywistymi. Dowodzi to prawdziwosci twierdzenia 3.1 o lokalnej, asympto-
tycznej stabilnosci modelu (3.1.1)-(3.1.9). u

3.3. Twierdzenie o stabilnosci modelu KMG z regutg
Taylora i kredytem inwestycyjnym

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ udowodnieniem twierdzenia o lokalnej asymp-
totycznej stabilnosci stanu stacjonarnego modelu KMGT z kredytem inwestycyj-
nym.

Przed przystapieniem do sformutowania twierdzenia o stabilnosci i prezentacji
jego dowodu przypomnijmy intensywng posta¢ modelu KMGT z kredytem inwe-
stycyjnym z rozdziatu drugiego (wzory (2.3.13)-(2.3.20)).

* Tloczyn sprzezonych liczb zespolonych AS = (a + ib) oraz A} = (a—ib) réznych od zera jest zawsze
dodatni, poniewaz (a+ib)(a—ib)=a’ +b* > 0. Stad w $wietle nieréwnosci (3.2.29) mamy l‘l ‘Xg >0
oraz AZ -k(; >0, co oznacza, ze det ]f: = )Li -7@ ~?L°6 -)L(; > 0.
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Model KMGT z kredytem inwestycyjnym w postaci intensywnej

U=E(U, L,y v, A1, b, y,y%), (3.3.1)
izP'z(U, Ly, v, A1 by, v, (3.3.2)
n°=F(U,L7ny",v,A,r1, b,y,y%), (3.3.3)
Y =FEU,L7r%y" v, A, b,y,yd), (3.3.4)
v=FU,L7x"y v, A 1,b,5,y%), (3.3.5)
A= E(U,L7ny" v, 4,1, b,y,yd), (3.3.6)
r=EU,Ln%y v, 4,1, b,y,y"), (3.3.7)
b= EU,1,ny v, 4,1, b,y,y"), (3.3.8)

gdzie:
y'=(1-1,) yU+i(y  —yU—-8—1A—p°)+i,(u—u)—iA+5+g+

+K(ﬂw(l—xp)(V—V°)—ﬁp(l—xw)(u—u"))+n+ﬁg(y—j— j (3.3.9)
"\
y=y"+BB.y —Bv+
+yeﬁz(K(ﬂw(l—xp)(V—V")—/BP(l—KW)(u_uO))+n+ﬂE[y—j— D (3.3.10)
"y

Wartos$ci zmiennych powyzszego modelu w stanie stacjonarnym opisuja naste-
pujace rownania:

g=—"
1-7,)w’
T-9
V b
y'= byt ',
1+ ,BWﬁNI, +Bn)n+p
—e _ —d

Y=Y,
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:ﬁ’
—p e
7= )”
n
)—LzX’i3(1—TC)+nil—ilp"(l—Tc)
i,(1-7_)+ni +7i
., ¥ -Uy-é-p
F=r’= = ,
A
E:g_ch_)_Twﬁy
n+mT-r7
u=u’,
V=V
y =wy’,
__(1—)_L)n—7t7L
P= 1-71 ’
=P,
c=y'-n-6-g

Analizowany stan stacjonarny jest lokalnie asymptotycznie stabilny. Definicja
takiej stabilnosci w odniesieniu do stanu stacjonarnego modelu KMG opisanego
wzorami (3.3.1)-(3.3.10) jest nastepujaca.

Definicja 3.2. Stan stacjonarny (U, [,7°, 7°,¥,A,7,b) modelu (3.3.1)-
(3.3.10) jest lokalnie asymptotycznie stabilny, jezeli istnieje takie jego oto-
czenie U(U, 1,7, 7,7, A,7,b), ze kazda dopuszczalna trajektoria modelu
(3.3.1)-(3.3.10) wychodzaca ze stanu poczatkowego nalezacego do otoczenia
u(u, 1,7, v, AT, E), jest zbiezna do stanu stacjonarnego.

W dowodzie stabilnosci przyjmujemy ponizsze zalozenia.

Zalozenie 3.3.1. Warto$ci parametréw reakcji 8, B, a, B> B, >0 wy-
stepujacych w réwnaniach przedstawionych w tabeli 2.1 sa onow1e<fmo matle.

Zgodnie z zalozeniem 3.3.1 produkcja Y jest okreslana gléwnie na podstawie
oczekiwan popytowych Y*. Zmiany oczekiwan inflacyjnych 7° sa silnie stabili-
zowane przez staly czynnik 7° odzwierciedlajacy inflacje w stanie stacjonarnym.
Ponadto odchylenia wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnych od jego nor-
malnego poziomu (u - u°) w niewielkim stopniu wplywaja na inflacje p, a odchyle-
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nia wskaznika zatrudnienia od jego naturalnego poziomu (V - V°) stabo wplywaja
na dynamike ptacy nominalnej w. Wrazliwo$¢ nominalnej stopy procentowej r na
odchylenia stopy wzrostu cen od stopy inflacji w stanie stacjonarnym (p—7) oraz
na odchylenia wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnych od jego normalne-
go poziomu (u - u°) jest niewielka.

Zalozenie 3.3.2. Wartosci parametréw reakcji i, i, > 0, wystepujacych w réw-
naniu opisujacym wielko$¢ inwestycji (2.1.5) sa odpowiednio duze.

Zgodnie z zalozeniem 3.2.3 przyjmuje sig, Ze wielkos¢ inwestycji silnie reagu-
je na odchylenia wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnych od jego normal-
nego poziomu (u — u°) oraz na réznic¢ miedzy granicznym poziomem zadluzenia
w stosunku do nominalnej wartosci kapitalu rzeczowego a rzeczywista wartoscia
catkowitego zadtuzenia sektora prywatnego w stosunku do nominalnej wartosci
kapitatu rzeczowego (A% - A).

Zatozenie 3.3.3. Wartos¢ parametru reakcjix (0<%, < 1) wystepujacego w réw-
naniu dynamiki plac nominalnych (zob. tabela 2.1) jest odpowiednio bliska 1.

Zgodnie z zalozeniem 3.3.4 stopa inflacji jest bardziej wrazliwa na réznice¢ mig-
dzy tempem wzrostu ptac nominalnych w a tempem wzrostu wydajnosci pracy
n = x / x niz na oczekiwang stope inflacji .

Zalozenie 3.3.4. Warto$¢ parametru reakcji ,Byc wystepujacego w réwnaniu opi-
sujacym stope wzrostu oczekiwanej sprzedazy (zob. tabela 2.1) jest odpowiednio
duza (spetniona jest nieréwnos¢ ﬁys >uy?).

Stopa wzrostu oczekiwanej sprzedazy Y° silnie reaguje na wzgledny blad ocze-
kiwari dotyczacych wielkosci realnego popytu (Y¢ —Y*)/Y*.

Zalozenie 3.3.5. Spelniona jest nieréwnos$¢

r—-m<n.
Zgodnie z zalozeniem 3.3.5 nominalna stopa procentowa w stanie stacjonarnym

(r —7) jest mniejsza od stopy wzrostu wydajnosci pracy n.

Twierdzenie 3.2. Jezeli spetnione sg zalozenia 3.3.1-3.3.5, to stan stacjonarny
modelu (3.3.1)-(3.3.10) jest lokalnie asymptotycznie stabilny.
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3.4. Dowdd twierdzenia o stabilnosci modelu KMG
z regutg Taylora i kredytem inwestycyjnym

3.4.1. Ogdlna charakterystyka dowodu

W celu udowodnienia twierdzenia 3.2 wykazemy, ze czesci rzeczywiste wszyst-
kich warto$ci wlasnych (pierwiastkéw charakterystycznych) macierzy Jacobiego J
rozpatrywanego modelu w stanie stacjonarnymx =(U, [, 7°, y*, ¥, A, 7, b) sa ujem-
ne. Zeby to wykaza¢, macierz Jacobiego modelu w stanie stacjonarnym J, bedziemy
rozpatrywac jako ciagla macierz funkcyjng parametréw: 8, B, o, B, , B, , B, B, B..-

Macierz Jacobiego modelu (3.3.1)-(3.3.10) w stanie stacjonarnym'w ogéfnyryn
ujeciu ma postac:

F, ¥, E. E. K, K, E F
F, K FE. F. E, FE, E F,
F, K, EF. F.  E E, F F,
. F, F, F_. F_ F, F, F, F, )
F, E, E. E_E, FE FE E,
Fo ¥y E,. F. E, F, F, K,
E, E, E. E. E E, F F,
Fo B E. F,. K, F, F F

Elementy macierzy J, stanowiag wartosci pochodnych funkcji wystepuja-
cych po prawej stronie réwnan (3.3.1)-(3.3.8), obliczane w stanie stacjonarnym
x=U,1,7°y°v,A,7,b). W 0gélnym zapisie przedstawiamy je nastepujaco:

F =—4 , (i,j=12,...,8),

gdzie indeks i = 1, 2, ..., 8 odpowiada kolejnym funkcjom modelu (3.3.1)-(3.3.8)
oraz:

x,=U,x,=l, x,;=7°, x,=y° x,=v, x,=4, «x

Wartosci wlasne (pierwiastki charakterystyczne) A , ..., A, macierzy J, sa pier-
wiastkami réwnania charakterystycznego tej macierzy postaci:

W,(A) =det (J, —AT) = 0.
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Zeby wykazad, ze wszystkie pierwiastki A, maja ujemne czesci rzeczywiste,
podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.1 zastosujemy metode kaskady macie-
rzy stabilnych. Metoda ta jest podzielona na cztery etapy. Na pierwszym etapie
wyznaczamy macierz Jacobiego w stanie stacjonarnym J,. Na drugim etapie re-
dukujemy wielomian charakterystyczny macierzy Jacobiego J, do wielomianu
drugiego stopnia W, poprzez wyzerowanie parametréw reakcji. Zerowanie pa-
rametréw odbywa si¢ w trzech krokach: najpierw zerujemy wektor parametréw
B=(B,B,x B , B, ), nastgpnie parametr f8 , a na koicu parametr ,8 Na kolejnym
etapie wykazu]emy, ze otrzymany wielomian drugiego stopnia W ma pierwiast-
ki o ujemnych czesciach rzeczywistych. Na ostatnim czwartym etaple wykazuje-
my, na podstawie wyniku trzeciego etapu, Ze wyjsciowa macierz Jacobiego J, ma
pierwiastki o ujemnych czesciach rzeczywistych, poprzez stopniowe przywraca-
nie dodatnich warto$ci wczesniej wyzerowanych parametréw.

3.4.2. Macierz Jacobiego modelu

W dowodzie stabilnosci stanu stacjonarnego interesowaé nas bedg w pierwsze;j

i

. - oF . . o
kolejnosci wartosci pochodnych F; e macierzy Jacobiego ], opisanej wzo-

Jlx=x

rem (3.4.1) z wyzerowanym wektorem pigciu parametréw reakcji:
b=,y B,,B,)=0
Macierz takich pochodnych bedziemy zapisywac jako:
Jy =T,(B=0).

W analogiczny sposéb bedziemy oznaczaé poszczegélne elementy macierzy J:

OF,
0_ i _ . .
F, = (B=0), (i,j=1,...,8),

gdzie:
J— —_— — e —_— e — —_— —_— —_—
x, =U,x,=1, x,=7°, x,=)° x,=v, x,=4, x,=r, x,=b.

Ze wzgledu na specyficzng postac funkcji F (), ..., F,(-) z uktadu (3.2.1)-(3.2.8),
korzystajac z lematu 3.1, pochodne FJO otrzymujemy, zerujac parametry f8 , 8, a,
B. » B, w réwnaniach (3.3.1)-(3.3.8), a dopiero pdzniej obliczajac pochodne tak
zmocfyﬁkowanych funkeji F (), ..., F,(") wzgledem zmiennych x .



3.4. Dowdd twierdzenia o stabilnosci modelu KMG z regula Taylora i kredytem inwestycyjnym 141

Zatem macierz Jacobiego J, z wyzerowanymi parametramif8 , B, «, 8, , B, ma postac:
P u

0O F 0 F., 0 0 0 0
ly

E, By E. E. 0 E E 0

0 0 F;;g 0 0 0 0 O
. F, 0 F. F. 0 F, F 0
0=

By Fy E. K. E, F E 0

By Fy E, F. 0 F F 0

o 0 0 O 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0

FSU E E E E FBOA P;lor F8h

81 87t 8y° 8v

Pochodne F wyznaczamy analogicznie do dowodu stabilnosci modelu KMG
z rozdziatu plerwszego Wiekszos¢ pochodnych funkgji F ma postaé podobng do
pochodnych macierzy Jacobiego modelu (3.1.1)-(3.1.7), dlatego w tym dowodzie
przedstawimy jedynie te wartosci pochodnych Fij ktdre sa niezbedne w dowodzie
stabilnosci stanu stacjonarnego.

Uwaga 3.2. Z postaci funkcji E, E,, ..., F; wystepujacych po prawej stronie ukta-
du (3.2.1)-(3.2.8) wynika, ze sa to funkcje rézniczkowalne wzgledem wszystkich
zmiennych modelu, to znaczy zmiennych U, [, ..., b, zaréwno dla wartos$ci parame-

tréw reakcji 8, B, a, ., B, >0,jakidlaf, B, a B ,fB =0.

Wielomian charakterystyczny W, (1) macierzy Jacobiego J ma postaé:

W/ (A)=det (J; -AI)=

-A E) 0 F°, 0 0 0 0
ly
0 0 0 0 0 0
E, E,-A E. E. 0 E E 0
0
0 0 F. -2 0 0 0 0 0
F,, 0 F’ - 0 F, F, 0
4n¢ 4y° 47 4r
=detl o g0 po F° F -\ FE F o |
5U 51 57¢ 5y° 5v 51 5r
0 0 0 0 0 0
F‘éU FGI 6m¢ 6y° 0 P'é?t _A' P'ér 0
0 0 0 0
0 E) 0 > 0 0 E’ =2 0
F° F° F° F° F° F° F° F°-)

8U 8l 87¢ 8y° 8v 81 8r 8b
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gdzie:
_ 72
Fl?:_UKﬁw(l_Kp)ﬁyp’
_ l-% ) -
P‘loe:UK ﬁw(_ - p)V—ﬁp( ~ w) ’
y 7 5

v ' B,
_wy'-2p.,
Ey=xB,(1-%,) V">
',
O 0
27 ‘7 Hyp—ﬁyg’

S (1-%)_ (1-x% ) }’de—l ~ .
FOC:—% K Bw P V_ﬂp w +Be y +l'1(l—U)+lL ’
2y Vv lij }/‘D y ljyl’ yp
0 i ﬁyl" ﬁyp
E R A

my’ 28,

B=-2. i),

V.owm'-p,
P‘Sne :ﬁnf (a_l)s

Fy =@y’ )i,

F40ne - —ilﬂy p,
5. i
nyﬁ :ﬁy“ +Kﬂp(l—}cw)u _uypl1(l_U)_uy‘Dy—2p,

F40)> = ﬁ}/‘p(ilr + i3 )’
F40r = ﬁypil)L’
1-7 —i

E) =———1(wy’)>

uy’ -,

y
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72
. __Kﬁw(l—xp)V ’

uy' B,
0o ___ i’
57r5__—P_ ’
D
_ 1-%x ) 1-% 7i
ﬁy"[(l—rW)UJrilUJrlZerwc[ﬁW(_ ; ")V—'BP( — J—i1+_mlp+ﬁch
u u
B o1 y y Y y )
& wy' =B,

y

0 (i7"
FSA:(erH3)ﬁy"-ﬁ 1+v)
r
TP

F=id—2 (1+v),
uy’—B.
Yy
iuy? —(1-7 ) B, _
ARSI — L 1-2)+(1-1,) |wyhs
uy’ =B,
(=% )a-2
FGOIZKVZB w.,.x_l’}b,
ow-g. w
_, o
F =i —2 (1-2)-1,

6m° Zl— p
uy’ =B,

P:e =(1—A)(—ig)_(l_’[c)(l_(j)_(x(xpﬁw%+ﬁpL]J z,
y g 4

. A . — .1 1 1
gdzie lye z_ll(l_U)_l27_K[ﬁw(l_K")Y_ﬁ"(l_KW)Fj_ﬂye )

¥l -1

¥

, (-1 )T+1-0)i + 2 +x
ye_ ~ yP uyp

ﬂw(i—m,)v_ﬂp(l—xw)}_l
yP

>

oraz —— 5
uy uy _ﬁye

Fo_ ERYZR ﬁyp P
6/1——n—(l—/l)(zlr+13)T+(1—Tc)r—7r,
uy’ — B,
y
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. ~ _
F :-m%u—xna—rc)x,

K
Foezﬁ‘x p_B"V_{_ﬁ_P _|_ﬁ. i’
7y I I yP ty yP

0 —_—
F,=r—(n+m)

(w dowodzie twierdzenia 3.2 pozostate wartosci pochodnych funkgji F,’ nie sg po-
trzebne).

3.4.3. Redukcja stopni wielomianéw

W tym podrozdziale upraszczamy wielomian charakterystyczny macierzy J, az
do uzyskania wielomianu drugiego stopnia W,"*. Proces ten polega na stopniowym
wyzerowaniu parametrow reakgji: najpierw wektoraﬁ BB,y P, ﬁ ), nastepnie
parametru ﬂ a na koncu ﬁ Naste;pnle wykazujemy, ze p1erw1astl'{1 otrzymanego
wielomianu WOOO maja ujemne czesci rzeczywiste.

Lemat 3.6. Macierz ]8 ma cztery ujemne wartosci wlasne Al = —ﬁﬂe, )Lz =-n,
A, =—Pp, oraz A, =r —(n—7) <0 (zalozenie 3.3.5).

Dowéd. Po rozwinieciu wielomian Wy’ mozemy przedstawi¢ w postaci:
W, =det (J] —AI)=(F,, —A)(Fy, = A)(E, = A)(Fy, —4)- W, (), (3.4.2)
gdzie
-A F, F° 0
Ly

F, B-A F,F

E, 0 F . -A F

F’ F) -2

6U 6l 65" 6

WO(A) =det (J° — AI) = det
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Ze wzoru (3.4.2) wynika natychmiast, ze wielomian W, (1) ma cztery ujemne
pierwiastki rzeczywiste:

M==PB.<0, X,=-n<0, X;=-f, <0, &, =r—(n-7)<0
dlag .,n, B ,7>0,r—(n+7)<0 (zalozenie 3.3.5). [

Pozostale cztery pierwiastki )U;, A‘;, A‘;, A‘; wielomianu WS"(/\) sg rownoczesnie
pierwiastkami wielomianu W} (1).

Zatézmy dodatkowo, ze oprécz wektora = (B, B,, &, B, , B. ) takze parametr
reakcji B, jest réwno 0, i oznaczmy przez J©° macierz J, w Ktérej B, = 0. Ponadto
jako XY, A, X%, A% oznaczmy pierwiastki wielomianu:

-2 0 F® 0
1y
F® _3 F F
009\ _ 00 _ v 2)° 24
W.”(A)=det (J,” —AI)=det o F0_p B | (3.4.3)
4y 43
I )
gdzie:
_ B(-x)
Floof— UKﬂP—PW,
’ y
o @' (-7 )b, —im’
YoV ',
d
P (I-x%,) y.—1 i
Ff‘{,z—% —Kﬁ" —+f +i1(1—U)+l—2P ,
¢ 4 y Ty y
ZP b
B =G +i)
Vo owl -,

F4OL(; :(ﬁyp)zip
5. . i
F4O}(/)B :Byf +Kﬁp(1—KW)u_uypll(l_U)_uypy_zp’

E) =uy" (i +i,),
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iuy’ —(1-7,)
Fy=| - 4 by (1-2)+(1-7,) [w",
w'-B,

. __ xp
F =1-1)(-1)-1-7)A-U)-—"4,
y y y

iy’
F00 -n—(1- A)(zr+1)—+(1—rc)?—ﬁ,
-8,
d
AC NP S
yP ¥ ﬁy.ﬂ

oraz

gdzie i . :—il(l—ﬁ)—l—2+
y P

(1-1,)0+(1-0)i+ 2 +K[ B(I_P“W)J_
y* y

-1
uy’ w'-B,

Ze wzoru (3.4.3) wynika, Ze jeden z pierwiastkéw wielomianu W, (1), oznacz-
my go przez A, jest réwny zero:

00 _
A=0
Réwnanie charakterystyczne macierzy J;° ma zatem postac:

W) =AW™(2) =0,

gdzie
-A  F% 0
ly
W' (A)=det (J; —AI)=det| Fy F).-A  F}
Ej R B

Zatézmy dodatkowo, ze oprécz = (B, [32, o B B )=0ip, =0, réwniez para-
metr 8 jest réwny zero, i oznaczmy przez J** szczegdlng postaé macierzy /% od-
p0w1ac€ajqcat temu zalozZeniu.

Rozpatrzmy wielomian:

-A 0 0
W(3)=det (1 ~AI) =det| S F -3 ¥
000 000 000
FéU Fﬁ 5 Fsk —A
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gdzie:
F4o[(;0 _ (ayp )21-1’

F™ =8, —Hypil(l—U)—Hy”l—z,
y 5"

4y
EY =uy’(ir+i,),
iuy? —(1-7,) B

Ey = — C1-A)+(1-T) [
uy’ =B

B =(1=-1)(-1,)~(-7)1-D),

FOO()__ (1_ ; ; ﬁyp _ F—T
o =—n—(1 A)(llr+z3)T+(l T,)7 -7,
v’ —

e

y

yl -1

iy
uy’

P
gdzie lye— i(1-U) 7 ﬁye oraz

_ i
yo1 A=r)T+-D)i+ o1

ﬁy_

uy'-B,

Pierwiastki wielomianu W**(2) to )L(;OO, 7@00, )C;OO. Jeden z tych pierwiastkéw row-

niez ma warto$¢ réwna zero, niech to bedzie na przyklad
00
X’ =0.
Wielomian W** (1) mozemy zatem przedstawié w postaci:
W3000 ()L) — )LVVZOOO()L) — 0’

gdzie

000 RO
W™(2) = det (J*° —AI)=det| " "

o0 FO _ 3
8y° 81

(3.4.4)

Lemat 3.7. Oba pierwiastki A, i A, wielomianu W," ()= det (Ji° —AI)=0
albo s3 ujemne, albo maja ujemne czesci rzeczywiste.
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Dowéd. Pierwiastki wielomianu W, (1) s3 rozwiazaniem réwnania:
det (AJ;* —AI)=0

réwnowaznego nastepujacemu réwnaniu drugiego stopnia:

X+ahr+a, =0, (3.4.5)
gdzie:
a, =—trJ)%,

a, =detJ;*.

Zgodnie z twierdzeniem Routha-Hurwitza wszystkie wartosci wlasne macierzy
(3.4.4) maja ujemne czesci rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa na-
stepujace nieréwnosci:

a>0 1 a,>0.

Wykorzystujac przedstawione powyzej wzory, mozemy obliczy¢ wspétczynniki a,
i a, wielomianu (3.4.5):

a =—trJ,"° = _(Ffff’ +E), (3.4.6)

a,=det]}" = F™EY ~F'F. (3.4.7)

e 6A

Po podstawieniu do wzoru (3.4.6) wartosci F"* i F/* otrzymujemy:
y

1

— — Y4
a,=- ﬁyc—ﬁy"il(l—U)—ﬁiz—n—(l—?u)(il7+i3)ay%+(l—rc)7 .

Yy
Dla odpowiednio duzej wartosci parametru 7, > 0, spetniajacej nieréwnos¢:

B, —i,(1-T)-n-(-D)F+i) 2 (-1 )7
’ uy" —p

e

J

<i
u z

wspdtczynnik a ma warto$¢ dodatnig (a, > 0).
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Korzystajac ze wzoru (3.4.7), mozemy wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika a,:

— | — uy?
azz(ﬁye—ﬁy"il(l—U)—ﬁy"%J —n—(l—l)(ilr+i3)b_ly#+(l—fc)7 +

e

y
—uy?(i,r+i,)x

(1-7,)T+1-0)i,+ 2 -1

. — .1 ¥ — _
X ll(l_U)+127+ﬁyf ﬂyp—ﬁyc (1-4)-1-7,)1-0U) |.

Dla parametru ﬁ > uy” oraz dla odpowiednio duzej wartosci parametru i, wspot-
czynnik a, jest dodatni (a, >0).

Z tw1erdzen1a Routha-Hurwitza Wynika zatem, ze dla odpowiednio duzej war-
tosci parametru i, >0 oraz B>y ? wartosci wlasne i X" maja ujemne czesci
rzeczywiste. u

3.4.4. Przywracanie dodatnich wartosci parametréw reakcji

W dalszej czesci dowodu twierdzenia 3.2, zaczynajac od lematu 3.7, bedziemy
stopniowo przywracaé dodatnie wartosci chwilowo wyzerowanych parametréw
B=@,B, P, ﬁ )=0, B i iB,i ponowme rozpatrywac wielomiany charakte-
rystyczne Wyzszych ‘stopni W°°(7L) W/ (A), W, (1), W,(2), ustalajac wlasnosci ich
pierwiastkow charakterystycznych (wartosc1 wlasnych odpowiednich macierzy).
W tym celu bedziemy korzystac zlematu 3.7, z ciaglosci wszystkich elementéw ma-
cierzy J1', 3, Jo i ], wzgledem parametréw 8, B, a, ﬁ B, - B, 1B, atakiez ciaglosci
wartosci wlasnych macierzy wzgledem elementéw macierzy. Clqgiosc elementéw
wymienionych powyzej macierzy wzgledem parametréw f8 , B, , ﬂ B.B,iB,
wynika z analizy wzoréw (3.2.1)-(3.2.9). Ciaglos¢ wartosci whasnych macierzy
wzgledem elementéw macierzy jest z kolei znanym faktem matematycznym (Lo-
jasiewicz, 1988, s. 70, twierdzenie o ciaglosci pierwiastkéw wielomianu wzgledem
parametréw wielomianu). Korzystajac z lematu 3.7 oraz ze znajomosci elementéw
macierzy J;’, udowodnimy lemat 3.8.

Lemat 3.8. Dla odpowiednio matej wartosci parametru f >0 (i 8 =0) pier-
wiastki A, 121 A}’ wielomianu W, (1) = det (J° — AI) sa albo liczbami ujemnymi,
albo liczbami zespolonymi o ujemnej cz¢sci rzeczywistej.

Dowéd. Wielomian charakterystyczny macierzy J;" jest funkcja ciggla zmiennej
B, =0, a wigc dla odpowiednio matych wartosci parametru >0 macierz J ' ma
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dwie warto$ci wlasne A2 i A3 ujemne lub bedace liczbami zespolonymi o ujemnych
cz¢sciach rzeczywistych. Pokazemy teraz, ze trzecia wartos¢ wlasna macierzy J;' ma
ujemna czes¢ rzeczywista. Zeby to zrobié, skorzystamy z zaleznosci:

det J™ = 1200 ), (3.4.8)

Warto$ci wlasne A’ i A} sa ujemne lub sa liczbami zespolonymi o ujemnych czes-
ciach rzeczywistych, co oznacza, ze ich iloczyn jest liczba dodatnig. Jesli wyznacz-
nik (3.4.8) ma ujemna warto$¢, to trzecia wartos¢ wlasna 17’ jest ujemna.

Warto$¢ wyznacznika (3.4.8) mozemy przedstawi¢ w postaci:

FOO FOO _ ﬁ (1_ K )
00 __ 00 4U 41 | _ p w
det]"=—F" [FOO FOOJ - Ux—yp A,

6U 61

FOO FOO
gdzie A =det { I 4(?0 .
Fy
Z tego wzoru wynika, ze znak wyznacznika det J,° zalezy od wyznacznika A, kt6-

ry jest rowny:

A=@@")|| - _m@_z)— i —| (1— )—M(l—x) i
=(uy n o B, i T, =y i |

Y Y

Dla wartosci parametru 8, > uy” warto$¢ wyrazenia
Y

1-7
(1-71 )—ﬂ(l—ﬂ
Cow-B,
jest dodatnia. Oznacza to, ze dla odpowiednio duzej warto$ci parametru i, > 0 wy-
znacznik A jest ujemny, a wigc warto$¢ wyznacznika macierzy J" jest ujemna, co
zapisujemy:

det ]’ <O0.

W konsekwencji macierz J ma trzy wartosci wlasne A, 2, A} ujemne lub dwie
zespolone o ujemnych czesciach rzeczywistych i jedna ujemna. u
Lemat 3.8 oraz znajomos$¢ macierzy J; umozliwiaja z kolei dowdd lematu 3.9.

Lemat 3.9. Przy zatozeniach 3.2.1-3.2.5 dla odpowiednio malych wartosci para-
metréw ﬁp >01ip, >0 pierwiastki A}, 7, X i A, wielomianu W, (1) =det (J| —AI)
sa albo liczbami ujemnymi, albo liczbami zespolonymi o ujemnych czgsciach rze-
czywistych.
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Dowéd. Dowdd tego lematu przebiega identycznie jak dowdd lematu 3.5.

Wielomian charakterystyczny macierzy J jest funkcja ciagla zmiennej g, > 0,
a wiec dla odpowiednio matej warto$ci parametru f8, >0 macierz J; ma trzy war-
tosci whasne A7, A} i A bedace liczbami ujemnymi lub liczbami zespolonymi o ujem-
nych czesciach rzeczywistych. Pokazemy teraz, Ze czwarta wartos¢ wlasna macierzy
]| jest liczba ujemng lub liczba zespolona o ujemnej czesci rzeczywiste;.

Zeby to zrobié, skorzystamy z zaleznosci:

det J; =20-2- X - X, (3.4.9)

gdzie pierwiastki A’ A7 X, sa liczbami ujemnymi lub liczbami zespolonymi o ujem-
nych czedciach rzeczywistych, a wigc ich iloczyn jest liczba ujemna.

Jezeli wyznacznik (3.4.9) jest dodatni, to warto$¢ wiasna 2 jest liczba ujemna
lub liczbg zespolong o ujemnej czesci rzeczywistej.

Gdy wartos¢ parametru 0 <x <1 jest odpowiednio bliska 1 (zalozenie 3.3.3),
wowczas warto$¢ wyznacznika (3.4.9) jest zbiezna do wartosci:

0 0 F°.
1y
0
P‘ZU 0 FZO}/? F‘ZO)L
det ]Z =det F40u 0 Ffe F4OA =
Yy
E' VB A op R
6U wﬁyp 6y° 61
_ A _ (1-x,) E° FE°
=KV2ﬁW:(—1)UK(—ﬁP—p det 20U ZOA ,
uy y Ey E,

@'y 1-7,)B,
T

20" 42 204U

E, F
gdziedet| 2V ' |=F) F) —F)F, =i +i,)

4U 42

(1-7,)B, A ¥
Wyrazenie — ~ jest ujemne dla uy” < ﬁye. Oznacza to, ze det| >’ 201 >0,
uy — FIAY)

LY :
a w konsekwencji wyznacznik:

_ _ 1— PR
det J? =KV2ﬁ 'L-(—l) Ux _‘BP( KW) det| Y 24
4 w ﬂyp yp

ma warto$¢ dodatnia. Wynika stad, ze warto$¢ wlasna A’ macierzy J! ma ujemna
cze$¢ rzeczywista. |
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Z lematu 3.9, z réwnania:
WSO(A) =det (]3 —Al) =(Xi —}L)()L(; —)L)()L(; —A)(?Ji —A)-Wf(k) =0
oraz z nierdwnosci
M==B.<0, X,=-n<0, X;=-f, <0, &, =r—(n-7)<0

wynika, Ze dla odpowiednio matych wartosci parametréw 8 >0 oraz > 0 wszyst-
kie pierwiastki wielomianu W, (1) = det (J; —AI) (warto$ci wlasne macierzy J;) sa
albo liczbami ujemnymi, albo liczbami zespolonymi o ujemnych czesciach rze-
czywistych.

Jezeli warto$¢ wlasna A? jest liczbg zespolong z ujemng czescia rzeczywista, to -
korzystajac z tego, Ze zespolone wartosci wlasne zawsze pojawiaja si¢ jako liczby
sprzezone — warto$¢ wlasna A? musi by¢ sprzezona do wartosci ) majacej takq sama
ujemng cze$¢ rzeczywista jak A,

Z ciaglosci elementéw macierzy ], wzgledem parametréw = (B, f,, o B, B, )
oraz z ciagtosci wartosci wlasnych macierzy J, wzgledem jej element6w, na podstawie
lematu 3.9 wnioskujemy zatem, ze dla odpow1edn10 malych wartosci parametréow
B=(B,B,a B B )>0wielomian W, (1) = det (J, — AI), podobnie jak wielomian
W, (A), ma wszystluﬂe wartosci Wiasne ujemne lub bedace liczbami zespolonymi
0 u]emnych czesciach rzeczywistych. Dowodzi to prawdziwosci twierdzenia 3.2
o lokalnej, asymptotycznej stabilnosci stanu stacjonarnego modelu (3.3.1)-(3.3.10).

|

Podsumowanie

W rozdziale tym przedstawiono i udowodniono dwa twierdzenia o lokalnej
asymptotycznej stabilnosci standéw stacjonarnych modeli KMG oraz KMGT z kre-
dytem inwestycyjnym oméwionych w poprzednich rozdzialach. Przedstawione
dowody stabilnosci sa gléwnymi wynikami teoretycznymi niniejszej monografii.

Udowodnione twierdzenia dotyczg jedynie lokalnej asymptotycznej stabilnosci.
Oznacza to, ze zbiezno$¢ gospodarki do $ciezki rownomiernego wzrostu jest gwa-
rantowana tylko wtedy, gdy poczatkowa struktura gospodarki nie rézni si¢ zbytnio
od jej struktury opisanej w stanie stacjonarnym modelu w postaci intensywne;j. Jak
bardzo poczatkowa struktura gospodarki moze odbiega¢ od stanu stacjonarnego
bez utraty stabilnosci, mozna zweryfikowac tylko poprzez symulacje komputero-
we. Roéwniez predkosé, z jaka gospodarka dazy w kierunku sciezki rownomiernego
wzrostu, mozna przetestowal tylko poprzez eksperymenty komputerowe. Pomi-
mo tych ograniczen matematyczne dowody stabilnosci modeli wzrostu, takich jak
przedstawione w monografii, s3 wazne dla rozwoju teorii wzrostu gospodarczego,
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poniewaz ujawniaja wewnetrzng zdolno$¢ analizowanej gospodarki do osiagnigcia
struktury, ktéra pozwala na zréwnowazony wzrost. Brak stabilnosci jest powaznym
mankamentem modelu, poniewaz jest rGwnowazny z istnieniem samopoglebiaja-
cego si¢ mechanizmu nieréwnowagi, co prowadzi do zalamania gospodarczego.

Dowody stabilnosci zaprezentowane w tym rozdziale réznig si¢ od dowodow
twierdzent modeli KMG analizowanych przez Chiarelle i in. Po pierwsze réznica
wynika z matematycznej struktury modeli KMG opracowanych w niniejszej pracy.
Struktura ta jest znacznie bardziej ztozona niz ich weze$niejsze wersje analizowane
przez Chiarelle i in. Po drugie dowody stabilnosci opracowanych modeli uzyskuje
sie przy innych zestawach zatozen dotyczacych parametréw modelu. W szczegdlno-
$cizalozenia, ktére zawieraja stawki podatkowe od pracy i dochodéw kapitalowych,
sa catkowicie nowe, stawki te nie sa uwzgledniane w modelach KMG zaprezento-
wanych przez Chiarelle i in. (2000, 2005) oraz Charpe’a i in. (2011), na podstawie
ktérych zostaly opracowane nowe modele przedstawione w tej monografii. Po trze-
cie wprowadzone modyfikacje modelu powoduja, ze chociaz w dowodzie jest sto-
sowana pochodzaca od Chiarelli i in. metoda kaskady macierzy stabilnych, to jej
realizacja jest zasadniczo inna, gdyz polega na chwilowym zerowaniu innych para-
metréw modelu i w innej kolejnosci. Ustalenie, ktére parametry zerowacd i w jakiej
kolejnosci, byto duzym wyzwaniem.

Kolejnym wnioskiem ptynacym z analizy stabilnosci obu modeli jest wptyw sity
reakcji oczekiwanego popytu na blad prognozy popytu w poprzednim okresie na
stabilno$¢ tych modeli. W modelu KMGT z kredytem inwestycyjnym, inaczej niz
w KMG, stan stacjonarny jest lokalnie asymptotycznie stabilny, gdy oczekiwania
dotyczace popytu silnie reaguja na btad prognozy popytu w poprzednim okresie.
(Nie mozna jednak wykluczy¢, ze w pierwszym modelu tez tak bedzie. Zalozenia,
przy ktdrych zostaly udowodnione twierdzenia o stabilnosci, sa tylko wystarczaja-
cymi warunkami stabilnosci, co oznacza, ze stabilnos$¢ analizowanych modeli nie
jest wykluczona takze wéwczas, gdy zatozenia te nie beda spetnione. Oznacza to,
ze prowadzenie polityki pienieznej wg reguty Taylora pozwala uzyskiwac sciezke
réwnomiernego wzrostu nawet przy silnym reagowaniu podmiotéw gospodarczych
na odchylenia rzeczywistego poziomu popytu od oczekiwanego.

W nastepnym rozdziale przedstawiono wyniki symulacji komputerowych dla
danych o polskiej gospodarce z wykorzystaniem obu modeli analizowanych w mo-
nografii. Celem tych symulacji byla weryfikacja przedstawionych w niniejszym
rozdziale twierdzen o stabilnosci oraz przetestowanie modelu na danych o pol-
skiej gospodarce.
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Eksperymenty symulacyjne







dowodnione w monografii twierdzenia o stabilnosci cechuje wysoki stopien

ogolnosci, charakterystyczny dla tego rodzaju wynikéw matematycznych.
Moéwi si¢ w nich m.in. o tym, Ze gospodarka zmierza do stanu stacjonarnego,
jezeli jej stan poczatkowy zawiera si¢ w pewnym otoczeniu stanu stacjonarne-
go U(U, 1,m, 7, Vv, 5), a parametry reakcji modelu sa odpowiednio male.
Twierdzenia te nie precyzuja, co dokladnie znaczy ,w pewnym otoczeniu” czy
»odpowiednio mate parametry”. Nie precyzuja réwniez tego, jak dtugi musi by¢
horyzont czasowy, aby gospodarka, startujac z danego stanu poczatkowego, we-
szta na $ciezke réwnomiernego wzrostu, jak dlugos¢ tego horyzontu zalezy od
stanu poczatkowego i od parametréw modelu (w szczegélnosci od instrumentéw
polityki makroekonomicznej) ani czy zbieznos¢ do stanu stacjonarnego ma cha-
rakter monotoniczny, czy oscylacyjny. Wszystkie te pytania maja fundamentalne
znaczenie z praktycznego, ekonomicznego punktu widzenia. Na gruncie teorii nie
jest mozliwe udzielenie na nie odpowiedzi. Takg wiedz¢ mozemy uzyskac jedy-
nie w wyniku symulacji komputerowych. Przeprowadzajac obliczenia, mozemy
tez si¢ przekona¢, jak zachowuje si¢ gospodarka, jezeli nie sa spelnione zalozenia
twierdzen o stabilnosci. Mozemy wreszcie wykorzysta¢ model do badania gospo-
darki w krétszych horyzontach czasowych, w ktérych nie wykazuje zbieznosci do
stanu stacjonarnego.

Jak widzimy, zakres mozliwych eksperymentéw symulacyjnych jest bardzo sze-
roki. Wprowadzone do modeli modyfikacje dodatkowo zakres ten poszerzaja. Na
przyktad wprowadzenie do modelu réznych stawek podatkowych pozwala na ba-
danie ich wplywu na generowane trajektorie zmiennych.

Symulacje prezentowane w tym rozdziale zostaly przeprowadzone na podstawie
modelu KMG przedstawionego w pierwszym rozdziale i modelu KMGT z rozdzialu
drugiego. W wypadku tego ostatniego zastosowano jednak jego wersje uproszczona,
bez sektora bankowego. Wiazalo si¢ to z pominigciem w modelu KMGT wykorzy-
stanym w symulacjach kredytéw inwestycyjnych sektora prywatnego oraz przyje-
ciem zalozenia, Ze podobnie jak w modelu KMG z rozdziatu pierwszego, obligacje
rzadowe kupowane sg przez sektor prywatny, a nie przez banki.

Wszystkie symulacje przeprowadzono z wykorzystaniem danych o polskiej
gospodarce za rok 2018. Wymagato to z jednej strony zmudnej obrébki danych
statystycznych, tak aby dostosowac je do kategorii zmiennych modeli, a z drugiej
strony takich modyfikacji modeli, aby zawrze¢ w nich jak najwigcej danych o pol-
skiej gospodarce. (Dobrym przykladem sa tutaj dochody i konsumpcja ok. szesciu
milionéw polskich emerytéw, ktérg nalezato uwzgledni¢ w modelach uzytych do
symulacji, mimo ze w modelach z teoretycznej czesci monografii nie ma takich
zmiennych.) Modyfikacje modeli na potrzeby symulacji zostaly przeprowadzone
w taki sposdb, ze nie zmienily ich struktury matematycznej - mozna je sprowa-
dzi¢ do postaci intensywnej, wyznaczy¢ stany stacjonarne i eksperymentalnie ba-
da¢ ich stabilnos¢.
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Najtrudniejszym zadaniem bylo dobranie wartosci parametréw reakcji. Problem
wynika z tego, ze wyznaczenie ich wymaga uzycia zaawansowanych metod ekono-
metrycznych. W niniejszej monografii do obliczenia parametréw reakeji zastosowa-
no narzedzie programu komputerowego MS Excel - Solver’®, ktéry na podstawie
kilku zalozen ustalit ich wartosci. Ten sposéb, cho¢ nieidealny, jest wystarczajacy,
by zbadaé podstawowe wlasnosci modeli KMG i KMGT. Bardziej precyzyjne osza-
cowanie tych parametréw przy uzyciu zaawansowanych metod ekonometrycznych
jest przyczynkiem do dalszych badan nad omawianymi modelami. Oprécz para-
metréw reakcji w modelu sg inne parametry, tj. stopy podatkowe, naturalna stopa
bezrobocia, naturalny poziom wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnej, stopa
deprecjacji kapitatu trwalego, pozadana stopa inflacji (cel inflacyjny) i naturalna
stopa procentowa. Te parametry zostaly oszacowane za pomoca danych statystycz-
nych oraz réwnan modeli. W kolejnym kroku przygotowan do analizy ilosciowej
modeli nalezalo, stosujac metode Eulera, przyblizy¢ model ciagly modelem dys-
kretnym. Gtéwnym powodem stosowania tej procedury jest to, ze udostepniane
dane o gospodarce sa danymi dyskretnymi. Tak przygotowany model dla przykta-
dowego scenariusza bazowego za pomocg programéw komputerowych mozna
byto zbadaé w celu:

- sprawdzenia czasu dojscia do stanu stacjonarnego,

- analizy wrazliwosci stanu stacjonarnego na zmiany wartosci wybranych para-
metréw modelu,

- oszacowania przedziatéw wartosci wybranych parametréw modelu, dla ktérych
stan stacjonarny jest co najmniej lokalnie asymptotycznie stabilny,

- pordéwnania trajektorii modelu KMG i modelu KMGT dla tego samego scena-
riusza bazowego i jednakowych wartosci parametréw,

- zbadania wplywu polityki fiskalnej i pienigznej na trajektorie zmiennych mo-
deli KMG i KMGT.

Zbadano takze reakcje zmiennych modelu KMG z reguta Taylora na szoki ze-
wnetrzne przy zaloZeniu, ze zmienne znajduja si¢ na sciezce réwnomiernego wzro-
stu. Ponadto sprawdzono wplyw polityki pieni¢znej na czas powrotu do stanu
stacjonarnego gospodarki wytraconej ze Sciezki réwnomiernego wzrostu. Wpro-
wadzone szoki odzwierciedlaja kryzys gospodarczy zwigzany z pandemia wirusa
SARS-CoV-2 w latach 2020-2021.

% Solver jest dodatkiem do programu Microsoft Excel umozliwiajacym przeprowadzanie analiz wa-
runkowych. Za jego pomoca mozna znalez¢ optymalng (maksymalng lub minimalna) warto$¢ for-
muly w jednej komoérce - zwanej komoérka celu - podlegajacej ograniczeniom dotyczacym wartosci
innych komérek z formula znajdujacych sie w arkuszu. Dodatek Solver dostosowuje warto$ci w ko-
mérkach zmiennych decyzyjnych tak, aby spelni¢ limity obejmujace komérki ograniczen i uzyskac
pozadany wynik w komérce celu (Microsoft, b.r.).
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4.1. Kalibracja modelu na podstawie danych
o polskiej gospodarce

W tym podrozdziale wyznaczymy wartosci parametréw modelu KMG z egzoge-
niczng podazg pienigdza na podstawie danych o polskiej gospodarce w 2018 roku.

4.1.1. Modyfikacja modelu KMG na potrzeby eksperymentéw
symulacyjnych

Przed kalibracjg parametréw modelu przypomnijmy réwnania opisujace kon-
sumpcje sektora prywatnego C, stope zysku z kapitatu p, deficyt budzetowy B (dtug
publiczny B) oraz podatki T:

C=(1-7,)wLl, (4.1.1)
V! —wLl! -6K

= 4.1.2

p < (4.1.2)

B=pG+rB—pT-M, (4.1.3)

T=T, +T.. (4.1.4)

Réwnania (4.1.1)-(4.1.4), brane dostownie, silnie upraszczaja rzeczywistos¢.
Z réwnania (4.1.1) mozemy wnioskowad, ze konsumuja tylko osoby pracujace
otrzymujace wynagrodzenie z pracy. W rzeczywistosci w gospodarce konsumu-
ja réwniez osoby pracujace na wlasny rachunek, rolnicy oraz emeryci i rencisci”’,
a cze$¢ dochodéw konsumentéw jest przeznaczana na oszczednosci. Konsumenci
placa rézne podatki, a pracujacy placg ponadto sktadki ZUS, co nie zostalo ujete
w réwnaniu (4.1.1). Z réwnania (4.1.2) wynika, ze koszt zatrudnienia pracowni-
ka jest rowny jego wynagrodzeniu, co nie jest prawda. Wiadomo przeciez, ze koszt
zatrudnienia jednego pracownika dla pracodawcy jest wyzszy od wynagrodzenia
brutto pracownika o sktadke ZUS, ktdra placi pracodawca. Z tego samego réwna-
nia wynika, ze whasciciele kapitatu trwatego otrzymuja caty dochéd Y ze sprzeda-
zy, co jest bardzo duzym uproszczeniem. W rzeczywistosci popyt konsumpcyjny,
ktéry jest duza czeécia catkowitego popytu Y, zawiera takze podatek posredni,
bedacy dochodem sektora publicznego. W réwnaniu (4.1.3) mozna zauwazy¢, ze

7 W Polsce w 2018 roku wg danych GUS liczba gospodarstw domowych pracownikéw najemnych
stanowila ponad 45% wszystkich gospodarstw domowych. Druga co do wielkosci grupa sa emeryci
i rencisci. Jej liczebnos¢ w 2018 roku stanowita ponad 37% ogdtu gospodarstw. Natomiast gospodar-
stwa domowe rolnikéw i 0séb pracujacych na wlasny rachunek stanowig okoto 17% ogétu.
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wsréd wydatkéw budzetowych brakuje licznych transferéw budzetowych oraz dota-
cji rzadowych, ktdre nie sa zaliczane do konsumpgji publicznej G. Z drugiej strony
finansowanie deficytu budzetowego moze si¢ odbywac za pomoca emisji obligacji
i pieniedzy. Rzad nie moze bezposrednio finansowac swoich wydatkéw emisja pie-
nigdza. Zrédtem finansowania wydatkéw rzadu sa dochody z emisji nowych obli-
gacji, podatki i skladki na ubezpieczenia spoteczne. Réwnanie (4.1.4) przedstawia
sume dochodéw sektora publicznego z podatkéw od dochodéw z pracy i kapita-
tu. W polskiej gospodarce najwigkszym zZrédtem dochodéw sektora publicznego
z podatkéw jest podatek posredni®®, ktéry nie jest uwzgledniony w tym réwnaniu.

Uwzglednienie powyzszych uwag w eksperymentach symulacyjnych wymaga
wprowadzenia modyfikacji niektérych réwnan modelu. Celem tych modyfikacji jest
uwzglednienie jak najwigkszej ilosci informacji zawartych w danych o polskiej go-
spodarce bez zmiany matematycznej struktury modelu ani jego podstawowych wias-
nosci, takich jak mozliwos¢ sprowadzenia modelu do postaci intensywnej, istnienie
stanu stacjonarnego oraz lokalna asymptotyczna stabilnos¢ stanu stacjonarnego.

W pierwszej kolejnosci zajmiemy si¢ rOwnaniem (4.1.1). W symulacjach zakla-
damy, ze realny dochéd do dyspozycji gospodarstw domowych Y jest réwny sumie
realnych dochodéw z pracy pracownikéw najemnych po opodatkowaniu (1—7) wL’
(dochody netto) i realnych transferéw publicznych TR:

Y? =(1-7)wLl! +TR.

W symulacjach dla uproszczenia przyjmujemy zalozenie, ze w kazdym momencie
realne transfery publiczne TR sa wprost proporcjonalne do dochodéw pracowni-
kéw najemnych:

TR = a wL’, (4.1.5)

gdzie o to parametr decyzyjny (wspétczynnik proporcjonalnosci), ktérego war-
to$¢ jest stata w czasie. Korzystajac ze wzoru (4.1.5), realny dochdéd do dyspozycji
gospodarstw domowych Y” po przeksztalceniach mozemy zapisaé jako:

Y’ =(1-7+a)wl"

Zgodnie z przedstawionymi w rozdziale drugim zalozeniami modelu KMG, sek-
tor gospodarstw domowych nie oszczgdza, a caty swéj dochéd do dyspozycji prze-

¥ Podatki posrednie to podatki naktadane na wydatki na dobra i ustugi. Podmioty ptacace podatek
posredni nie sg bezposrednio zobowigzane do ich zaplaty. Podatki posrednie przerzucane sa na inny
podmiot. Nie uwzgledniajg one zdolnosci ptatniczej podatnika. Do podatkéw posrednich w Polsce
zaliczane sa: podatek akcyzowy, podatek od towaréw i ustug (VAT), podatek od gier, cto. Podatek
posredni w 2018 roku stanowil okoto 70% wszystkich podatkdw.



4.1. Kalibracja modelu na podstawie danych o polskiej gospodarce 161

znacza na konsumpcje (Y = C). Zatem realna konsumpcja sektora gospodarstw
domowych w symulacjach komputerowych jest réwna:

C=(-71+a)wl’,

gdzie 7 =7, + 7, to suma stawki 7, sktadek na ubezpieczenie spoteczne placonych
przez pracownikéw oraz stawki podatkowej 7, od wynagrodzen za prace najemna.

W réwnaniu (4.1.2) od rzeczywistej sprzedazy Y odejmiemy podatek posred-
ni T . W kosztach firm oprécz wynagrodzenia brutto wL?i deprecjacji kapitatu 5K
uwzgledniamy skfadke na ubezpieczenia spoteczne. Skladke te pracodawca ptaci od
wynagrodzenia brutto wyplacanego pracownikom, wynosi ona T,wL? gdzie 7, to
stawka sktadki na ubezpieczenie spoteczne ptaconej przez pracodawce. Uwzgled-
niajac powyzsze modyfikacje w symulacjach komputerowych, stopa zysku z kapi-
tatu trwatego ma postaé:

Y -T, —(1+T1)a)Ld -0K

- (4.1.6)

p =
Przyjmujemy upraszczajace zatozenie, ze podatek posredni T jest wprost propor-
cjonalny do catkowitej sprzedazy:
T =7 Y% T =const. (4.1.7)
pop ?
Po podstawieniu tego warunku do wzoru (4.1.6) otrzymujemy:

_ (I—TP)Yd —(1+71,) wL'—8K

= (4.1.8)

Deficyt sektora finanséw publicznych, gdzie sektor ten obejmuje budzet panstwa
(budzet centralny plus budzet samorzaddéw terytorialnych) oraz budzet Funduszu
Ubezpieczen Spotecznych (FUS), jest réowny zmianie liczby obligacji B, ktéra zale-
zy od réznicy miedzy wydatkami i przychodami tego sektora. Na wydatki sktadaja
sie wydatki sektora rzadowego na zakupy débr i ustug G = gK, transfery budze-
towe TR = wL’' (emerytury, renty i inne) oraz odsetki od obligacji rB/p (koszt
obstugi dlugu publicznego)®®. Z kolei na przychody T sktadaja sie: podatek posred-
ni T, podatek od wynagrodzen T, , podatek od zysku z kapitatu trwatego i obligacji
T oraz skladki na ubezpieczenia spoteczne ptacone przez pracodawcéw i pracow-
nikéw T, . Dodatkowo w eksperymentach komputerowych, inaczej niz w przed-

ZUs®
stawionym w rozdziale pierwszym modelu KMG, nie ma mozliwosci finansowania

¥ Do wydatkéw rzadowych zaliczamy takze dotacje i dofinansowania rzadowe, lecz w stosunku
do pozostalych wydatkéw sa one niewielkie, dlatego w symulacjach komputerowych bedziemy je
pomijaé.
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dlugu publicznego bezposrednio przez kreowanie nowego pieniadza. W tym celu
z rdwnania (4.1.3) usunieto podaz pienigdza M. Zatem réwnanie (4.1.3) zastepu-
jemy w symulacjach réwnaniem:

B=pG+ pTR+rB—pT, (4.1.9)

gdzie p to wskaznik cen, a T to catkowity przychéd sektora finanséw publicznych.
Realne sktadki na ubezpieczenia spoteczne T, ptacone s przez pracodawcéw
i pracownikéw. W symulacjach stawki te beda réwne 7, i 7,, odpowiednio, i beda
liczone od realnych wynagrodzeri brutto za prace najemna wL‘:
Tpus = leLd + Tzde- (4.1.10)
Podobnie jak sktadki T, w naszym modelu realne zaliczki na podatek docho-
dowy naliczane sa od realnych wynagrodzen brutto za prace najemnga i od zysku
z kapitatu trwalego i obligacji. Stawki podatkowe s3 réwne 7 i 7, odpowiednio od
realnych wynagrodzen brutto za pracg¢ najemna oraz od zysku z kapitatu trwalego
i obligacji. Tym samym realna zaliczka na podatek dochodowy od wynagrodzenia
za pracg jest rowna:

T, =7,wL (4.1.11)

Zakladamy, zZe podatki dochodowe ptacone przez podmiot zagraniczny z tytutu zy-
sku z posiadanych obligacji s znikomo matle, wigc je pomijamy. Stad realna zalicz-
ka na podatek dochodowy od zysku z kapitatu trwalego i obligacji wynosi:

T :'rc(pK+oc3 rB} (4.1.12)

p

gdzie o, to staly w czasie stosunek obligacji krajowych w posiadaniu podmiotu kra-
jowego do wszystkich obligacji.
Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze catkowity przychdéd sektora finansow
publicznych w symulacjach komputerowych jest rowny sumie:
T=T,+T +T, +T,,.
Po podstawieniu wyrazen (4.1.10)-(4.1.12) do powyzszego wzoru, po przeksztal-
ceniach otrzymujemy:

B
TZTde+TC[OC4Yd—(1+T1)a)Ld —5K+a3r—} (4.1.13)
p

T
SN 1 P
gdziet=71 +7 +7,0,=1 TP+—T .

c
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4.1.2. Zmodyfikowany model KMG w postaci intensywnej

Wykorzystujac powyzej opisane modyfikacje réwnan modelu KMG, wersje¢
modelu zastosowang w symulacjach przedstawimy teraz w postaci intensywnej,
ktéra stanowi baz¢ poréwnan z wersjami przedstawionymi we wczesniejszych
rozdzialach oraz pozwala analizowac wlasnosci modelu takie jak stabilnos¢ stanu
stacjonarnego. Dodatkowo postac intensywna ulatwia przeprowadzenie symula-
cji komputerowych modelu KMG. Zeby to zrobié, wykorzystamy zmienne: udziat
ptac w PKB U = wL'/Y, pracochlonno$¢ petnego zatrudnienia (stosunek efektywnej
pracy do kapitatu) I = xL/K, realng podaz pienigdza na jednostke kapitatu trwalego
m = M/pK, oczekiwany popyt na jednostke kapitatu trwatego y* =Y */pK, wielkos¢
zapasow na jednostke kapitatu v = N/K, stosunek podazy obligacji do wielkosci ka-
pitatu trwalego b = B/pK.

Posta¢ intensywna modelu KMG z egzogeniczng podaza pieniadza, omawiana
w rozdziale pierwszym, w symulacjach komputerowych jest nastepujaca:

U=K(ﬁw(l—xp)(V—V)—ﬁp(l—xw)(u—ﬁ)), (4.1.14)

i=n—(f]+n+ﬁ (y—d— B—il(pe—‘g’—(hye —nejj—iz(u—ﬁ), (4.1.15)
Yy yz m

M=p—n—p+I, (4.1.16)

i =B (ap+(1-a)T-7), (4.1.17)

y =ye[U+n+ﬁ f[y—j—lJ—n#], (4.1.18)
"y

sz—yd—v(n—i), (4.1.19)

B:(g+rb—fc(a4yd—(1+Tl)Uy—5+a3rb)—(r—a])Uy)—b(n—i+ﬁ), (4.1.20)

gdzie:

T
a,=1-1 +—L=const,
L

o

p=x(x,B,(V=V)+B,(u-m)+7,
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v=2
I

u=",
y
pr=Q1-7,)y —(A+7)Uy-0

oraz

(4

y'=(l+a,—1)yU+i, [pe —E—[hy —ﬂej]+i2(u—ﬁ)+5+g+
m
d

+K(ﬁw(l—xp)(V—V)—ﬁp(l—xw)(u—ﬁ))+n+ﬁﬂ[y—e— j (4.121)
"\

y=y'+BB.y —Byv+

+yeﬁz[ (B,(a=5,)(V=V)=B,(1—x,)(u=))+n+p,, (__1B (4.122)
y

Wyprowadzanie powyzszych réwnan modelu KMG w postaci intensywnej
(4.1.14)-(4.1.22) odbywa sie w analogiczny sposéb jak w modelu KMG z egzoge-
niczng podaza pieniadza (zob. rozdzial 1). Réznice wynikajg ze zmiany réwnan
(4.1.1)-(4.1.4), ktére maja odzwierciedlenie w réwnaniu (4.1.20) oraz w réwna-
niach (4.1.21) i (4.1.22).

Warto$ci zmiennych modelu (4.1.14)-(4.1.22) dla gospodarki w stanie stacjonarnym

Stan stacjonarny utozsamiamy z takim stanem gospodarki, w ktérym wszystkie
zmienne modelu (4.1.14)-(4.1.22) s3 stale w czasie. Oznacza to, ze rwnowadze
wygasa dynamika tych zmiennych: U =0, =0, ..., b = 0. Zeby wyprowadzi¢ wzory
na warto$ci zmiennych w stanie stac]onarnym wystarczy rozwigzaé uklad réwnan
(4.1.14)-(4.1.22), przyréwnujac ich prawg strong do zera.

Postgpujac analogicznie do rozdzialu pierwszego, tzn. rozwiazujac uktad réw-
nan (4.1.14)-(4.1.22), w ktérym lewa strona jest réwna zero, a niewiadomymi sa
zmienne: U, I, m,n%, y°, v oraz b, mozna udowodnic, Ze istnieje dokladnie jeden
stan stacjonarny modelu (4.1.14)-(4.1.22) opisany wzorami:

— c
= (4.1.23)
(I+a, —T1)y

(4.1.24)

~|
[
<1|\<|
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—d
m=h?, (4.1.25)
r
ﬁezi):ﬁ:#—n, (4.1.26)
—d ”"‘Bn — = _ —d
= : ) 4127
b V) (4127
S —
v=2"r (4.1.28)
n

g-7 (a7 -(1+1)05-8)-(r-a)U

b= o, T 7 —p+E+n ’

a,=1-7, +1T-—P = const, (4.1.29)
y =uy’, y¥ = const, (4.1.30)
p=(1-1)7' -(+7)Uy-6, (p=p") (4.1.31)
F=p+7-E (4.1.32)
c=y'-(n+6+g). (4.1.33)

Twierdzenie 4.1. Jesli spelnione sa zalozenia 3.1.1-3.1.6, to stan stacjonarny
(4.1.23)-(4.1.33) modelu (4.1.14)-(4.1.22) jest lokalnie asymptotycznie stabilny.

Dowdd. Wszystkie zastosowane modyfikacje réwnan modelu KMG z rozdziatu
pierwszego polegaja jedynie na pomnozeniu kilku zmiennych przez dodatnie state.
Latwo pokazad, ze te modyfikacje nie maja wigkszego wplywu na strukture dowodu
stabilnosci stanu stacjonarnego modelu KMG. Oznacza to, ze dowdd twierdzenia
4.1 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.1 dla modelu KMG z egzogeniczng
podaza pieniadza i z tego powodu nie zostanie przedstawiony w tej monografii.

4.1.3. Adaptacja podstawowych réwnan zmodyfikowanego
modelu

Parametry modelu zostaly oszacowane na podstawie danych rocznych o polskiej
gospodarce w 2018 roku zaczerpnigtych z Rocznika Statystycznego Rzeczypospoli-
tej Polskiej 2019 (GUS, 2019), a takze z baz danych Eurostatu, Banku Swiatowego
oraz GUS. Z wymienionych zZrédet danych statystycznych postuzyli$my si¢ danymi
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o konsumpcji, kapitale rzeczowym ($rodki trwale), produkcji, inwestycjach, po-
dazy pieniadza, dtugu publicznym, zapasach, zatrudnieniu, $redniej rocznej ptacy
nominalnej, koszcie pracy, oraz podazy i popycie na prace.

Tabela 4.1. Dane roczne o polskiej gospodarce w 2018 roku

Nazwa zmiennej Symbol | Warto$¢ zmiennej (mln z})

Kapital rzeczowy ($rodki trwate) K(0) 4029717
Produkt krajowy brutto Y(0) 2121555
Inwestycje 1%(0) 440 550
w tym

- naklady na srodki trwale 1(0) 386 448
— przyrost rzeczowych srodkéw obrotowych 53 696
Konsumpcja prywatna C(0) 1220916
Konsumpcja publiczna G(0) 374 691
Liczba pracujacych LY(0) 16,020
Liczba aktywnych zawodowo L(0) 16,989
Podaz pienigdza M(0) 1012353
Zapasy N(0) 362 435
Dlug sektora instytucji rzadowych i samorzagdowych B(0) 1034 358
Eksport EX(0) 1171978
Import IM(0) 1107 002
Deficyt budzetowy (catkowity) B(0) -5193

. r(0)B(0)

Obstuga (catkowitego) dtugu Skarbu Paristwa W 21524
Srednia roczna ptaca nominalna w(0) 0,0583

Zrédlo: (GUS, 2019).

Pozostate wielkosci, tj. konsumpcja pracownikéw, oczekiwana sprzedaz, popyt
oraz inwestycje przeznaczone na zapasy (korekta produkcji wzgledem oczekiwane;
sprzedazy), a takze parametry modelu, obliczyliSmy z réwnan modelu.

Na podstawie danych statystycznych ustalilismy, ze popyt catkowity (sprzedaz)
w 2018 roku byt réwny:

Y4(0)=C(0)+1(0)+G (0)+NX (0)=2 047 mld zt, (4.1.34)

gdzie wartosci C (0), G (0), I (0) oraz NX (0) = EX (0) - IM (0) — wartos¢ eksportu
netto w 2018 roku, przyjeto z Rocznika Statystycznego (tabela 4.1).

Uwaga 4.1. W eksperymentach komputerowych zakladamy, Ze wartosci zmien-
nych: oczekiwana sprzedaz Y* i oczekiwana stopa zysku z kapitatu rzeczowego p°
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w roku bazowym, tzn. w roku 2018, sa réwne odpowiadajacym im wielkosciom
rzeczywistym w 2018 roku.

Na przyklad przyjmujemy, ze oczekiwany popyt w 2018 roku Y*(0) byt réwny
rzeczywistej wartosci popytu w tym samym roku Y*(0):

Y¢(0)=Y"(0)=2 047 mld zt. (4.1.35)

Teraz zajmiemy si¢ oszacowaniem rocznej realnej ptacy brutto w w 2018 roku.
W tym celu postuzymy si¢ zdefiniowana w rozdziale pierwszym zmienng okresla-
jaca udzial ptac w PKB:

_wl’

U=—m-. 4.1.36
: (41.36)

Wedtug danych United Nations Global Sustainable Development Goals udziat
ptac nominalnych w PKB* 0d 2007 do 2019 roku miescit si¢ w granicach miedzy 45
a 50%. W 2018 roku wynidst okolo 48%. Taka wartos¢ przyjmujemy w symulacjach.

Uwaga 4.2. W symulacjach komputerowych zakladamy, ze poziom cen p w okre-
sie bazowym, tzn. w 2018 roku, byl réwny 1 (p (0) =1).

Zgodnie z uwaga 4.2 oraz definicja realnej ptacy brutto w = w/p, w symulacjach
przyjmujemy, ze w 2018 roku nominalna stawka ptac brutto w (0) byla réwna re-
alnej ptacy brutto:

w(0)=w(0)-p(0)=w(0)-1=w(0) (4.1.37)

Do réwnania (4.1.36) podstawiamy wartosci zmiennych L(0) i Y(0) z tabeli 4.1
oraz U (0) = 0,48. Obliczamy realng stawke ptac brutto w 2018 roku:

w (0)=66,2 tys. zt*". (4.1.38)

Ze wzoréw (4.1.37) i (4.1.38) mamy:

w(0)=w (0) =66,2 tys. zL.

0 Udzial pracy w produkcie krajowym brutto (PKB) to catkowite wynagrodzenie (obejmujace wyna-
grodzenia oraz transfery z systemu zabezpieczenia spolecznego) pracownikéw wyrazone jako procent
PKB, ktéry stanowi miare catkowitej produkeji. Wskaznik ten informuje, jaki jest wzgledny udziat
produktu przeznaczonego na wynagrodzenia pracownikéw w poréwnaniu z udziatem przypadajacym
na kapitat w procesie produkcji w danym okresie odniesienia.

1 Wedtug danych GUS (tabela 4.1) przecigtna stawka ptac w 2018 roku wyniosta 58,3 tys. zt. Po-
wstata réznica moze wynikaé m.in. ze sposobu obliczania tych zmiennych. Jesli w symulacjach przy-
jelibysmy place z danych statystycznych, udziat ptac w PKB bylby réwny 44%.
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W symulacjach realng stopg zysku z kapitatu trwalego p w 2018 roku okresla
nowe rownanie (4.1.8):

(1-1 )Yd(O) (1+7)w(0) L(0)- 6K(0)

p(0)= X(0)

gdzie 7 > 0 to staly w czasie wskaznik okreslajacy stosunek podatkow posrednich do
podatkéw catkowitych, 7, > 0 to stawka skladki na ubezpieczenie spoteczne od wy-
nagrodzen placona przez pracodawcq, Y9 (0) to realna sprzedaz w 2018 roku (z po-
datkiem posrednim), (1 + 7,) w(0) L(0) - calkowity, realny koszt zatrudnienia
wszystkich pracownikéw w 2018 roku (w (0) L%(0) to realne wynagrodzenia brutto
wszystkich pracownikéw), 0K(0) to realna wartos$¢ deprecjacji kapitatu trwalego
w 2018 roku, ¢ > 0 — stata w czasie stopa deprecjacji kapitatu trwatego.

Zeby Wyznaczyc' realng stope zysku z kapitatu trwatego p w 2018 roku, postu-
gujac si¢ réwnaniem (4.1.6), musimy najpierw obliczy¢ wspélczynnik 7 , stawke T,
oraz stope¢ deprecjacji kapitatu trwatego 0.

Zacznijmy od wyznaczenia wspolczynmka 7, Wspotezynnik ten, zgodnie z jego
definicjg, obliczamy, korzystajac z réwnania (4 1.7):

T (0)
T
’ Yd(O)

Wedlug danych Eurostatu podatek posredni T, (podatek akcyzowy, podatek od
towardw i ustug (VAT) i podatek od gier) w 2018 roku wymosl okoto 302 mld zt.
Korzystajac z obliczonej wczesniej wartosci sprzedazy Y*(0) w 2018 roku, z po-
Wyzszego wzoru mozemy wyznaczy¢ wspétezynnik 7 :

W Polsce pracodawca, poza wynagrodzeniami brutto wyptacanymi zatrudnio-
nym pracownikom, ponosi dodatkowe obciazenie, ktérym jest sktadka na ubezpie-
czenie spoleczne. W naszym modelu KMG warto$¢ tego ubezpieczenia jest réwna
T, wL%, gdzie 7, to stawka tego ubezpieczenia (warto$¢ obcigzenia pracodawcy pla-
cona za wyplacane wynagrodzenie na ubezpieczenie spoteczne). W 2018 roku wg
danych udostgpnionych przez ZUS catkowita sktadka na ubezpieczenie spoteczne
zaplacona przez pracodawcow byla réwna okoto 70 mld z1, co mozemy zapisac jako:

7,w (0) L(0)=70 mld z%.

Znajac warto$¢ sumy realnych wynagrodzen brutto wszystkich pracownikéw
w 2018 roku, w (0) L¢(0), z tego wzoru mozemy obliczy¢ stawke sktadki na ubez-
pieczanie spoleczne placong przez pracodawcow 7
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7, =7%.

Wedhug danych Banku Swiatowego tempo zuzycia kapitatu trwalego w Polsce
w 2018 roku bylo réwne okoto 12% PKB. Jak wynika z danych GUS (tabela 4.1),
kapitat trwaly (srodki trwate) w 2018 roku byl okolo dwa razy wigkszy niz PKB
(K (0)/Y (0)=1,9). Zatem stopa deprecjacji kapitalu trwatego wynosi:

0 = 0,06 = 6%.

Podstawiajac dane z tabeli 4.1 oraz wyznaczone powyzej parametry 7, i § do réwna-
nia (4.1.6), mozemy wyznaczy¢ wartos¢ stopy zysku z kapitatu trwatego w 2018 roku:

p(0) = 11%.

W kolejnym kroku oszacujemy stawke podatkowa od zysku z kapitatu trwatego
i odsetek z posiadanych obligacji t_oraz stawke podatkowq od wynagrodzer z pra-
cy 7, i stawke sktadki na ubezpieczanie spoleczne ptacong przez pracownikéw na-
jemnych 7, (do eksperymentéw symulacyjnych wystarczy znajomos¢ sumy tych
dwéch sktadek 7= 1+ 7,).

W symulacjach dla uproszczenia przyjmujemy, ze podatek od zysku z kapitatu
trwatego i odsetek z posiadanych obligacji to podatek CIT (w rzeczywistosci do-
chéd z obligacji podlega podatkowi w wysokosci 19% i jest ujety w zeznaniach
podatkowych PIT). Wedtug danych GUS wartos¢ podatku CIT w 2018 roku wy-
niosta okoto 44,3 mld zl. Zeby obliczy¢ stawke podatkows 7, skorzystamy z réw-
nania modelu (4.1.12):

T =TC[pK+a3§],
p

gdzie T. - warto$¢ podatku od zysku z kapitalu trwalego i odsetek z posiadanych
obligacji (podatek CIT), pK - zysk z kapitatu, rB/p — odsetki z posiadanych obli-

gacji, a, — staty w czasie stosunek wartosci obligacji w posiadaniu podmiotu krajo-
wego do w.artos’ci wszys.tkich obliga,cj.i. . r(0) B(0) .
Z tabeli 4.1 odczytujemy wartosci zmiennych: ————— — obstuga catkowita

(0)
dlugu publicznego i K(0) - kapitat trwaly. Z wyzej przeprowadzonych obliczen

mamy wskaznik rentownosci kapitatu p(0) = 11%. Przyjmujemy, ze w 2018 roku
ceny byly réwne p(0) = 1 (zob. uwaga 4.2). Wedtug danych GUS stosunek wartosci
obligacji w posiadaniu podmiotu krajowego do wartosci wszystkich obligacji wy-
nosi okoto 0,73, wigc w symulacjach przyjmujemy o, = 0,73. Zatem, korzystajac ze
wzoru (4.1.12), mozemy wyznaczy¢ stawke podatku 7 :

T.=9,4%.
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Stawke podatkowa od wynagrodzen z pracy t, i stawke sktadki na ubezpieczenie
spoleczne 7, obliczymy, wykorzystujac réwnania (4.1.10) i (4.1.11):

T =7 wl+7wl=17wl’
w2 w 2

gdzie v =7 +7,. Wedlug danych GUS wartos$¢ podatku od wynagrodzen z pracy
w 2018 roku wyniosta okoto 11% procent PKB (z tego stawka PIT 5% PKB oraz
stawka sktadki na ubezpieczenie spoteczne ptacona przez pracownikéw 6% PKB),
co mozemy zapisac jako:

T,,(0)

=11%, (4.1.39)
Y (0)

Po podstawieniu zaleznosci (4.1.11) do wzoru (4.1.39) otrzymujemy:

7'w (0) LU0)

=11%,
Y (0)

a po przeksztatceniach mamy:

Y(0)  11%

= =22,7%, (4.1.40)
w(0)L*(0) U(0)

=7 +7,=11%-
w 2

gdzie U(0) = 0,48 (udzial ptac w PKB). W ten sam sposéb mozemy wyznaczyé
stawki T i7:
7,=123%, T, =104%.
W kolejnym kroku wyznaczymy wspdtczynnik o , ktory oznacza staty w czasie
stosunek transferéw publicznych do ptac realnych. Obliczymy go, podstawiajac do

réwnania (4.1.5) dane z tabeli 4.1: C (0), L(0), wyznaczona wartos¢ w (0) (zob.
wzdr (4.1.38)) oraz obliczong stawke 7 (wzor (4.1.40)):

C(0)

o, =—————+7-1=0,42.
w (0) L(0)

Wedtug danych GUS (rysunek 4.1) stopa inflacji (CPI, wskaznika cen i ustug
konsumpcyjnych) w 2018 roku wyniosta:

7(0) = 1,6%.

Z kolei oczekiwana stopa inflacji, wedlug tego samego zrédta, w 2018 roku wahata
sie w przedziale od 0 do 1,5%. W symulacjach przyjmujemy, ze oczekiwania infla-
cyjne w roku poczatkowym wynosza:

7¢(0) = 0%.



4.1. Kalibracja modelu na podstawie danych o polskiej gospodarce 171

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2011

-Inflacja CPlw Polsce (lewa o0§) —WskaZnik oczekiwari inflacyjnych (prawa os)

Rysunek 4.1. Oczekiwania inflacyjne Polakéw na tle inflacji w latach 2010-2022
Zrédto: Bankier.pl na podstawie danych GUS.

Narodowy Bank Polski podaje (NBP, b.r.b), ze wartos¢ stopy procentowej w tym
samym roku byta réwna okoto:

r=2%.

W omawianym modelu KMG z egzogeniczng podaza pienigdza stopa procentowa
r jest zmienng wynikowa zalezng od podazy pieniadza M, oczekiwanego popytu
Y*1i aktualnych cen p:

_ e oY
r=r(M,Y*, p)=h a
gdzie h > 0 to parametr reakcji, ktérego wartos¢ jest stata w czasie.

Warto$¢ stopy procentowe;j r jest ustalana przez bank centralny. Z tego powodu
warto$¢ t¢ w symulacjach modelu KMG z egzogeniczna podaza pienigdza inter-
pretujemy jako wskaznik rentownosci obligacji. Dlatego jego warto$¢ w stanie po-
czatkowym obliczymy, dzielac odsetki z posiadanych obligacji w 2018 roku (koszt
obstugi dtugu publicznego): rB = 29,5 mld zl, przez catkowity dtug w 2018 roku:
B(0) =1035 mld z} (tabela 4.1). Obliczony w ten sposéb wskaznik jest réwny okoto:

r (0) =3%.

W tabeli 4.2 przedstawiono warto$ci omawianych parametréw dla polskiej go-
spodarki w 2018 roku.
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Tabela 4.2. Podsumowanie wartosci parametréw dla polskiej gospodarki w 2018 roku

Parametr B .
— Zro6dlo danych i metoda kalibracji
Nazwa Symbol | Warto$§¢é
Stosunek produkeji potencjal- yP 0,65 | na podstawie réwnania modelu:
nej do kapitatu trwatego ¥ =y(0)/u(0),
gdzie y(0) = Y(0)/K(0) - dane GUS,
1(0) = 0,81 — dane: Trading Economics (b.r.)
Naturalna wartos¢ wykorzy- u 0,85 | Turovsky (2022)
stania zdolnosci produkceyj-
nych
Naturalna stopa zatrudnienia \72 0,95 | w badaniach empirycznych naturalng stope
bezrobocia (NAIRU) szacuje si¢ na poziomie
5% (Konopczynski, 2015; Staiger i in., 1997)
Stopa wzrostu wydajnosci n 0,03 | wedlug danych Eurostatu stopa wzrostu wy-
pracy dajnosci pracy w 2018 roku byla réwna 3%
Stopa wzrostu podazy pie- M 0,05 |NBP
nigdza
Konsumpcja publiczna na g 0,09 | na podstawie wzoru G (0) = gK (0) oraz da-
jednostke kapitatu nych o G (0) 1 K (0) z tabeli 4.1
Wspdtczynnik deprecjacji ka- 0 0,06 | Bank Swiatowy
pitatu
Stawka podatkowa od wyna- T, 10,4% | obliczenia wlasne
grodzen za prace
Stawka podatkowa od zysku T, 9,4% | obliczenia wlasne
z kapitatu i odsetek z obligacji
Stawka sktadki na ubezpiecze- T, 7% | obliczenia wlasne
nie spoleczne placona przez
pracodawcow
Stawka sktadki na ubezpiecze- T, 12,3% | obliczenia wlasne
nie spoleczne ptacona przez
pracownikéw
Stosunek podatkéw posred- T, 15% | obliczenia wlasne
nich do popytu catkowitego
Stosunek transferéw publicz- o 0,42 | obliczenia wlasne

nych do realnych ptac brutto
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4.1.4. Kalibracja parametréw reakcji za pomocg programu
Solver

w podrozd21ale tym zostana wyznaczone parametry reakcji: B, B, .. B, B,, B,
R i, i,, h.Na podstawie réwnan modelu oraz danych statystycznych w 1atwy
sposob mozna jedynie wyznaczyc parametry B,.. oraz h. Uzyskanie pozostalych para-
metréw reakeji za pomocg réwnan modelu oraz dostepnych danych statystycznych
jest zadaniem trudnym, wymagajacym zaawansowanych metod ekonometryczny*.
W niniejszej monografii kalibracja tych parametréw zostata ograniczona do pro-
stej metody polegajacej na rozwigzaniu uktadu dwéch réwnan (4.1. 21)—(4.1.22),
w'ktéryrr.l niewigdomymi sg parametry: B.BuoPBsB., B, ﬁye, Ko Kooy i@ Pozostale
wielkosci sg obliczone z wykorzystaniem danych statystycznych. Wadq tej metody
jest nieskoniczona liczba rozwigzan ukladu réwnan (4.1.21)-(4.1.22) wynikajaca
z wigkszej liczby niewiadomych niz réwnan. Druga wada tej metody jest problem
wyboru do dalszych badan przykltadowego zestawu parametréw, bedacego rozwia-
zaniem ukfadu réwnan (4.1.21)-(4.1.22). Mimo tych wad metoda ta jest wystarcza-
jaca do zbadania najwazniejszych wtasnosci modelu potrzebnych do odpowiedzi
na pytania postawione w niniejszej monografii.
Kalibracje¢ parametréw reakeji zaczynamy od wyznaczenia, korzystajac z da-

nych statystycznych (tabela 4.1) oraz réwnan omawianego modelu, parametréw
B, oraz h:

N(0) _r(0)M(0)

YY) p(0)Y*(0)

W dalszej kolejnosci rozwiazujemy uklad réwnan (4.1.21)-(4.1.22).
Wartosci zmiennych y i y¢ ustalono na podstawie réwnan modelu i danych sta-
tystycznych:

:ﬂzo 53 ¢4 Yd(o)

, =0,52
K (0) K (0)

Z kolei za wartosci parametrow: o 0 yhu,n, pu, g 0, V, T, T, ¢, przyjelismy
wielkosci zaprezentowane wraz ze sposobem ich oszacowania w tabeli 4.2. Uklad
réwnan (4.1.21)-(4.1.22) ma wigcej niewiadomych niz réwnan, co moze oznaczad,
7e ma nieskoniczenie wiele rozwiazan. Zeby wyznaczy¢ przyktadowe rozwiazanie
tego uklad‘u,‘w ktérym za niewiadome przyjmujemy parametry reakgji: x, «c, B,
B, ﬁye, B, i,» i, korzystamy z dodatku programu MS Excel - Solver. Po wprowadze-

*2 Innym sposobem kalibracji parametréw reakcji jest wykorzystanie narzedzi ekonometrycznych
zaprezentowane w pracy Charpe’aiin. (2011). Autorzy do estymacji parametréw wykorzystali meto-
de zmiennych instrumentalnych (two-stage least squares, 2SLS).
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Tabela 4.3. Wartosci parametrow reakcji obliczone za pomoca MS Excel - Solver

Wartos¢

Zestaw 1 | Zestaw 2 | Zestaw 3 | Zestaw 4 | Zestaw 5

Parametr

%, | waga wplywu aktualnej infla-
¢ji i oczekiwanej inflacji na stope
wzrostu plac nominalnych 0,30

x| waga wpltywu nadwyzki stopy wzro-
stu ptac nominalnych ponad stope
wzrostu wydajnosci pracy i oczeki-
wanej inflacji na inflacje cen 0,80

B, | reakcja produkeji na réznice mie-
dzy popytem na zapasy a podaza
zapasow 0,10 0,10 0,20 0,10 0,10

B, | reakcja wielkosci produkcji na
przyrost oczekiwanego popytu 0,40 0,40 0,57 0,40 0,40

B.. | reakcja oczekiwari inflacyjnych na
" | btad dotyczacy oczekiwari infla-
cyjnych 0,10 0,20 0,05 0,20 0,20

B, | reakcja cen na luke produkeyjng 0,60 0,60 0,20 0,36 0,36

B, | reakcja nominalnych ptac na zmia-
ny zachodzace na rynku pracy 0,40 0,60 0,60 0,70 0,70

B . | reakcja stopy wzrostu oczekiwa-
nego popytu na wzgledny btad
oczekiwan dotyczacych wielkosci
chznego popytu 0,04 0,03 0,03 0,10 0,14

i, | reakcja popytu inwestycyjnego na
réznice miedzy stopa zysku z kapi-

tatu a realna stopa procentowa 2,00 2,10 2,50 2,10 2,10
i, |reakcja popytu inwestycyjnego na
luke produkcyjna 0,10 0,20 0,30 0,20 0,20
o | Waga wplywu aktualnej inflacji
i oczekiwanej inflacji na przyrost
oczekiwan inflacyjnych 0,10
Stan stacjonarny lokalnie asymptotycznie stabilny | margi- | niestabil-
nalnie ny
stabilny*

* Uktad jest marginalnie stabilny, jedli nie jest ani asymptotycznie stabilny, ani niestabilny. Stan
marginalnie stabilny odnosi si¢ do sytuacji, w ktérej uktad utrzymuje si¢ wokét stanu stacjonarnego,
ale nie dazy asymptotycznie do tego stanu.

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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niu wyznaczonych zmiennych i parametréw modelu, wraz z nastepujacymi ogra-

niczeniami warto$ci powyzszych parametrow:

— parametry reakgji: ., %, B, B, ﬁ 2B, ’1’ i, sa wielko$ciami dodatnimi,

- wartosci parametrow x, "oraz 1 sa mniejsze od 1,

- wartosci parametrow ﬁ B, B - B, oraz i, sa mniejsze od 1,

— parametr i, ma wartos¢ wu;ksyzq od 1,

za pomoca programu Solver ustalilismy kilka zestawéw wartosci tych parametréw.

Na podstawie analizy stabilnosci stanu stacjonarnego z wyznaczonych zestawéw

parametréw do dalszej analizy przyjeliSmy pigé, ktore przedstawiono w tabeli 4.3.

Przyjete powyzej ograniczenia wartosci parametréw wynikaja z zalozen dowodu

stabilnosci stanu stacjonarnego modelu KMG z egzogeniczng podaza pieniadza.
Zeby z ekonomicznego punktu widzenia poréwnaé gospodarki opisane powyz-

szymi piecioma zestawami wartosci parametréw reakcji (warto$ci pozostatych pa-

rametréw sg takie same w kazdym z pieciu wariantéw), przypomnijmy réwnania

modelu KMG z egzogeniczng podaza pienigdza, w ktdrych te parametry wystepuja:

Ww=B,(V-V)+x p+(1—x )7 +n, (4.1.41)

f)zﬂp(u—ﬁ)+7cp(ﬁ/—n)+(l—7cp)ne, (4.1.42)

=P, (ocf)+(1—a)7?—ne), (4.1.43)

Kzil(pe —(r—ne))K+i2(u—ﬁ)+f/6K, (4.1.44)
i e

Ye=d+ B, Y ;Y (4.1.45)

=Y +B,Y +B,(N'=N). (4.1.46)

Poréwnujac zestawy parametrow, zakltadamy, ze zestaw 1 jest zestawem podsta-
wowym, tzn. bedziemy poréwnywac jedynie zestaw 1 z pozostatymi zestawami. Dla
ulatwienia w tabeli 4.4 przedstawiono takie poréwnanie.

Istotng réznica miedzy zestawami 1-5 jest rodzaj stabilnosci stanu stacjonar-
nego gospodarki. Gospodarka opisana zestawami 1-3 po pewnym czasie bedzie
sie rozwijala réwnomiernie ze staly stopa wzrostu (stan stacjonarny jest lokalnie
asymptotycznie stabilny). Natomiast w wypadku zestawu 4 uzyskujemy cykliczny
charakter wzrostu gospodarki, a wigc bedzie sie ona rozwijata ze zmienng stopa
wzrostu. Zestaw 5 reprezentuje gospodarke niestabilna, w ktérej zmienne po pew-
nym czasie gwaltownie rosna lub maleja.

Zestawy 2, 415 charakteryzuja gospodarke z szybsza reakcja oczekiwan inflacyj-
nych (wzdr (4.1.43)) na blad w oszacowaniu inflacji w poprzednim okresie w po-
réwnaniu z zestawem 1 (wigksza warto$¢ parametru f8 ). Réwniez stopa wzrostu
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Tabela 4.4. Poréwnanie zestawu parametréw reakgji 1 z zestawami 2, 3,415
Wartos¢/réznica
Parametr
Zestaw 1 Zestaw 2 | Zestaw 3 | Zestaw 4 Zestaw 5
K, 0,30
X, 0,80
B, 0,10 Bt 00,1
B, 0,40 Bt 00,17
B. 0,10 Bt 001 B+ 00,05 B.t o001 Bt o001
B, 0,60 Bt 004 B, 00,24 B, 00,24
B, 0,40 Bt 002 Bt 002 Bt 003 B, 003
ﬁye 0,04 ﬂy& 00,01 ﬁyw 00,01 ﬂyn 00,06 ﬁyn 00,1
il 2,00 i1 +00,1 il + 00,5 i1 +00,1 il + 00,1
i, 0,10 i,t 00,1 i,t 00,2 i,t 00,1 i,t 00,1
o 0,10
Stan sta- lokalnie asymptotycznie stabilny marginalnie niestabilny
cjonarny stabilny

Zrédlo: obliczenia wlasne.

nominalnej stawki ptac (wzér (4.1.41)) jest w wypadku tych zestawéw wartosci pa-
rametréw bardziej wrazliwa na zmiane stopy zatrudnienia (za co odpowiada para-
metr reakcji 8 ). Natomiast stopa wzrostu oczekiwanego popytu (wzdr (4.1.45))
w gospodarce opisanej zestawem 1 silniej reaguje na bfad prognozy popytu w po-
przednim okresie niz w gospodarce opisanej zestawami 2 i 3 (parametr f ). Odwrot-
na sytuacja wystepuje w wypadku zestawéw 4 i 5, co moze by¢ przycz{mq zmiany
stabilnosci stanu stacjonarnego gospodarki w tych wypadkach (w zestawach 4 i 5
parametr 8  jest wigkszy niz w zestawach 1-3). Reakcja popytu inwestycyjnego
(wz6r (4.1.44)) na réznice miedzy oczekiwanym zyskiem z kapitatu trwatego a re-
alng stopa procentowq oraz na réznice miedzy wartoscig wskaznika wykorzystania
mocy produkeyjnej a jej naturalng wartoscig jest mniejsza w wypadku gospodarki
opisanej zestawem 1 niz w pozostatych przypadkach. W zestawach 3-5 w poréwna-
niu z zestawem 1 uzyskujemy gospodarke charakteryzujaca si¢ mniejsza wrazliwos-
cig rzeczywistej inflacji (wzor (4.1.42)) na zmiang¢ wskaznika wykorzystania mocy
produkcyjnej (parametr 8 ). Zgodnie z definicja tego wskaznika oznacza to, ze wzrost
produkcji spowoduje wyzszy wzrost cen w gospodarce w wypadku zestawu 1 niz
w wypadku zestawow 3-5 (przy niezmienionych wartosciach pozostalych zmien-
nych). Z tabeli 4.4 mozna takze odczyta¢, ze gospodarka w wypadku zestawu 3 réz-
ni si¢ od gospodarki opisanej zestawem 1 reakcja produkcji na zmiang stopy
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wzrostu oczekiwanego popytu i réznice miedzy popytem a podaza zapaséw (wzor
(4.1.46)). Wzrost oczekiwanego popytu lub popytu na zapasy spowoduje wigkszy
wzrost produkeji w gospodarce w wypadku zestawu 3 niz w gospodarce opisane;j
zestawem 1 (parametry 8, oraz f3 ).

Metoda wykorzystana do wyznaczenia wartosci parametréw reakeji utrudnia
interpretacje wplywu ich wartos$ci na stabilno$¢ stanu stacjonarnego. Zmiana jed-
nego parametru jest kompensowana odpowiednia zmiang innych parametréw, aby
spelniony byt uklad réwnan (4.1.21)-(4.1.22). Niemniej jednak w tabeli 4.4 moz-
na zaobserwowad, ze stabilnos¢ stanu stacjonarnego najbardziej jest wrazliwa na
zmiang parametru reakcji . A wigc nawet niewielki wzrost reakcji produkcji na
btad w prognozie popytu moze prowadzi¢ do utraty stabilnosci stanu stacjonar-
nego, co jest zgodne z pierwszym zalozeniem twierdzenia 4.1 o lokalnej asympto-
tycznej stabilnosci stanu stacjonarnego.

Podsumowujac, mozna stwierdzié, ze dla zestawdw 1-3 stan stacjonarny gospo-
darki jest lokalnie asymptotycznie stabilny, dla zestawu 4 stabilny, a dla zestawu 5
niestabilny. Ponadto, poréwnujac zestawy 1-3, zauwazamy, ze zestaw 1 wyrdznia
sie niskq warto$cig parametru , wplywajacego na wrazliwo$¢ stopy wzrostu nomi-
nalnej stawki ptac na zmiane stopy zatrudnienia, dla zestawu 2 charakterystyczna
jest wysoka wartos¢ parametru B , wptywajacego na wrazliwos¢ oczekiwanej infla-
cji na blad prognozy inflacji w poprzednim okresie oraz niska warto$¢ parametru
[Syc wplywajacego na reakcje oczekiwanego popytu na btad prognozy popytu w po-
przednim okresie, a zestaw 3 wyrdéznia wysoka wartos¢ parametru 3, wplywaja-
cego na sile reakcji produkcji na odchylenie popytu na zapasy od ich podazy oraz
wysoka warto$¢ parametréw i, oraz i, ktére wptywaja na wrazliwos¢ inwestycji na
réznice migdzy oczekiwana stopg zysku z kapitatu rzeczowego a oczekiwang real-
ng stopg procentowq. Zestaw ten charakteryzuje takze niska wartos¢ parametru 8,
wplywajacego na wrazliwos¢ cen na luke produkcyjna. Dodatkowo zauwazamy, ze
w zestawie 3 warto$¢ parametru ,8 jest taka sama jak w zestawie 2. Zestawy 4 i 5
charakteryzuje wysoka warto$¢ parametru ﬁ W zestawie 5 w poréwnaniu z po-
zostatymi zestawami warto$¢ parametru f3 )est najwyzsza, O oznacza, ze w tym
zestawie wrazliwos¢ oczekiwanego popytu na blad prognozy popytu w poprzed-
nim okresie jest najwigksza i ta cecha moze by¢ odpowiedzialna za utrate stabil-
nosci stanu stacjonarnego.

Przed przystapieniem do symulacji komputerowych konieczne jest jeszcze wy-
znaczenie poczatkowych wartosci zmiennych modelu intensywnego (4.1.14)-
(4.1.22). Wartosci te obliczylismy na podstawie definicji tych zmiennych oraz danych
o polskiej gospodarce (tabela 4.1). Wyniki tych obliczen wraz z definicjami zmien-
nych zostaly przedstawione w tabeli 4.5.

Uwaga 4.3. Wartos$¢ zmiennej okreslajacej Wydajnos'c' pracy w 2018 roku x (0)
Y(0)

obliczamy, korzystajac z réwnania x (0) = (0
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Tabela 4.5. Wartosci poczatkowe zmiennych modelu KMG w postaci intensywnej

Nazwa zmiennej Wz6r zmiennej Warto$¢ zmiennej
w(0)L(0
Udziat ptac w PKB U(0)= M 0,48
Y(0)
x(0)L(0)
Pracochtonno$é¢ pelnego zatrudnienia 1(0)= TKO) 0,56
Realna podaz pieniagdza na jednostke kapitatu __ M(0)
(0)= 0,36
rzeczowego p(0) K(0)
Oczekiwana inflacja m°(0) 0
Oczekiwany popyt na jednostke kapitatu rze- ey Y7(0)
(0)= 0,52
czowego K(0)
. 77 e . . _ N 0
Wielkos¢ zapaséw na jednostke kapitatu rze v(0)= (0) 0.05
czowego K(0)
Stosunek podazy obligacji do wielkosci kapi- (0)= B(0) 0.26
tatu rzeczowego p(0) K(0) ’

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Uwaga 4.4. Z definicji zmiennych modelu intensywnego (4.1.14)-(4.1.22) wy-
nika, ze na stan poczatkowy nie maja wptywu wyznaczone za pomoca Solvera war-
tosci parametréw reakeji. Oznacza to, ze dla kazdego zestawu parametréw reakcji
(tabela 4.3) stan poczatkowy jest taki sam (tabela 4.5).

4.1.5. Podsumowanie

W podrozdziale zmodyfikowano kilka kluczowych réwnan modelu KMG omé-
wionego w rozdziale pierwszym w celu uwzglednienia podczas symulacji kompute-
rowych jak najwiecej informacji o polskiej gospodarce. Zastosowane modyfikacje
nie wplynety na struktur¢ matematyczna modelu, dzigki czemu mozna przyjaé, ze
istnieje jeden stan stacjonarny zmodyfikowanego modelu KMG w postaci inten-
sywnej oraz stan ten jest lokalnie asymptotycznie stabilny, co wynika z analizy mo-
delu KMG przedstawionej w rozdziatach pierwszym oraz trzecim.

Wartosci czgsci parametréw modelu zostaly wyznaczone za pomocg zmodyfi-
kowanych réwnan modelu na podstawie informacji o polskiej gospodarce za 2018
rok. Natomiast wartosci pozostalych parametréw obliczono, wykorzystujac pro-
gram komputerowy Solver. Procedura obliczania wartosci parametréw przy uzyciu
tego programu polega na wyznaczeniu przyktadowego rozwiazania (zestawu war-
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to$ci parametréw) nieoznaczonego uktadu réwnan - w wypadku rozpatrywanego
problemu uktadu dwéch réwnan z o§mioma niewiadomymi. Do symulacji kompu-
terowych zaprezentowanych w kolejnym podrozdziale wyznaczono pig¢é réznych
zestawow wartosci parametréw wygenerowanych przez program Solver. Jednym
z kryteriéw wyboru zestawu parametréw byl rodzaj stabilnosci stanu stacjonarnego.

Na podstawie definicji zmiennych modelu oraz danych o polskiej gospodarce
wyznaczono takze stan poczatkowy niezbedny do przeprowadzenia symulacji kom-
puterowych w kolejnym podrozdziale.

4.2. Eksperymenty symulacyjne modelu KMG
z egzogeniczng podazg pienigdza

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wyniki eksperymentéw symulacyj-
nych przeprowadzonych na modelu KMG w wersji z egzogeniczng podaza pie-
niagdza. Celem analizy byto zbadanie dynamiki kluczowych zmiennych modelu
w odpowiedzi na zmiany parametréw oraz ocena stabilnosci stanu stacjonarnego
dla réznych ich wartosci.

4.2.1. Procedury obliczeniowe

Dynamike analizowanego modelu KMG opisuje uklad siedmiu nieliniowych
réwnan rézniczkowych (4.1.14)-(4.1.20). Zeby na jego podstawie przeprowadzi¢
symulacje komputerowe, najlepiej bytoby zna¢ analityczna postac jego rozwigzania.
To jednak, ze wzgledu na nieliniowo$¢ réwnan ukladu, jest w zasadzie niemozli-
we i dlatego konieczne jest zastosowanie jednej z metod numerycznych przybli-
zajacych rozwiazanie ukladu réwnan rézniczkowych. Istnieje wiele takich metod,
wsréd nich metoda Eulera, ktéra sie postuzylismy®. Dla tej metody zastosowali-
$my krok h=1/12*.

** Dla ukladu réwnan (4.1.14)-(4.1.20) metoda Eulera jest wystarczajaca, daje rozwiazanie z przy-
blizeniem, ktére nam odpowiada. A jednocze$nie, w poréwnaniu z innymi metodami (np. metoda
Rungego-Kutty rzedu drugiego i rzedu czwartego, metoda Dormanda-Prince’a, ulepszong metoda
Eulera (MIDPOINT)), jest stosunkowo prosta i pozwala szybko uzyskaé wynik za pomocg obliczen
komputerowych.

* Przyjeta dlugo$é kroku h = 1/12 jest wystarczajaco mata, aby przyblizy¢ rozwiazania omawianego
modelu ciagtego modelem dyskretnym, co pokazaly liczne symulacje dla réznych dtugosci krokéw.
Dodatkowo, biorac pod uwage, ze dane wykorzystane w eksperymentach symulacyjnych sa danymi
rocznymi, dtugos¢ kroku h = 1/12 odzwierciedla miesi¢czne przyrosty zmiennych modelu intensyw-
nego.
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Metoda Eulera dla modelu KMG

Niech X bedzie wektorem o sktadowych U, [, m, %, y¢, v, b zaleznych od t. Po-
dobnie niech F bedzie wektorem o sktadowych f dlai=1,2,...,7, gdzie:

fl=Ux(ﬁw(l—xp)(%—Vj—ﬁp(l—xw)(%—ED,
y
fzzl{n—(ﬁ+n+ﬁe(y—i—lj}+
"y
—il[(l—fp)ye—Uy—S—E—[hye—nen—iz[%—ﬁn,
m y
ﬁ=m[u—ﬂe—n—x[x B (Z—V]+,8 (L—EBHA],
prw l p yP
f4:,BHE[a[xp,@w(%—VJ+ﬁpEﬁ—ﬁj+n5]+(1—a)(p—n)—ﬂ‘3],
f5=y{0+/3£(y—j—1J+lAJ,
"y

f6=y—yd—v(n—lA),

£ =(g+rb—Tc(a4yd—(1+Tl)Uy—5+oc3rb)—(r—ocl)TWUy)+

b{l(ﬁ[%}ﬁ(%vnj

Uklad réwnan rézniczkowych (4.1.14)-(4.1.20) mozemy zapisaé w postaci:

X'(t)=F(t, X), (4.2.1)
z warunkiem poczatkowym:
X(t,)=X,.

Dodatkowo omawiany uktad réwnan rézniczkowych jest uktadem autonomicz-
nym, czyli nie zalezy od zmiennych niezaleznych, w tym wypadku od zmiennej
czasu, a wiec réwnanie (4.2.1) mozemy zapisaé nastepujaco:



4.2. Eksperymenty symulacyjne modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza 181

X'(t)=F(X). (4.2.2)

Zakladajac, ze rozwiazanie ukladu (4.2.2) istnieje i jest jednoznaczne, mozemy
przedstawic je w postaci wektora:

X(t) = (U(e), 1), m(e), 7 (1), y* (£),v(0), b(t) ).
Wykorzystujac metode Eulera oraz réwnanie (4.2.2) i znajac wartos¢ X (t) oraz
F (X (t)), mozemy obliczy¢ przyblizona wartos¢ funkcji X (t + h) bedaca rozwiaza-
niem réwnania rézniczkowego:

X(t+h)=X(t)+F(X(t))h.

Za pomoca powyzszej metody mozemy wyznaczy¢ przyblizone wartosci roz-
wigzania uktadu réwnan (4.2.14)-(4.2.20).

Posta¢ modelu KMG zastosowana w symulacjach komputerowych

Ut +5)=U) +sU®) x( B, 0 -1, )(V(E) - V)~ B,(1—x,) (u(t)~7)), (4.2.3)

z(t+s)=z(t)+sz(t)[—ﬁ(t+s)—ﬁ y ) 1N+

yo(t)
+sl(t)(—i1(pe(t)—§ (r(0)-m*@))~, (ut) - u) (4.2.4)
m(t+5) = m(t)+ sm(t) (p—n— p(t+s)+l(t+1)) (4.2.5)
n(t+5) = (6) + 5B (ap (¢ +5)+ (1—a) (p—n)—7*(t)), (4.2.6)
Pt +s) = y () +5y° (t){U(t+s)+ﬂ [y Et; j+i(t+s)} (4.2.7)
y
Wt +s)= V(t)+s( y(6)-y*(6)-v(t) (n-i(t +s))), (4.2.8)

b(t +5)=b(t)+
+s(g+rt) b))~ (p () +ar () b(t)) - (T —a,) T, U) y(t))+
—b(n=I(t+5)+ ple +s)), (4.2.9)
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gdzie:

V(t) :%, u(t) =%, p(t+1)=(x(c,B,(V(O)-V)+ B, (wt) 7)) +7°()),

pr)=Q1-1,) y(t)-(1+1)U(t) y(t)-0,
p(t)=(1-7,) y'(t)=(1+7 ) U(t) (1) =5,

¥ =+ a, 1) yOU®) +i,(p O =~ (r(t) =7 (1)) )+, (w(t) ~7) + 5+ g +

4 (B, (-5, )(V(O)~7) B, (0~ ) (u(t)~7) ) +n+ B, (yd(t) _1}

ye(t)
y(®) =y (O)+B,B.y () —Bv(t)+

B {02 (V0-7) -, (1 Y-, [ 20|

It +s)-1(t) A _Ut+5)-U(®) _hy(t)
_—l(t) ,U(t+5) —U(t) s r(t)= —m(t) .

gdzie s to dlugos¢ kroku®. W symulacjach przyjmujemy, ze s =1/12.

I(t +5)

4.2.2. Stany stacjonarne polskiej gospodarki przy réznych
zestawach wartosci parametréw reakgji

Do wyznaczania stanu stacjonarnego modelu (4.1.14)-(4.1.20) przyjeliSmy ba-
zowy zestaw wartosci egzogenicznych przedstawionych w tabeli 4.2 dla wszystkich
pieciu symulacji. Z kolei zestawy wartosci parametréw reakcji zaprezentowane w ta-
beli 4.3 (zestawy od 1 do 5) przyjeliSmy odpowiednio dla symulacji 1, 2, 3, 4 i 5.
Przed zaprezentowaniem warto$ci zmiennych w stanie stacjonarnym dla wszyst-
kich pigciu zestawdéw przypomnijmy réwnania zmiennych w stanie stacjonarnym:

—d —e _ n+ﬁn — [7: c
(1+al—r)7’

*> W opisie metody Eulera dtugo$¢ kroku oznaczamy litera h. W omawianym modelu litera h ozna-
czamy jeden z parametréw reakcji okreslajacy reakcj¢ popytu na pienigdz na zmiang oczekiwanego
nominalnego popytu i nominalng stope procentowa. Z tego powodu w przedstawianych réwnaniach
modelu do oznaczania kroku uzywamy litery s.
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p=p :(1—TP)7d -(1+1)Uy-6, T=p+7-§

g—Tc(ond —(1+Tl)(77—5)—(r—a1)(77

E:
o0TF—p+E+n

Z powyzszych réwnan wynika, ze parametry modelu, ktore wptywaja na stan
stacjonarny, to: y, n, V., u, BB, ﬂNd’ s Oy T, T, T 0, h,goraz 7. A wiec jedyny-
mi parametrami wplywajacymi na stan stacjonarny modelu, ktdre zostaly wyzna-
czone przy uzyciu programu komputerowego Solver, s3 f oraz . Z powyzszego
wynika, Ze stan stacjonarny dla zestawdéw 1, 2, 4 i 5 jest taki sam (maja te same
wartosci parametréw, od ktorych zalezy stan stacjonarny). Jedynie zestaw 3 moze
miec inne wartosci stanu stacjonarnego ze wzgledu na rézne wartosci parametréow
B, oraz B, (tabela 4.3).

W tabelach 4.6 1 4.7 zestawiono wartosci zmiennych w stanie stacjonarnym mo-
delu (4.1.14)-(4.1.20) z wartosciami tych zmiennych w stanie poczatkowym. Jak
wyzej wspomniano, dla zestawow 1, 2, 4 i 5 wartosci zmiennych w stanie stacjonar-
nym sg takie same, wiec zaprezentujemy jedynie jedng tabele (tabela 4.6) dla tych
czterech zestawdw. Natomiast stan stacjonarny dla zestawu 3 przedstawimy w osob-
nej tabeli (tabela 4.7).

Tabela 4.6. Poréwnanie warto$ci zmiennych modelu w stanie poczatkowym i w stanie
stacjonarnym dla zestawow wartosci parametréw 1, 2,415

Nazwa zmiennej Symbol Stan po- S,t an sta- Réznica
czatkowy | cjonarny
Udziat ptac w PKB U 0,480 0,560 0,080
Efektywna podaz pracy na jednostke kapitatu ) 0,560 0,582 0,022
Realna podaz pienigdza na jednostke kapitatu m 0,350 0,358 0,008
Oczekiwana inflacja ¢ 0,000 0,020 0,020
Stosunek oczekiwanej sprzedazy do kapitatu y° 0,521 0,549 0,027
Wielkos¢ zapaséw na jednostke kapitatu v 0,048 0,122 0,074
Stosunek podazy obligacji do wielkosci kapitatu b 0,257 2,814 2,557
Stopa zatrudnienia 1% 0,940 0,950 0,010
Wskaznik wykorzystania mocy produkcyjnej u 0,810 0,850 0,040
Stosunek produkeji do kapitatu y 0,535 0,553 0,018
Realna stopa procentowa R 0,030 0,011 -0,019
Nominalna stopa procentowa r 0,030 0,031 0,001
Stopa zysku z kapitatu p 0,108 0,076 -0,033
Inflacja rzeczywista T 0,016 0,020 0,004
Stosunek popytu do kapitatu y? 0,521 0,549 0,028
Konsumpcja prywatna do kapitatu c 0,300 0,369 0,069

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Tabela 4.7. Poréwnanie wartosci zmiennych modelu w stanie poczatkowym i w stanie
stacjonarnym dla zestawu 3

Nazwa zmiennej Symbol Stan po- S,t an sta- Réznica
czatkowy | cjonarny
Udziat ptac w PKB U 0,480 0,560 0,080
Efektywna podaz pracy na jednostke kapitatu ) 0,560 0,582 0,022
Realna podaz pieniadza na jednostke kapitatu m 0,350 0,358 0,008
Oczekiwana inflacja ¢ 0,000 0,020 0,020
Stosunek oczekiwanej sprzedazy do kapitatu y° 0,521 0,549 0,027
Wielkos¢ zapasoéw na jednostke kapitatu v 0,048 0,122 0,074
Stosunek podazy obligacji do wielkosci kapitatu b 0,257 2,814 2,557
Stopa zatrudnienia |4 0,940 0,950 0,010
Wskaznik wykorzystania mocy produkeyjnej u 0,810 0,850 0,040
Stosunek sprzedazy do kapitatu y 0,540 0,553 0,012
Realna stopa procentowa R 0,028 0,011 -0,017
Nominalna stopa procentowa r 0,028 0,031 0,003
Stopa zysku z kapitatu p 0,109 0,076 -0,033
Inflacja rzeczywista e 0,016 0,020 0,004
Stosunek popytu do kapitatu y? 0,517 0,549 0,032
Konsumpcja prywatna do kapitatu c 0,300 0,369 0,069

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Z tabel 4.6 i1 4.7 wynika, Ze odpowiednie wielkosci zmiennych w stanie stacjo-
narnym sg podobne dla wszystkich zestawéw wartosci parametréw reakeji. Dla ze-
stawéw 1, 2, 4 1 5 wniosek ten jest oczywisty. Natomiast w zestawie 3 wartosci
parametréw reakcji  , B, sa inne niz w pozostatych czterech zestawach (od para-
metréw f3 , B, zalezy stan stacjonarny, zob. wyzej). Oznacza to, Ze zmiana parame-
tru reakcji B, zostala skompensowana zmiang parametru reakeji f,. W tabelach 4.6
i 4.7 zaprezentowano réwniez réznice miedzy wartosciami zmiennych w stanie
stacjonarnym i stanie poczatkowym. Oprécz stopy zysku p z kapitatu trwalego
w stanie stacjonarnym i realnej stopy procentowej w stanie stacjonarnym: R=7 —7
wartosci zmiennych w stanie stacjonarnym sa wigksze niz w stanie poczatkowym.
Stopa zysku z kapitatu trwalego: p =(1-7,) y'—(1+7,) U y — 8 ma mniejsza war-
to$¢ w stanie stacjonarnym niz w stanie poczatkowym, poniewaz stosunek plac re-
alnych do kapitatu trwatego U y =wL'/K wzrasta bardziej niz stosunek realnego
popytu do kapitatu trwalego 3 =Y“/K. Natomiast to, ze realna stopa procentowa
ma mniejsza warto$¢ w stanie stacjonarnym niz w stanie poczatkowym, wynika
z tego, ze stopa inflacji wzrasta znacznie, podczas gdy nominalna stopa procento-
wa tylko w niewielkim stopniu.

Zeby ocenié wartosci pozostatych zmiennych w stanie stacjonarnym, zamiast
wielkosci na jednostke kapitatu, przedstawiono zmienne w bardziej standardowej
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Tabela 4.8. Por6wnanie wartosci zmiennych modelu wyrazonych na jednostk¢ PKB
w stanie poczatkowym i w stanie stacjonarnym

Nazwa zmiennej Stan ?tan Réznica (%)
poczatkowy stacjonarny
Udziat ptac w PKB 0,480 0,560 17
Realna podaz pienigdza na jednostke PKB 0,654 0,647 -1
Wielko$¢ zapaséw na jednostke PKB 0,090 0,221 146
Stosunek podazy obligacji do PKB 0,480 5,089 959
Stosunek popytu do PKB 0,974 0,993 2
Konsumpcja prywatna do PKB 0,561 0,667 19

Zrédlo: obliczenia wlasne.

formie, to znaczy na jednostke PKB (tabela 4.8). W stanie stacjonarnym udziat ptac
realnych w PKB w poréwnaniu ze stanem poczatkowym jest wigkszy o okoto 17%
i wynosi 56%, co oznacza, ze czes$¢ wartosci dobr i ustug wytworzonych w gospo-
darce, ktéra trafia do pracownikéw, wzrosnie 0 17% i o tyle samo spadnie czesé
wartosci, ktdra trafia do wlascicieli srodkéw produkeji (czyli posiadaczy kapitatu
i firm). W stanie stacjonarnym wieksza jest efektywna podaz pracy w stosunku do
kapitatu trwalego, czyli mniejsza liczba jednostek pracy bedzie potrzebna do wy-
tworzenia tej samej wielko$ci kapitalu w poréwnaniu ze stanem poczatkowym. Re-
alna podaz pieniadza w stosunku do PKB zmaleje 0 1%, a zapasy na jednostke PKB
wzrosng az o 146%. Z kolei popyt do PKB zwigkszy si¢ 0 2%, co przede wszystkim
jest efektem wzrostu konsumpcji w stosunku do PKB (wzrost 0 19%).

Uwage przykuwa bardzo duza wartos¢ stosunku realnego zadtuzenia sekto-
ra finanséw publicznych do wielkosci kapitatu trwalego w stanie stacjonarnym,
b = 2,814, co daje ponad 500% PKB. Jedna z przyczyn tak duzej wartosci tej zmien-
nej jest usuniecie z modelu mozliwosci finansowania budzetu sektora finanséw
publicznych kreacjq pieniadza (por. wzory (4.1.3) i (4.1.9)). Druga przyczyna sa
stosunkowo niskie stawki podatkowe i duze wydatki sektora finanséw publicznych.
Kolejnym powodem jest zalozenie, ze udziat zadluzenia sektora finanséw publicz-
nych w PKB w 2018 roku wynosit okoto 50% (jawny dlug publiczny).

Ze wzgledu na dodanie m.in. §wiadczen emerytalnych i rentowych w réwna-
niu deficytu sektora finanséw publicznych (4.1.9), w analizie stanu stacjonarnego
nalezy uwzglednié warto$¢ szacowanego ukrytego dtugu publicznego®. Z szacun-
kéw m.in. GUS, OECD lub Eurostatu wynika, ze warto$¢ ukrytego dtugu publicz-
nego dla polskiej gospodarki jest kilkakrotnie wyzsza niz jawny dtug publiczny. Na

 Ukryty dlug publiczny to finansowe zobowiazania pafistwa nieuwzglednione w jego sprawo-
zdawczosci budzetowej. Podstawowym jego Zrédlem sa przyszle zobowiazania panstwa, m.in. z ty-
tulu wyptaty emerytur i zasitkéw dla bezrobotnych oraz funkcjonowania systemu opieki zdrowotnej
(Esfahani i Kim, 2002, s. 1-2).
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przyktad wedtug danych GUS ukryty dtug publiczny na koniec 2018 roku wyniést
w Polsce 291,7% PKB, a oficjalny dtug publiczny wg GUS w tym samym roku sta-
nowit 48,9% PKB. Biorac pod uwage szacowany ukryty dlug publiczny oraz to, ze
stan stacjonarny zostanie osiggniety po kilkuset latach, warto$¢ dlugu wynikajaca
z modelu nie jest juz tak nierealistyczna.

Problem z duzg wielkoscia zadluzenia wynikajaca z modelu mozemy rozwia-
zad, zmieniajac oszacowane warto$ci parametréw modelu, co wynika zZe WZOru:

_ g—TC(och—(1+TI)U7—5)—(T—a1)l_]7 _ T,
b= — , gdzie ¢, =1—-7 +— = const.
0T T—p+E+n L

c

Oczywiscie zmiana wartosci parametréw odpowiadajacych za wartos¢ b ma kon-
sekwencje. Moze spowodowac zmiane wartos$ci innych zmiennych w stanie stacjo-
narnym. Jedynym parametrem, ktéry nie wpltywa na inne zmienne w stanie
stacjonarnym, jest stawka podatku 7_od zysku z kapitatu trwalego i odsetek z obli-
gacji. Oznacza to, ze najprostszym sposobem uzyskania w modelu niskiego pozio-
mu zadluzenia sektora finanséw publicznych w stosunku do kapitatu trwalego jest
podwyzszenie tej wlasnie stawki podatkowej. Na rysunku 4.2 przedstawiono zalez-
nos¢ zadluzenia sektora finanséw publicznych w stosunku do kapitatu trwalego od
stawki podatku 7.

W Polsce w 1997 roku ustanowiono konstytucyjny limit zadtuzenia w wysokosci
60% PKB. Biorac pod uwagg to, ze kapital trwaly jest okolo dwa razy wigkszy niz
PKB, konstytucyjny limit zadtuzenia w stosunku do kapitalu trwalego jest réowny

3,5

3

Rysunek 4.2. Warto$¢ zmiennej b w stanie stacjonarnym w zaleznosci od stawki podatku t,

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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okoto 30%. Z rysunku 4.2 wynika, Ze limit nie zostanie przekroczony, jesli stawka
podatku 7_bedzie wigksza niz 75%.

4.2.3. Scenariusze wzrostu polskiej gospodarki przy ré6znych
zestawach wartosci parametréw reakgji

W symulacjach przyjelismy dyskretng postaé¢ modelu KMG (4.2.3)-(4.2.9). Przed
rozpoczeciem analizy wynikéw symulacji nalezy wspomnied, ze na wszystkich wy-
kresach czas, przedstawiony na osi odcietych, jest mierzony w miesiacach (np.
t =120 oznacza 120 miesiecy, czyli 10 lat). Na rysunku 4.3 przedstawiono wykresy
trajektorii zmiennych modelu w postaci intensywnej dla zestawdéw wartosci para-
metréw reakeji 1, 2 1 3, z kolei na rysunku 4.5 dla zestawu 4, a na rysunku 4.7 dla
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Rysunek 4.3. Dynamika zmiennych modelu KMG w postaci intensywnej. Kolor
niebieski - zestaw 1, kolor czerwony - zestaw 2, kolor czarny - zestaw 3

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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zestawu 5. Dodatkowo na rysunku 4.9 przedstawiono przykladowy sposéb unik-
niecia destabilizacji gospodarki opisanej modelem KMG dla piatego zestawu war-
tosci parametréw za pomoca polityki fiskalnej. Na ostatnim rysunku, 4.9,
poréwnano na podstawie wykresu funkcji produkcji (PKB) wzrost gospodarczy
we wszystkich pieciu przypadkach.

Na rysunku 4.3 mozemy zauwazy¢, ze po okoto 900 okresach (czyli po okoto
75 latach) wartosci szesciu pierwszych zmiennych modelu KMG w postaci inten-
sywnej stale zblizaja si¢ do wartosci w stanie stacjonarnym. Po poczatkowych wa-
haniach wartosci tych zmiennych stabilizuja si¢ mniej wigcej w okresie ¢t = 2000,
czyli po okoto 170 latach. Natomiast trajektoria zmiennej b (stosunek dlugu sektora
finanséw publicznych do wartosci kapitatu rzeczowego), przedstawiona na ostat-
nim wykresie, stabilizuje si¢ po okresie ¢ = 3000, czyli po 250 latach. Réznica czasu
dojscia do stanu stacjonarnego migdzy zmienna b a pozostalymi zmiennymi wy-
nika z tego, ze zmienne modelu KMG w postaci intensywnej, z wyjatkiem zmien-
nej b, nie zaleza od wartosci b. Z drugiej strony zmienna b zalezy od pozostatych
zmiennych modelu KMG w postaci intensywnej, co oznacza, zZe jej wartos¢ usta-
bilizuje si¢ dopiero po czasie, gdy pozostate zmienne modelu intensywnego beda
w stanie stacjonarnym.

Uwage przykuwa to, ze mimo réznych wartosci parametréw reakcji, ksztatt
wszystkich trajektorii zmiennych opisujacych gospodarki dla zestawéw parame-
tréw 1 i 2 (wykresy niebieski i czerwony) jest podobny. Z analizy wartosci para-
metréw reakcji przedstawionych w tabeli 4.4 oraz z trajektorii przedstawionych na
rysunku 4.3 wynika, ze silniejsza reakcja nominalnych plac §, T na zmiany zacho-
dzace na rynku pracy (zmiana stopy zatrudnienia), a takze szybsza reakcja popytu
inwestycyjnego i, T, i, T nazmiany zachodzace w gospodarce oraz wolniejsza reakcja
produkeji [3 d na biqd prognozy przyszlej sprzedazy i szybsza reakcja oczekiwan
1nﬂacy)nych B. T nieznacznie wplywaja na ogélny wzrost gospodarczy. Sytuacja
ulega zmianie (zestaw 3), gdy ponadto w gospodarce ceny wolno reaguja na zmia-
ny koniunktury (ﬁ J), popyt inwestycyjny szybko reaguje na zmiany w gospodar-
ce,w szczegolnosc1 na réznice migdzy oczekiwang stopa zysku z kapitatu trwalego
a oczekiwang realng stopg procentowsq (i, 8 i 1) oraz szybciej zmieniaja sie decy-
zje o wielkosci produkcji w odpowiedzi na zmiany oczekiwan przysztego popytu
oraz zmiany réznicy miedzy popytem i podaza zapaséw (8 T, B, T). Taka gospo-
darke reprezentuje zestaw 3 (wykres czarny). Dla zestawu 3, w poréwnaniu z ze-
stawami 1 i 2, stosunek efektywnej pracy do kapitatu rzeczowego szybciej dazy do
stanu stacjonarnego, co wynika z duzo wigkszej wartosci parametru i, 1. Powolna
reakcja cen B,  na zmiany w koniunkturze przyczynia si¢ do mniejszych wahan
trajektorii w krétkim okresie.

Dokladniejsza analiza wplywu zmian wartosci poszczegélnych parametréw re-
akeji na trajektorie zmiennych jest utrudniona ze wzgledu na sposéb wyznacza-
nia wartosci tych parametréw (zob. punkt 4.1.4). Zmiana wartosci tylko jednego
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wybranego parametru reakcji wplywa na przyklad na wartosci zmiennych y i y<,
a dalej na wartosci zmiennych Viu w stanie poczatkowym, co prowadzi do analizy
innej gospodarki. W konsekwencji stracimy gléwng idee tego rozdziatu, ktora jest
analiza modelu KMG na podstawie danych o polskiej gospodarce.

Na rysunku 4.4 przedstawiono kilka wykreséw ilustrujacych trajektorie niekté-
rych par zmiennych w przestrzeni fazowej. Ze wzgledu na duza liczbe zmiennych
modelu intensywnego nie prezentujemy wszystkich kombinacji par zmiennych
(jest ich 21). Natomiast, oprocz zmiennych modelu KMG w postaci intensywnej,
prezentujemy inne ciekawe z ekonomicznego punktu widzenia zmienne w prze-
strzeni fazowe;j.

Ksztalty trajektorii (rysunek 4.4) potwierdzaja zawilo$¢ powiazan miedzy zmien-
nymi modelu, co razem z brakiem wszystkich par zmiennych utrudnia ich doktad-
ng analize¢. Niemniej jednak, na podstawie kilku wykreséw na rysunku 4.4 mozna
sie pokusié o probe okreslenia zwiagzkéw migdzy niektorymi zmiennymi (wszyst-
kie dotycza gospodarki opisanej drugim zestawem wartosci parametréw reakcji):

1. Orbita stép inflacji i bezrobocia (trajektoria 1) uktada si¢ w ksztalt opisywanej
w literaturze krzywej Phillipsa (ujemna zalezno$¢ migdzy stopa zmiany cen, czyli
inflacja, a poziomem bezrobocia).

2. Udzial plac w PKB (trajektoria 2) oraz popyt na jednostke kapitatu (trajekto-
ria 11) przejawiaja dodatnig zaleznos¢ z oczekiwanym popytem na jednostke ka-
pitatu.

3. Konsumpcja prywatna na jednostk¢ PKB oraz dlug sektora finanséw pub-
licznych sg ujemnie skorelowane z nominalng stopa procentowa (trajektorie 3 i 4).
Warto przypomnie(, ze z réwnan modelu intensywnego wynika zaleznos¢ jedno-
stronna mi¢dzy nominalng stopa procentowa a dlugiem sektora finanséw publicz-
nych. Nominalna stopa procentowa wplywa na dtug sektora finanséw publicznych.

4. Istnieje dodatnia zaleznos¢ miedzy wartoscia wspdlczynnika wykorzystania
mocy produkcyjnej a udzialem ptac w PKB (trajektoria 5).

5. Brak korelacji migdzy konsumpcja na jednostke PKB a inflacjg (trajektoria 6).
Na poczatku rozpatrywanego horyzontu czasowego konsumpcja na jednostk¢ PKB
ro$nie mimo wzrostu cen. Gdy ceny przekrocza pewien akceptowany przez sektor
prywatny poziom, konsumpcja na jednostke PKB gwaltownie maleje, az do mo-
mentu, gdy ceny zaczng male¢ (deflacja cen). W chwili gdy ceny zmaleja do pewne-
go poziomu, konsumpcja na jednostke PKB znowu zaczyna rosna¢, az kolejny raz
ceny zaczng rosnac i przekrocza pewien akceptowany poziom. Ksztatt orbity kon-
sumpcji na jednostke PKB i stopy inflacji jest zblizony do ksztattu spirali zbieznej.

6. Ciekawq relacje mozna takze zaobserwowac migdzy inwestycjami na jednost-
ke PKB a nominalng stopg procentowg (trajektoria 7). W poczatkowych okresach
inwestycje na jednostke PKB maleja mimo stalej wartosci nominalnej stopy pro-
centowej. Dopiero gdy nominalna stopa procentowa zaczyna male¢, inwestycje na
jednostke PKB zaczynaja rosnaé (oczywiste jest, ze ta zmiana moze by¢ wywotana
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Rysunek 4.4. Trajektorie w przestrzeni fazowej otrzymane dla zestawu 2 wartoSci

parametrow reakcji

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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takze innymi czynnikami wplywajacymi na inwestycje lub na PKB). Gdy stopa
procentowa stabilizuje si¢ na pewnym poziomie, inwestycje na jednostke PKB ko-
lejny raz zaczynajg male¢. W kolejnych okresach widzimy, Ze zmiana stopy procen-
towej juz nie wplywa na inwestycje w stosunku do PKB. Przyczyna tego moze by¢
na przyklad inflacja, ktdra, jak ilustruje trajektoria stosunku inwestycji do PKB i in-
flacji, jest ujemnie zalezna od tego stosunku inwestycji do PKB.

7. Nie ma czytelnej zaleznosci migdzy inflacja a nominalng stopa procentowa
(trajektoria 9).

8. Produkcja na jednostke kapitatu rosnie, gdy rosnie popyt na jednostke kapi-
talu (trajektoria 10) oraz gdy rosnie oczekiwany popyt (trajektoria 12).

Trzeba pamietac o tym, ze powyzsze wnioski wynikaja z analizy trajektorii jedy-
nie wybranych par zmiennych przedstawionych na wykresach w przestrzeni fazowe;j.
Dopiero analiza pozostalych par zmiennych databy pelniejszy obraz powigzan mie-
dzy nimi. Podobnie w rzeczywistej gospodarce na jedng wielko$¢ ma wplyw wiele
czynnikéw. Wyciagganie wnioskow z analizy zaleznosci dwdch zmiennych daje pew-
ng informacje o funkcjonowaniu gospodarki, lecz nalezy zbada¢ pozostate czynni-
ki wptywajace na analizowane zmienne, by prawidlowo oceni¢ badang zaleznos¢.

Na rysunku 4.5 przedstawiono trajektorie zmiennych modelu dla zestawu 4, dla
ktérego stan stacjonarny gospodarki jest stabilny. Po okresie okoto t = 900 (okoto
75 lat) gospodarka cechuje si¢ cyklicznoscia (cyklem koniunkturalnym), co jest
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Rysunek 4.5. Dynamika zmiennych modelu KMG w postaci intensywnej dla zestawu 4

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 4.6. Trajektorie w przestrzeni fazowej otrzymane dla zestawu 4 wartosci
parametréw reakgji

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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charakterystyczne dla wspélczesnych gospodarek (Business Insider Polska, 2022).
Dtugos¢ jednego cyklu to okoto 400 okreséw, czyli okoto 30 lat (cykl sredni). Tra-
jektorie wszystkich zmiennych modelu intensywnego (w przeliczeniu na jednostke
kapitatu) po okresie t = 900 maja ksztalt podobny do sinusoidalnego. Oznacza to,
ze zmienne absolutne, tj. produkcja, konsumpcja, inwestycje itd., po okoto 75 la-
tach rosng ze zmienng stopg wzrostu.

Z analizy réznic miedzy wartosciami parametréw reakgji (tabela 4.4) mozemy
wysuna¢ wniosek, zZe na zmiang stabilnosci stanu stacjonarnego wptynat przede
wszystkim wzrost wartosci parametru reakcji ﬁ .» czyli wzrost reakcji oczekiwane-
go popytu na blad prognozy popytu w poprzednlm okresie. W zestawie 4, w po-
réwnaniu z zestawami 1-3, parametr ten ma duzo wigksza wartos¢, a wartosci
pozostatych parametréw sa zblizone do tych z zestawu 3. Wniosek ten jest zgodny
z jednym z zalozen o stabilnosci stanu stacjonarnego modelu KMG z egzogenicz-
na podaza pienigdza, w ktérym zaklada sie, Ze wartos$¢ parametru reakcji /3 jest
odpowiednia mata. Z ekonomicznego punktu widzenia oznacza to, ze zmiana sta-
bilnosci nastepuje wéwczas, gdy oczekiwania whascicieli firm dotyczace przyszte-
go popytu gwalttowniej reaguja na btad prognozy popytu w poprzednim okresie.

W niniejszej monografii gléwnie skupiono si¢ na gospodarce, ktéra po pewnym
czasie bedzie si¢ rozwijala réwnomiernie, natomiast analizg pozostalych przypad-
kéw zajmiemy sie w kolejnych pracach nad modelami typu KMG. Niemniej jed-
nak, podobnie jak w wypadku symulacji modelu KMG dla zestawu 2 (rysunek 4.4),
na rysunku 4.6, dla poréwnania, zaprezentowano kilka przyktadowych trajektorii
w przestrzeni fazowej dla zestawu 4. Nie poddano ich jednak szczegétowej analizie.

Na pierwszych czterech wykresach rysunku 4.6 przedstawiono trajektorie od
czasu t = 0 (od stanu poczatkowego) do okresu t = 3000, czyli na przestrzeni 250
lat. Pozostale cztery wykresy przedstawiaja trajektorie w okresach od ¢t = 2500 do
t = 2950, czyli na przestrzeni okoto 37 lat.

Trajektorie 1-4 prawie od samego poczatku przybierajq ksztalt podobny do
elips, ktére wraz z uptywem czasu przesuwaja si¢ wzdluz osi uktadu wspoétrzed-
nych. Ostateczne miejsce w ukladzie wspétrzednych oraz ksztalt elipsy trajektorie
zmiennych osiagaja dopiero po okoto 2500 okresach (po okoto 200 latach). Badanie
korelacji miedzy zmiennymi przeprowadziliSmy osobno w dluzszym czasie (czyli
0d 0 do 3000 okreséw) i w krétszym czasie (dla 2500-2950 okreséw). W okresie od
2500 do 2950 okreséw zaleznos¢ mozna okresli¢ na podstawie nachylenia elipsy do
osi odcietych oraz jej ksztattu. Na przyktad, trajektoria inflacji i stopy bezrobocia
(trajektoria 5) ma ksztalt elipsy i jest nachylona ujemne wzgledem osi odcigtych,
co oznacza ujemng korelacj¢ miedzy tymi zmiennymi. Ponadto elipsa ta jest bar-
dzo ptaska, co swiadczy o silnej korelacji migdzy tymi zmiennymi. W przypadku
udziatu ptac w PKB i wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnej (trajektoria 6)
nachylenie ich trajektorii jest dodatnie, co wskazuje na dodatnia korelacje migdzy
tymi zmiennymi. Trajektoria ta ma ksztalt elipsy, ale nie jest juz tak ptaska w po-
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réwnaniu z trajektoria 5, wigc korelacja nie jest tak mocna, jak w wypadku inflacji
i stopy bezrobocia. W okresach od 0 do 3000 badanie zaleznosci zmiennych nie
w kazdym przypadku jest takie proste jak w okresach od 2500 do 2950. Krzywe,
cho¢ przypominaja elipsy, to zmieniaja potozenie i ksztalt, co czesto jest wynikiem
dynamiki innych zmiennych (wyjatkiem jest np. trajektoria inflacji i stopy bezro-
bocia (trajektoria 1), ktora od samego poczatku wykazuje ujemna korelacj¢ miedzy
tymi zmiennymi). Zatem, aby zweryfikowa¢ dokladniej te zaleznosci, nalezaloby
przedstawié wszystkie kombinacje par zmiennych modelu, co zostawiamy na p6z-
niejsze prace nad modelem.

Na rysunku 4.7 przedstawiono trajektorie zmiennych modelu KMG, ktérego
stan stacjonarny, uzyskany dla piatego zestawu wartosci parametréw reakcji, jest
niestabilny. Z postaci tych wykreséw wynika, ze model do pewnego okresu charak-
teryzuje si¢ cyklem koniunkturalnym o réznej amplitudzie wahan. Po okoto =200
okresach (czyli po okolo 166 latach) nastepuje destabilizacja modelu i wartosci
zmiennych gwattownie rosna lub maleja. Przyczyna destabilizacji modelu jest to,
ze oczekiwania dotyczace przysztego popytu bardzo szybko reaguja na btad pro-
gnozy wielkosci popytu w poprzednim okresie, co wyraza duza warto$¢ parametru
reakcji Byg. Reakcja ta jest szybsza niz w gospodarce opisanej zestawem 4 (wartosci
pozostatych parametréw reakeji sg zblizone do tych z zestawu 4), stad wniosek
o istotnosci parametru ﬁye dla stabilnosci stanu stacjonarnego gospodarki.

Udziat ptac w PKB Oczekiwana inflacja Zapasy na jednostke kapitatu
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2601
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Oczekiwany popyt na jednostke Inflacja rzeczywista Stosunek efektywnej pracy do
kapitatu rzeczowego kapitatu
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Rysunek 4.7. Dynamika zmiennych modelu KMG w postaci intensywnej dla zestawu 5
(przypadek z brakiem stabilnosci)

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Z przeprowadzonych przez nas badan (w postaci kolejnych symulacji) wynika,
ze jednym z rozwiazan problemu destabilizacji modelu (oprdcz ostabienia reakcji
oczekiwan dotyczacych przyszlego popytu na blad prognozy wielkosci popytu
w poprzednim okresie przez zmniejszenie wartosci parametru reakcji By‘,) jest za-
stosowanie odpowiedniej polityki fiskalnej lub pieni¢znej. Na przyktad zwigksze-
nie po okresie okoto 30 lat o 2 p.p. sktadki 7, ptaconej na ubezpieczenie spoleczne
przez pracodawcow pozwoli catkowicie zahamowa¢ destabilizacje modelu lub od-
suna¢ ja w czasie (rysunek 4.8). Oznacza to, ze zmiana wartosci parametru ozna-
czajacego stawke podatkowa zmienia dla modelu przedzial wartosci parametréow
reakcji, m.in. parametru ﬁyg, dla ktérych stan stacjonarny gospodarki jest stabilny.

Udziat ptac w PKB PKB Inflacja rzeczywista
5,E+09 1,0
4,E+09
3,E+09
2,E+09

0,2 1,E+09

0,0 0,E400

ﬁﬁﬁﬁﬁ

274
547
820
1093
1366
1639
1912
2185
2458
2731
[
[

Rysunek 4.8. Dynamika przykladowych zmiennych modelu KMG w postaci intensywne;j
dla zestawu 5 przy réznych stawkach podatkowych 7, od t = 400. Wykres niebieski dla
7, = 0,09, wykres czarny dla 7, = 0,07

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Na zakoniczenie, dla uporzadkowania dotychczasowych obserwacji, na rysun-
ku 4.9 przedstawiono poréwnanie wzrostu gospodarczego rozpatrywanego mode-
lu we wszystkich pieciu scenariuszach na przykladzie wykresu funkeji produkcji
(PKB). Narysunku zaprezentowano wykresy trajektorii produkeji o krétszym ho-
ryzoncie czasu niz poprzednio analizowane. Poréwnywanie wzrostu produkeji na
podstawie wykreséw w dlugim horyzoncie czasowym nie jest mozliwe, gtéwnie
z powodu wzrostu wyktadniczego tej wielkosci. Réznice miedzy wykresami sg za-
uwazalne tylko na stosunkowo krétkich odcinkach czasu kilkunastu lat.

Dla zestaw6w parametréw 1-3 (wykresy niebieski, czerwony i czarny) na wykres
PKB naktadaja si¢ powoli wygasajace cykle koniunkturalne. W wypadku gospodar-
ki opisanej zestawem 4 zauwazalny jest staly cykl koniunkturalny przez caty badany
okres (wykres zielony), a w wypadku gospodarki opisanej zestawem 5 rosnacy cykl
koniunkturalny (wykres z6tty). Podsumowujac, mozna powiedzie, ze we wszystkich
analizowanych przypadkach gospodarki ze stanem stacjonarnym lokalnie asymp-
totycznie stabilnym (zestawy 1-3) wzrost gospodarczy w krétkim okresie jest po-
dobny. W monografii najwigksza uwage poswiecono modelowi gospodarki z takim
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Rysunek 4.9. Dynamika PKB. Trajektorie PKB dla réznych zestawéw wartosci
parametrow reakcji. Kolory krzywych oznaczaja: kolor niebieski - zestaw 1, czerwony —
zestaw 2, czarny - zestaw 3, zielony - zestaw 4, Z6lty - zestaw 5

Zrédto: obliczenia wlasne.
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wlasnie stanem stacjonarnym. Z tego wzgledu analize polityki pienieznej i fiskalnej
w krotkim okresie, przedstawiona w kolejnym punkcie, przeprowadzono tylko dla
jednego zestawu wartosci parametrow reakcji — dla zestawu 1.

4.2.4. Analiza wptywu polityki fiskalnej i pienieznej na
gospodarke

Polityka fiskalna

W omawianym modelu KMG z egzogeniczng podazg pienigdza wprowadzili-
$my, oméwione w punkcie 4.1.1, autorskie modyfikacje, dzieki ktérym opis narze-
dzi polityki fiskalnej zostal rozszerzony o:

- stawki podatkowe, tj.: 7, - stawka od dochodu z pracy najemnej, 7. - stawka od
zysku z kapitatu trwatego i odsetek z posiadanych obligacji, 7, - stawka podatku
posredniego, 7, — stawka sktadki ZUS placona przez pracodawce oraz , - staw-
ka sktadki ZUS ptacona przez pracownika;

- wydatki sektora finanséw publicznych, ktérych wysokos¢ jest sterowana za po-
moca parametréw: o — stosunek transferéw budzetowych do wynagrodzen
brutto pracownikéw najemnych, g - stosunek konsumpcji sektora publicznego
do kapitatu trwatego.

Uwaga 4.5. W rozpatrywanym modelu stawki 7 oraz t, wystepuja w réwnaniach
jako suma =7t _+ 7,, wiec zmiane tych skladek bedziemy rozpatrywac jednoczes-
nie jako zmiang stawki 7.

Przed rozpoczgciem analizy wpltywu polityki fiskalnej wartosci zmiennych w sta-
nie stacjonarnym dla zmodyfikowanego modelu KMG (4.23)-(4.33), ktére dotad
byty wyrazane na jednostke kapitatu trwalego, przedstawmy, podobnie jak w roz-
dziale drugim, w bardziej standardowej formie, czyli na jednostke PKB*:

d

Y
- popyt w relacji do PKB: v !

—
~ udziat plac w PKB: g =¥ (”+5+g),
(1+0£1—T)ﬁyp

- stosunek dlugu sektora finanséw publicznych do PKB:
B &7 (ajd —(1+7)Uwy* —5)—(7—051) Uuy’
5% (0, F—p+E+n)wy” ’

47 W wiekszosci dostepnych danych statystycznych wielkosci s3 podawane na jednostke PKB. Ra-
czej nie spotyka si¢ opracowan, w ktérych wielkosci podawane sg na jednostke kapitatu trwatego.
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L
- konsumpcja prywatna na jednostke PKB: %z vy = (n - d+8)
iy

- inwestycje prywatne na jednostke PKB: I _n+ 5,

n+p, Y w’
n+B,n’ +ﬁnﬁNdn+ﬁn'

Dodatkowo w analizie polityki pieni¢znej bedziemy rozwazac zachowanie naste-
pujacych zmiennych:

- stopy inflacji: 7 = p—n,

— zysku z kapitatu trwalego: p =(1-7,) yiy’ —(1+7,) Uiy’ -9,

- nominalnej stopy procentowej: 7 =p+pu—n —&.

gdzie y =

Powyzsze réwnania wyprowadziliSmy analogicznie do rozdzialu drugiego.

Z powyzszych réwnan wynika, ze polityka fiskalna nie jest catkowicie neutralna
w dlugim okresie. Dzieje si¢ tak dlatego, ze decyzje o wielkosci konsumpcji pub-
licznej g w stosunku do kapitatu trwatego wplywaja na wartos¢ w stanie stacjonar-
nym zmiennej realnej, ktora jest konsumpcja C/Y na jednostke¢ PKB. Natomiast
pozostale narzedzia polityki fiskalnej, tj. zmiana wysokosci stawek podatkowych
(polityka podatkowa) oraz zmiana wielkosci transferéw publicznych, nie wplywa-
ja na warto$ci zmiennych realnych w stanie stacjonarnym. Narzedzia te oddziatuja
natomiast na zmienne nominalne, tj. udziat ptac w PKB, obligacje w stosunku do
kapitatu trwalego, stope inflacji, zysk z kapitatu trwatego. W celu doktadniejszego
zbadania wplywu polityki fiskalnej w dtugim okresie postuzono si¢ metodami ana-
litycznymi, tzn. obliczono pochodne funkgcji okreslajacych wartos¢ danej zmienne;
w stanie stacjonarnym wzgledem badanego parametru*. Znaki wyznaczonych po-
chodnych przedstawiono w tabeli 4.9.

Tabela 4.9. Wplyw polityki fiskalnej na wartosci zmiennych modelu KMG w stanie

stacjonarnym
Zmienna g 0 7 T 0 T, 0 T, 0 a 0
wL/Y - + 0 0 0 -
Y4y 0 0 0 0 0 0
c/Y - 0 0 0 0 0
I’y 0 0 0 0 0
B/pY ? ? ? ? ? ?
I3 0 0 0 0 0 0
p + - 0 - - +
Zrédlo: obliczenia wlasne.

*8 Spos6b wyznaczania pochodnych zostat przedstawiony w rozdziale pierwszym.
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Wartosci wyznaczonych pochodnych potwierdzaja neutralnos¢ polityki fiskal-
nej w zakresie zmian wysokosci stawek podatkowych i transferéw publicznych oraz
brak catkowitej neutralnosci polityki fiskalnej w zakresie wydatkéw na konsump-
cj¢ publiczna. Symbol (+) oznacza wzrost wartosci zmiennej, gdy rosnie wartos¢
danego parametru, symbol (-) spadek wartosci zmiennej, znak (?) oznacza, Ze na
podstawie wzoru pochodnej nie mozna ustali¢ jej znaku. Przyczyna tego jest albo
ztozony wzér tej pochodnej, albo zaleznos¢ znaku pochodnej od pozostatych war-
tosci parametréw modelu. Z tabeli 4.9 wynika, ze nie mozna ustali¢ znaku pochod-
nej jedynie w wypadku zmiennej B/pY. Zeby go wyznaczyé, skorzystano z jednej
z metod ilosciowych, ktdrg jest symulacja komputerowa dla konkretnych danych.
Wyniki tej analizy zaprezentowano ponize;.

Analize polityki fiskalnej przeprowadzamy na podstawie symulacji, w ktérych
przyjeliSmy bazowy zestaw wartosci parametréw z tabeli 4.2, wartosci poczatkowe
zmiennych z tabeli 4.5 oraz pierwszy zestaw wartosci parametréw reakcji z tabe-
li 4.3. Gléwnym celem przeprowadzenia tych symulacji bylo sprawdzenie wplywu
polityki fiskalnej na wzrost gospodarczy w krétkim okresie oraz na warto$¢ zmien-
nej B/pY w stanie stacjonarnym. Za krétki okres przyjmujemy horyzont 10 lat.

Badanie polityki fiskalnej ograniczono tylko do tych wartosci parametréw, przy
ktérych stan stacjonarny jest co najmniej lokalnie asymptotycznie stabilny. Z tego
powodu przed przystapieniem to tej analizy wyznaczono przedziat wartosci kazdego
badanego parametru, przy ktérym ta wlasno$¢ stanu stacjonarnego jest spetniona.

Zmiana stawki podatku od dochodu z pracy najemnej 7, i stawki na ubezpieczanie
spoleczne placone przez pracownikéw 7,

W pierwszej kolejnosci empirycznie sprawdzono wplyw zmiany stawki podatko-
wej T= T, + T, na stabilnos¢ stanu stacjonarnego. Ustalono, ze stan stacjonarny jest
co najmniej lokalnie asymptotycznie stabilny dla 7 € (0,15, 0,27). Z tabeli 4.9 moz-
na odczytad, ze wzrost stawki podatku 7 zwigksza udziat ptac w PKB oraz zmniej-
sza stope zysku z kapitatu trwatego. Natomiast na podstawie wzoru pochodnej nie
da si¢ okresli¢, w jaki sposéb zmiana stawki 7 wplywa na stosunek dtugu sektora
finanséw publicznego do PKB. Zeby to ustalié, wykonano symulacje tej zmiennej
przy trzech réznych wartosciach stawki podatkowej, ktére przedstawiono na ry-
sunku 4.10.

Mniejsza wartos¢ stawki 7 (wykres zielony w poréwnaniu z niebieskim) oznacza
wieksze zadluzenie sektora finanséw publicznych w stanie stacjonarnym, natomiast
jej wieksza warto$¢ pociaga za sobg mniejsze zadluzenie (wykres pomaranczowy).

W kolejnym kroku zbadali§my wplyw zmiany stawki 7 na wzrost gospodarczy
w krétkim okresie. Wptyw ten przedstawiono na rysunku 4.11.

Pierwszym wnioskiem ptynacym z wynikéw symulacji przedstawionych na ry-
sunku 4.11 jest brak neutralnosci w krétkim okresie zmiennych modelu KMG wo-
bec zmiany stawki 7. Wynika to przede wszystkim z zatozenia modelu, ze
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Rysunek 4.10. Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych w stosunku do PKB dla

réznych wartosci stawki podatkowej T bedacej suma stawki podatkowej od dochodu

z pracy 7, i stawki ubezpieczenia zdrowotnego ptaconego przez pracownikéw z,.

Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennej: pomaranczowy dla v = 26%, zielony dla
T = 20%, niebieski dla T = 22,7% (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

pracownicy najemni caly swéj dochéd do dyspozycji przeznaczaja na konsumpcje
prywatna C. Mniejsza stawka podatku 7 oznacza wigksza konsumpcj¢ prywatna,
a w konsekwencji wiekszy stosunek konsumpcji prywatnej do PKB C/Y (wykresy
zielone w poréwnaniu z wykresami niebieskimi). Wigksza konsumpcja prywatna
pociaga za sobg réwniez wigkszy popyt, a wiec wieksza stope zysku ze sprzedazy.
W modelu wzrost popytu wplywa na wzrost oczekiwanego popytu, a w konsekwen-
cji na wzrost wielko$ci produkeji. Wzrost produkcji bezposrednio wptywa na wzrost
wspdlczynnika wykorzystania mocy produkcyjnej oraz stope zatrudnienia. Stopa
zatrudnienia ro$nie, gdy wydajnos¢ pracy rosnie wolniej niz produkcja. Wzrost sto-
py zatrudnienia wplywa na wzrost nominalnej stawki wynagrodzen, a wzrost wspot-
czynnika wykorzystania mocy produkcyjnej na wzrost inflacji. Przez okoto trzy
lata stosunek konsumpcji do produkgji rosnie (w kazdym z przedstawionych na
rysunku 4.10 scenariuszy wysokosci stawki podatku), a to oznacza, ze w okresie
tym konsumpcja rosnie szybciej niz produkeja. Ta sytuacja zmienia si¢ po trzech
latach - produkcja rosnie szybciej niz konsumpcja prywatna. Wynika to ze zmniej-
szenia stopy zatrudnienia wskutek wzrostu wydajnosci pracy, ktdra rosnie ze stata
stopa wzrostu. Z wykreséw przedstawiajacych inwestycje w stosunku do PKB oraz
trajektorie inwestycji mozemy wywnioskowaé brak wigkszego wpltywu zmiany
stawki T na stopg wzrostu inwestycji. Negatywna konsekwencja zmniejszenia staw-
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Rysunek 4.11. Dynamika wybranych zmiennych modelu KMG dla réznych stawek
podatkowych 7. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: pomaranczowe dla
7= 0,26, zielone dla T = 0,2, niebieskie dla 7= 0,227 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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ki 7 jest zwigkszenie stopy wzrostu zadtuzenia sektora finanséw publicznych. Wigk-
sza warto$¢ stawki 7 (wykresy pomaranczowe) oznacza mniejszg konsumpcje
prywatng. Konsekwencja zmniejszenia konsumpcji prywatnej jest mniejszy poziom
produkgji. Pozytywnym skutkiem wzrostu stawki 7 jest nizsza stopa wzrostu zadtu-
zenia sektora finanséw publicznych.

Zmiana stawki podatku od zysku z kapitalu trwalego i odsetek z obligacji T,

Analiza empiryczna wykazala, Ze stan stacjonarny jest stabilny dla wartosci pa-
rametru 7 wigkszej od -1. Z tabeli 4.9 wynika, ze jedynym efektem zmiany stawki
podatku T w dtugim okresie jest zmiana wielkosci dtugu sektora finanséw publicz-
nych w stosunku do PKB w stanie stacjonarnym. Na podstawie analizy empirycz-
nej, ktorej wyniki przedstawiono na rysunku 4.12, mozemy stwierdzi¢, ze wigksza
wysoko$¢ stawki podatku 7_oznacza mniejsza warto$¢ w stanie stacjonarnym dhu-
gu publicznego w stosunku do PKB, a mniejsza wysokos¢ stawki pociaga za soba
wieksze zadluzenie.
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Rysunek 4.12. Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych w stosunku do PKB dla
réznych wartosci stawki podatkowej 7. Wykresy przedstawiajg trajektorie zmiennej:
pomaranczowy dla 7= 0,4, zielony 7_= 0,1, niebieski dla T_= 0,082 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédto: obliczenia wlasne.

Z kolei na rysunku 4.13 zaprezentowano wyniki analizy zmiany stawki podat-
kowej T_na podstawie kilku wybranych zmiennych modelu. Analiza dotyczy krét-
kiego okresu. Wnioskujemy z niej, ze zmiana wysokosci stawki 7_nie wplywa na
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Rysunek 4.13. Dynamika zmiennych modelu KMG dla réznych stawek podatkowych 7.
Wykresy przedstawiajg trajektorie zmiennych: pomaraficzowe dla = 0,4, zielone dla
7= 0,1, niebieskie dla 7, = 0,082 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

trajektorie badanych zmiennych. Wyjatkiem jest zmienna obligacje na jednostke
PKB, ktéra, podobnie jak w dlugim okresie, ro$nie szybciej przy mniejszej wyso-
kosci stawki podatkowej 7 ¥

Zmiana stawki podatkéw posrednich 7,

Zmiane stawki podatkéw posrednich (np. zmiane stawki VAT lub stawki po-
datku akcyzowego) symulujemy zmiang wartosci parametru 7 (stosunek podatku
posredniego do calkowitej sprzedazy). Na podstawie analizy empirycznej mozemy
stwierdzi¢, ze stan stacjonarny modelu KMG jest lokalnie asymptotycznie stabilny
dla T, € (0,11, 0,17).

Z wykreséw przedstawionych na rysunku 4.14. wynika intuicyjny wniosek, ze
nizsza stawka podatku posredniego oznacza wigksze zadtuzenie sektora finanséow
publicznych w stosunku do PKB.

Na rysunku 4.15 przedstawiono analize wplywu wysokosci podatku posrednie-
go w okresie 10 lat (120 okres6w) na wybrane zmienne modelu.

* Do podobnego wniosku doszli Gechert i Heimberger (2022).



204 4. Eksperymenty symulacyjne

20,0
18,0
16,0
14,0
12,0
10,0
8,0
6,0
4,0
2,0
0,0

113
225
337
449
561
673
785
897
1009
1121
1233
1345
1457
1569
1681
1793
1905
2017
2129
2241
2353
2465
2577
2689
2801
2913

Rysunek 4.14. Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych na jednostke PKB dla
réznych stawek podatku posredniego 7 . Wykresy przedstawiajq trajektorie zmiennej:
zielony dla T = 0,17, pomaranczowy dla T = 0,13, niebieski dla 7 = 0,15 (zestaw 1 -
I3 P »
bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Obnizenie podatku posredniego pozwala uzyska¢ wyzsza stope zysku z kapita-
tu rzeczowego, a to z kolei pociaga za soba wiekszy popyt inwestycyjny (rysu-
nek 4.15). Wigkszy popyt oznacza wigkszy poziom produkeji, czego konsekwencja
jest wyzszy wskaznik wykorzystania mocy produkcyjnej oraz wyzsza stopa zatrud-
nienia. Te dwa czynniki wplywaja na podniesienie poziomu cen i plac nominal-
nych. Wyzsze poziomy plac i zatrudnienia oznaczaja wigkszy poziom konsumpcji
prywatnej. Stopa wzrostu produkcji utrzymuje si¢ w badanym okresie na statym
poziomie. Ze wzgledu na wigksze ptace nominalne wigksza jest stopa zysku z ka-
pitatu trwalego, a w konsekwencji mniejsze popyt inwestycyjny oraz stopa wzrostu
produkgji. Po okoto szesciu latach zatrudnienie zaczyna male¢ w wyniku zwigksze-
nia wydajnosci pracy oraz zmniejszenia stopy wzrostu produkcji. Waznym wyni-
kiem jest takze mniejszy dlug sektora finanséw publicznych w stosunku do PKB,
co przede wszystkim wynika ze wzrostu produkeji. Dodatkowo na podstawie wy-
nikéw symulacji przedstawionych za pomoca wykreséw mozna wywnioskowac, ze
zmniejszanie stawki podatku posredniego powoduje szybszy wzrost produkeji w po-
réwnaniu z innymi wielko$ciami, tj. z konsumpcja prywatna oraz z inwestycjami
prywatnymi, co ilustruja zmienne C/Y'i1/Y, opisujace stosunek konsumpcji do PKB
oraz stosunek inwestycji do PKB. Negatywnym skutkiem obnizenia podatku po-
$redniego jest szybszy wzrost cen.
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Rysunek 4.15. Dynamika zmiennych modelu KMG dla réznych stawek podatku
posredniego T, Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielone dla v = 0,17,
pomaranczowe dla 7,=0,13, niebieskie dla 7,=0,15 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Zmiana stawki ubezpieczenia spolecznego ptaconego przez pracodawcéw 7,

Analiza empiryczna wykazata, Ze stan stacjonarny jest stabilny dla stawki

T € (0,00, 0,11). Z wykreséw przedstawionych na rysunku 4.16 wynika, ze zwigk-
szanie stawki 7, powoduje zmniejszenie wartosci dtugu sektora finanséw publicz-
nych w stosunku do PKB.

Zmiana stawki 7, powoduje takie same reakcje modelu jak zmiana stawki po-
datku posredniego (poréwnaj wykresy na rysunku 4.17 z wykresami na rysunku
4.15). Wynika to z réwnan modelu, w ktérych podatek posredni i podatek na ubez-
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Rysunek 4.16. Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych na jednostke PKB dla

réznych stawek 7, ubezpieczenia spotecznego placonego przez pracodawcéw. Wykresy

przedstawiaja trajektorie zmiennej: zielony dla 7, = 0,04 (spadek 0 0,03), pomarariczowy
dla 7, = 0,1 (wzrost 0 0,03), niebieski dla 7, = 0,07 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

pieczenia spoleczne ptacone przez pracodawcéw jest uwzgledniony w oczekiwa-
nych zyskach przedsigbiorstw.

Zmiana wydatkow sektora rzadowego g

Z przeprowadzonych analiz wynika, Ze stan stacjonarny jest stabilny dla
g € (0,075, 0,115). Mniejsze wydatki rzadu przeznaczone na konsumpcje¢ pub-
liczng oznaczaja mniejszy diug sektora finanséw publicznych w stosunku do PKB
w stanie stacjonarnym (rysunek 4.18).

PrzejdZmy teraz do badania wplywu wysokosci wydatkéw publicznych w krét-
kim okresie na wzrost gospodarczy.

W krétkim okresie wysokos$¢ wydatkéw publicznych wptywa na popyt, a przez to
na wielkos$¢ produkcji. Wigksza wielko$¢ produkgji przektada si¢ na wspétczynnik
wykorzystania mocy produkcyjnej oraz na stope zatrudnienia, co oznacza wyzsze
ceny i wynagrodzenia za prace. Oznacza to tez, ze wysokos¢ wydatkéw rzadowych
na konsumpcje publiczng ma analogiczny wpltyw na wzrost gospodarczy jak wyso-
kos¢ stawki podatku od dochodu z pracy najemnej (rysunki 4.17 i 4.19).

Podsumowujac, mozemy stwierdzié, ze z przeprowadzonej analizy polityki fi-
skalnej wynika, ze odpowiednie korzystanie z jej narzedzi moze prowadzi¢ do
szybszego wzrostu gospodarczego jedynie w krétkim okresie. Z drugiej strony nie-
odpowiednia polityka fiskalna skutkuje wiekszym zadluzeniem gospodarki za-
réwno w krétkim, jak i w dlugim okresie. Kolejnym krokiem badania polityki
fiskalnej moze by¢ analiza zmian kilku stawek podatkowych jednoczesnie oraz
poréwnanie wynikéw dotyczacych réznych scenariuszy prowadzenia polityki fi-
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Rysunek 4.17. Dynamika zmiennych modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza
dla réznych stawek t, ubezpieczenia spolecznego placonego przez pracodawcéw.
Wykresy przedstawiajq trajektorie zmiennych: zielone dla 7, = 0,04 (spadek o 0,03),
pomararnczowe dla 7, = 0,1 (wzrost 0 0,03), niebieskie dla 7, = 0,07 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 4.18. Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych na jednostke PKB

w zaleznosci od poziomu wydatkéw rzadu g. Wykresy przedstawiaja trajektorie

zmiennej: zielony dla g = 0,08 (spadek o 0,01), pomararficzowy dla g = 0,1 (wzrost
0 0,01), niebieski dla g = 0,09 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

skalnej w wypadku gospodarki opisanej innym zestawem parametréw reakeji. Jed-
nakze t¢ analize zostawiamy jako przedmiot badan nad modelami typu KMG
w kolejnych pracach.

Polityka pieniezna
Zmiana stopy wzrostu podazy pieniadza u

W omawianym modelu KMG z egzogeniczng podaza pienigdza jedynym narze-
dziem polityki pienigznej jest stopa wzrostu podazy pienigdza y. Z analizy réwnan
zmiennych w stanie stacjonarnym wynika, ze polityka pieni¢zna jest neutralna
w dlugim okresie (parametr y nie wplywa na zmienne realne w stanie stacjonar-
nym). Wyjatkiem sa zmienne nominalne, tj. stopa inflacji i dtug sektora finanséw
publicznych. Z réwnania stopy inflacji w stanie stacjonarnym (7 = u—n), bez ob-
liczania pochodnej, tatwo mozna wywnioskowad, ze stopa inflacji ro$nie w stanie
stacjonarnym wraz ze wzrostem wartosci parametru .

Bardziej skomplikowane jest okreslenie reakcji na zmiang polityki pieni¢znej
(zmiane warto$ci parametru y) dtugu sektora finanséw publicznych w stosunku do
PKB w stanie stacjonarnym. Zeby to zrobi¢, wyznaczyli§my pochodna tej zmien-
nej wzgledem parametru y:
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Rysunek 4.19. Dynamika zmiennych modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza

w zaleznosci od poziomu wydatkéw rzadu g. Wykresy przedstawiaja trajektorie

zmiennych: zielone dla g = 0,08 (spadek o 0,01), pomaranczowe dla g = 0,1 (wzrost
0 0,01), niebieskie dla g = 0,09 (zestaw 1 - bazowy)

d|( B

Zrédlo: obliczenia wlasne.

dul pr

—(g—rc(ocjd —(1+1,)Uwy* —5)—(T—al)l7§yp)a3fc

(a,r F—p+E+n)uy’

Z tego wzoru wynika, ze wplyw polityki pienieznej na dtug sektora finanséw publicz-
nych w stosunku do PKB zalezy od parametréw modelu. Pochodna ta jest dodatnia:

418
du\ pY
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gdy

—(g—fc(ocjd ~(1+7)Uwy’ —5)—(7—051)Uﬁyp)a3fc >0,

czyli gdy
g+aUny’ <Tc(a47d -1+7)Uwy’ —5)+TUHyP.

Zatem, jezeli wydatki sektora finanséw publicznych sa mniejsze od jego docho-
doéw, to na skutek zwiekszenia stopy wzrostu podazy pienigdza diug sektora finan-
séw publicznych w stosunku do PKB rosnie w dlugim okresie.

Na rysunku 4.20 przedstawiono trajektorie sektora finanséw publicznych w sto-
sunku do PKB dla trzech réznych stép wzrostu podazy pieniadza.

Dtug sektora finanséw publicznych
na jednostke PKB od t = 2000 do t = 4000

Dtug sektora finanséw publicznych
na jednostke PKB
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Rysunek 4.20. Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych na jednostke PKB dla

réznych wartosci stopy wzrostu y. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennej: zielone

dla g = 0,04 (spadek 0 0,01), pomarariczowe dla u = 0,08 (wzrost 0 0,03), niebieskie dla
p = 0,05 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Z kolei analiza empiryczna wykonana dla pierwszego zestawu parametréw re-
akeji wykazata, ze wartos¢ dlugu sektora finanséw publicznych na jednostk¢ PKB
osiaga nizsza wartos¢ w stanie stacjonarnym, gdy parametr y (stopa wzrostu poda-
zy pieniadza) ma wigksza warto$¢ (rysunek 4.21).

W kolejnym kroku analizy skupimy si¢ na badaniu polityki pieni¢znej w krot-
kim okresie. Do symulacji komputerowych uzylismy takiego samego zestawu war-
tosci parametréw jak w analizie polityki fiskalnej. Na pierwszym etapie analizy
skutkéow polityki pieni¢znej sprawdziliSmy wplyw stopy wzrostu podazy pieniadza
na stabilnos¢ stanu stacjonarnego. Okazalo sie, Ze stan stacjonarny jest lokalnie
asymptotycznie stabilny dla g > 0,035. Zatem zbyt niski poziom wzrostu podazy
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Rysunek 4.21. Dynamika zmiennych modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza

dla réznych stop wzrostu p. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielone dla

u = 0,04 (spadek o 0,01), pomararniczowe dla y = 0,08 (wzrost o 0,03), niebieskie dla
u=0,05 (zestaw 1 - bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

pieniadza prowadzi do destabilizacji gospodarki. Symulacje wykonano dla trzech
réznych wartosci parametru y, a prezentacje wykreséw trajektorii ograniczono do
120 okreséw (10 lat).

Z réwnan modelu wynika, ze zwigkszenie stopy wzrostu podazy pieniadza p
w pierwszej kolejnosci przyspiesza wzrost podazy pieniadza na jednostke kapitatu
rzeczowego, co prowadzi do zmniejszenia nominalnej stopy procentowej. Jedno-
czes$nie rosnie cel inflacyjny, co wplywa na wzrost stopy inflacji i w konsekwencji
na wzrost ptac nominalnych. Rosnaca stopa inflacji oraz malejaca nominalna sto-
pa procentowa prowadza do wzrostu popytu inwestycyjnego. Wzrost ptac nomi-
nalnych powoduje wzrost konsumpcji prywatnej. Wzrost konsumpgji i inwestycji



212 4. Eksperymenty symulacyjne

skutkuja zwigkszeniem produkeji. Odpowiednio wysoki wzrost produkcji wplywa
na wzrost stopy zatrudnienia® oraz wspélczynnika wykorzystania mocy produk-
cyjnej. Wzrost stopy zatrudnienia powoduje wzrost plac nominalnych, a wzrost
wspolczynnika wykorzystania mocy produkcyjnej skutkuje wzrostem cen. Ten
cykl powtarza si¢ do momentu az wydajnos¢ pracy i kapital trwaly zwieksza sie do
odpowiedniego poziomu, czego skutkiem bedzie zmniejszenie stopy zatrudnienia
i stopy wzrostu ptac nominalnych oraz zmniejszenie podazy pienigdza na jednost-
ke kapitatu, czyli wzrost nominalnej stopy procentowe;.

4.2.5. Podsumowanie

Wyniki symulacji komputerowych dla réznych zestawéw wartosci parametréw,
przeprowadzonych na podstawie modelu KMG w postaci intensywnej przedstawio-
nego w rozdziale pierwszym w pelni potwierdzily prawdziwos¢ twierdzenia o lo-
kalnej asymptotycznej stabilnosci stanu stacjonarnego. Ponadto symulacje odkryty
znaczace mankamenty modelu, ktérymi sa dtugi czas dochodzenia gospodarki do
stanu stacjonarnego oraz trudnos$ci w kalibracji modelu do danych dotyczacych
rzeczywistej gospodarki.

Analiza empiryczna pokazata, Ze czas dojscia do stanu stacjonarnego moze zo-
sta skrocony przez zmiang wartosci odpowiednich parametréw. Moze to oznaczad,
ze wplyw na dlugi czas dochodzenia do stanu stacjonarnego ma ztozono$¢ mode-
lu, duza liczba jego réwnan i zmiennych, a takze nieliniowo$¢ zaleznosci migdzy
zmiennymi. Jednakze zmiany wartosci parametréw prowadza do mniejszego re-
alizmu w interpretacji wartosci zmiennych oraz parametréw modelu, a w konse-
kwencji do odejscia od symulacji polskiej gospodarki. Z tego powodu w tej pracy
nie przedstawiamy takich symulacji’'. Oprécz czasu dojscia gospodarki do $ciezki
réwnomiernego wzrostu wazna informacja jest kierunek rozwoju gospodarki, kté-
ry zostal zbadany w symulacjach. Analizujac wykresy, zauwazono, ze na ten kie-
runek maja wplyw wartosci parametréw modelu, ktére odzwierciedlajg dzialania
sektoréw gospodarczych.

W kolejnym podrozdziale na podstawie symulacji komputerowych poréwnano
model KMG z modelem KMGT. Ponadto sprawdzono, jak zmiana polityki pieniez-
nej wplywa na wzrost gospodarczy w modelu KMGT.

% Zatrudnienie roénie, gdy stopa wzrostu produkji jest wyzsza niz stopa wzrostu wydajnosci pracy.
! We wczesniejszych pracach analiza empiryczna koncentrowala sie na badaniu cyklicznego wzro-
stu (Chiarella i in., 2000). Autorzy tych prac nie zajmuja si¢ czasem dojscia do stanu stacjonarnego.
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4.3. Eksperymenty symulacyjne modelu KMG
z regutg Taylora

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wyniki eksperymentéw symula-
cyjnych modelu KMG z regufa Taylora (KMGT). Analiza koncentruje si¢ na po-
réwnaniu dynamiki kluczowych zmiennych oraz stabilnosci stanu stacjonarnego
z wynikami uzyskanymi dla modelu KMG oméwionego we wczesniejszym pod-
rozdziale. Dodatkowo zbadano wplyw polityki pienieznej i fiskalnej na zachowa-
nie modelu KMGT.

4.3.1. Uwagi ogélne

W podrozdziale tym zaprezentowano symulacje komputerowe modelu KMG
z regula Taylora bez kredytu inwestycyjnego. Powodem takiego ograniczenia jest
konieczno$¢ ponownej kalibracji réwnan modelu oraz wyznaczenie parametréw
modelu, co znacznie zwigksza objetos$¢ pracy. Analiza empiryczna modelu KMG
z regulq Taylora i kredytem inwestycyjnym zostanie przeprowadzona w przyszto-
$ci w kolejnych pracach autora niniejszej monografii.

W celu zilustrowania dynamiki modelu KMG z regula Taylora (KMGT) przed-
stawimy wyniki prostych symulacji komputerowych. Podobnie jak poprzednim
punkcie, réwnania modelu KMGT zostaly zmodyfikowane w celu dostosowania
ich do danych o polskiej gospodarce. Wszystkie zastosowane modyfikacje sg ta-
kie same jak dla modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza. Z tego powo-
du przedstawimy jedynie konicowe postacie réwnan zmodyfikowanego modelu
KMGT (tabela 4.10).

Tabela 4.10. Réwnania modelu KMG z regula Taylora w symulacjach komputerowych

Lp. | Nazwa zmiennej | Réwnanie
Determinanty popytu
1 | Popyt na produkt Y'=C+I+G
2 | Konsumpcja sektora prywatnego | C=(1 - T)wL® + TR, gdzie TR = o wL?
3 | Popyt na prace Li=Y/x
4 | Stopa wzrostu wydajnosci pracy | X=n

5 | Stopa wzrostu plac nominalnych | w=8,(V-V)+x p+(1-x )7 +n

e

6 | Stopa wzrostu cen f)=ﬁp(u—ﬁ)+xp(ﬁ/—n)+(1—xp)7r

7 | Przyrost oczekiwanej inflacji =P, ((xf) +Q-a)7 —778)

8 | Stopa zatrudnienia V=L%L
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cd. tabeli 4.10

Lp. Nazwa zmiennej Réwnanie
9 Wskaznlk wyquzystama poten- | e
cjatu produkcyjnego
10 | Produkgja potencjalna YP=yP K
11 | Przyrost kapitatu K:il (p" —‘;’—(r—rre))K+i2(u—ﬁ)K+};eK
Oczekiwana realna stopa zysku . . 4
12|, Lapitahu p _((1-TP) Y —(1+7,)wl' — 0K )/K
13 Sto.pa wzrostu oczekiwanej sprze- v b+B (Y -Y)/ Y
dazy y
14 | Popyt inwestycyjny I=K+0K
Produkcja i zapasy
15 | Produkcja Y=Y° +ﬂZYe +ﬁn(Nd —-N)
16 Produkcja przeznaczona na za- Z=P,Y +B (N'-N)
pasy
17 | Pozadany poziom zapasoéw N'= B,.Y*
18 Zmiar}a rzeczywistego poziomu Noy_vd
zapasow
Reguta Taylora
19 Przyrost.nommalnej stopy pro- F=—B (r—1")+ B, (p—70)+ B, (u—70)
centowej ! ’ ‘
Budzet panstwa
20 | Podatki T=wl'+7 (oY ~(1+7,) L' 6K +a,rB/ p)
21 | Popyt sektora rzadowego G=gK
22 | Przyrost wartosci obligacji B=pG+pTR+rB—pT

Model KMG z regulq Taylora w postaci intensywnej

Wykorzystujac powyzsze réwnania modelu KMG z regulg Taylora, wersje mo-
delu zastosowang w symulacjach przedstawimy teraz w postaci intensywnej. Zeby
to zrobié, wykorzystamy zmienne: udziat ptac w PKB U = wL'/Y, pracochtonno$¢
pelnego zatrudnienia (stosunek efektywnej pracy do kapitatu) I = xL/K, nominal-
na stope procentows r, oczekiwang inflacje 7%, oczekiwana sprzedaz na jednostke
kapitatu trwalego y° =Y*/K, wielkos¢ zapasow na jednostke kapitatu v = N/K oraz
stosunek podazy obligacji do wielkosci kapitatu trwalego b = B/pK.

Posta¢ intensywna modelu KMG z regula Taylora jest nastepujaca:

UzK(BW(I—KP)(V—V)—BP(I—KW)(u—E)), (4.3.1)
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i=n—(f]+n+ﬁye [;—j—l}]—il(pe—E—(r—n“))—iz(u—ﬁ), (4.3.2)
=B, (r=r")+ B, (p=70)+ B, (u-it), (4.3.3)
=P, (aﬁ+(l—a)ﬁ—ne ) (4.3.4)
% =y{(j+n+ﬁye (;—f—q—mi} (4.3.5)
v=y—y'—v(n-I), (4.3.6)

6:g+rb—fc(a4yd —(1+Tl)Uy—5+a3rb)—(f—al)Uy—b(n—i+j)), (4.3.7)
gdzie:
1

K= ,
I—KWKP

P :K(KpﬁW(V—V)+ﬁp(u—ﬁ))+7re,
v

P :(l—rp)ye —(1+71,)Uy-9,

T
a,=1-71 +—L=const,
L

c

y* =(1+a1—T)yU+il(pe—E—(r—ne))+i2(u—ﬁ)+5+g+
d

+K(ﬁw(l—Kp)(V—V)—ﬁP(I—KW)(u—ﬁ))+n+ﬁ e[y—e—l
"y

<

y=y +B By —Bv+
d
+ yEﬁZ(K(ﬁw(l—Kp)(V—V)—,Bp(l—xw)(u—ﬁ))+n+ﬁye [%—lj .
W modelu KMG z regulg Taylora dynamike stopy procentowej r opisuje réw-
nanie rézniczkowe:

F=—p (r=r")+p (p-7)+p, (u-id).
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(W modelu KMG z rozdzialu pierwszego nominalna stopa procentowa r wyni-
ka z réwnowagi na rynku pienigdza.) Ta modyfikacja prowadzi do tego, ze podaz
pieniadza nie ma wplywu na reszt¢ zmiennych modelu. Z tego powodu nie bedzie
ona tutaj analizowana. Pozostale réwnania modelu KMGT sg takie same jak w mo-
delu KMG z rozdziatu pierwszego. Tak wigc wyprowadzanie powyzszych réwnan
modelu KMG z regulg Taylora w postaci intensywnej odbywa si¢ analogicznie do
modelu KMG z egzogeniczng podazg pieniadza zaprezentowanego w rozdziale
pierwszym.

Warto$ci zmiennych modelu KMGT w stanie stacjonarnym

W réwnowadze wygasa dynamika tych zmiennych: U =0,1=0, ..., b=0. Zeby
wyprowadzi¢ wzory na wartosci zmiennych w stanie stacjonarnym, wystarczy roz-
wigzaé uktad réwnan (4.3.1)-(4.3.7), przyréwnujac ich prawa strone do zera.

Postepujac analogicznie do rozdzialu drugiego, tzn. rozwigzujac uktad réwnan
(4.3.1)-(4.3.7), w ktorym lewa strona jest rowna zero, a niewiadomymi sa zmien-
ne: U,l,r, 7", y°, v oraz b, mozna udowodni(, ze istnieje doktadnie jeden stan sta-
cjonarny tego modelu opisany wzorami:

T =p=T, (4.3.8)

V=V,u=1u, (4.3.9)

y=uy’, y’ = const, (4.3.10)

[ 43.11
7 ( )

—d n+ﬁn — P —e —d

V= wh,y =y (4.3.12)

n+ ﬁznz + ﬁnﬁNdn +8,

U= < (4.3.13)
(1+a,-1)y

p=(1-0,)y"-1+7)Uy-8, p=p° (4.3.14)

F=r=p+7-§” (4.3.15)

g7, 0647d—(1+T1)[77—5)—(T—0£1)l—]7

— (4.3.16)
QT =T+

> Podobnie jak w analizowanym w tej monografii modelu KMGT z kredytem inwestycyjnym, ist-
nienie stanu stacjonarnego zalezy od przyjetej wartosci parametru r° (docelowa nominalna stopa
procentowa). Stan stacjonarny modelu (4.3.1)-(4.3.7) istnieje i jest jedyny, jesli r* =p +7 —&.
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Postepujac analogicznie do dowodu twierdzenia 3.1 przedstawionego w trze-
cim rozdziale (zob. s. 115), mozna udowodni(, ze jesli spetnione s opisane nizej
zalozenia 4.1-4.5, to stan stacjonarny modelu (4.3.1)-(4.3.7) jest lokalnie asymp-
totycznie stabilny.

Zalozenie 4.1. Parametry reakcji f, f , o, ’Bp’ B, ﬁye, ﬁip >0 sa odpowiednio
male.

Parametry reakeji, o ktérych mowa w zalozeniu 4.1, wystepuja w rOwnaniach:
- Y=Y+ ﬁZYe +B (N’ —N) - réwnanie behawioralne produkeji,
- nt=p, (af) +(1-a)7—7° ) - réwnanie dynamiki oczekiwan inflacyjnych,
- p= ﬁp(u —u)+ KP(W -n)+(1- KP) n° - réwnanie dynamiki cen,
- w=B,(V-V)+x p+(1-x, )7 +n - réwnanie dynamiki ptac nominalnych,

e
- Y =é)+ﬁye

- stopa wzrostu oczekiwanego popytu,

e

- 7==B (r—r°)+p, (p—7)+ B, (u—it) - zmiana nominalnej stopy procentowe;.

Zgodnie z zalozeniem 4.1, produkecja Y jest okreslana gléwnie na podstawie
oczekiwan popytowych Y, ktérych stopa wzrostu Y zalezy z kolei przede wszyst-
kim od stopy wzrostu placy realnej & =W — p. Ze wzgledu na to, ze (1—a) jest bli-
skie jednosci, zmiany oczekiwan inflacyjnych 7° sg silnie stabilizowane przez staty
czynnik 7°, ktéry odzwierciedla cel inflacyjny. Ponadto:

- odchylenia wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnych od jego normalnego

poziomu (u—u) w niewielkim stopniu wplywajg na inflacje p,

- odchylenia wskaZnika zatrudnienia od jego naturalnego poziomu (V — V') stabo

wplywaja na dynamike placy nominalnej w,

- wrazliwos¢ nominalnej stopy procentowej r na odchylenia stopy wzrostu cen od
celu inflacyjnego (p—n°) jest niewielka.

Zalozenie 4.2. Spelniona jest nieréwnos¢:
n’ <0.

Zgodnie z zalozeniem 4.2 cel inflacyjny nie przekracza wartosci wskaznika de-
precjacji kapitatu 6.

Zalozenie 4.3. Wartosci parametréw reakgji i, i, > 0 wystepujace w réwnaniu
popytu inwestycyjnego:

I :il(pe —‘g’—(r—n"))KJriz(u—u") K+Y°K+0K,
sa odpowiednio duze.

Zgodnie z zalozeniem 4.3 popyt inwestycyjny jest bardzo wrazliwy na réznice
migdzy oczekiwanym zyskiem z kapitalu rzeczowego a oczekiwana realna stopa
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procentowgq oraz na odchylenia wskaznika wykorzystania mocy produkcyjnych od
jego normalnego poziomu.

Zatozenie 4.4. Wartos¢ parametru reakcji x, (0 <1, <1) w réwnaniu dynami-
ki cen

p= ﬁp(u—ﬁ)+xp(v@—n)+(1—xp) n’
jest odpowiednio bliska 1.

Zgodnie z zalozeniem 4.4 stopa inflacji jest bardziej wrazliwa na réznice miedzy
stopa wzrostu ptac nominalnych w a stopa wzrostu wydajnosci pracy n = x/ x niz
na oczekiwang stope inflacji 7.

Zalozenie 4.5. Nominalna stopa procentowa w stanie stacjonarnym jest dodat-
nia:
r=r'=p+m—-£>0.

Twierdzenie 4.2. Jezeli spelnione sa zatozenia 4.1-4.5, to stan stacjonarny mo-
delu (4.3.1)-(4.3.7) jest lokalnie asymptotycznie stabilny.

4.3.2. Poréwnanie modeli KMG i KMGT na podstawie
symulacji komputerowych

W celu przeprowadzenia symulacji modelu KMGT przyjeto zestaw wartosci pa-
rametréw z tabeli 4.2, wartosci poczatkowe zmiennych z tabeli 4.5, zestaw 1 warto-
$ci parametréw reakcji z tabeli 4.3 oraz zestaw 1 parametréw reakeji. Na podstawie
definicji zmiennych modelu intensywnego (4.3.1)-(4.3.7) wyznaczono stan poczat-
kowy modelu KMGT, a na podstawie réwnan (4.3.8)-(4.3.16) obliczono stan sta-
cjonarny modelu KMGT. Wyniki tych obliczen przedstawiono w tabeli 4.11.

Jednym z celéw symulacji komputerowych byto poréwnanie wynikéw empi-
rycznych modelu KMGT i modelu KMG. Wyznaczony stan poczatkowy oraz stan
stacjonarny modelu KMGT (tabela 4.11) jest taki sam jak dla modelu KMG (tabe-
la 4.6). Wynika to z takich samych wartosci parametréw i wartosci poczatkowych
oraz z takich samych réwnan opisujacych stan stacjonarny. Chcac poréwnaé ze
soba wyniki modeli KMG i KMGT, ustalamy, ze wartos¢ nominalnej stopy pro-
centowej w stanie stacjonarnym modelu KMGT jest taka sama jak w przypadku
kalibracji modelu KMG.

Na podstawie tabel 4.6. oraz 4.11 mozemy stwierdzi¢, ze w dtugim okresie war-
tosci zmiennych poréwnywanych modeli sg takie same. Nie wiemy jednak, w wy-
padku ktérego modelu gospodarka szybciej osiaga stan stacjonarny oraz jak wyglada
droga dojscia do tego stanu. Zeby odpowiedzie¢ na te pytania, poréwnamy teraz
wyniki symulacji komputerowych obu modeli.
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Tabela 4.11. Poréwnanie warto$ci zmiennych modelu KMGT w stanie poczatkowym
i w stanie stacjonarnym

Nazwa zmiennej Symbol Stan ?tan Réznica
poczatkowy | stacjonarny

Udziat ptac w PKB U 0,480 0,560 0,080
Efektywna podaz pracy na jednostke
kapitatu ) 0,560 0,582 0,022
Oczekiwana inflacja 7€ 0,000 0,020 0,020
Stosunek oczekiwanej sprzedazy do ka-
pitalu y° 0,521 0,549 0,027
Wielko$¢ zapaséw na jednostke kapitatu v 0,048 0,122 0,074
Stosunek podazy obligacji do wielkosci
kapitatu b 0,257 2,814 2,557
Stopa zatrudnienia %4 0,940 0,950 0,010
Wskaznik wykorzystania mocy produk-
cyjnej u 0,810 0,850 0,040
Stosunek produkeji do kapitatu y 0,535 0,553 0,018
Realna stopa procentowa R 0,030 0,011 -0,019
Nominalna stopa procentowa r 0,030 0,031 0,001
Oczekiwana stopa zysku z kapitatu p° 0,108 0,076 -0,033
Inflacja rzeczywista 1 0,016 0,020 0,004
Stosunek popytu do kapitatu y? 0,521 0,549 0,028

Zrédto: obliczenia whasne.
Podobnie jak w symulacjach modelu KMG z egzogeniczna podaza pieniadza,

symulacje modelu KMGT przeprowadzilismy, postugujac si¢ dyskretnym odpo-
wiednikiem omawianego modelu KMGT.

Model KMG z regula Taylora w symulacjach komputerowych:

U(t+1)=U(t)+sU(t>K(ﬁw(l—xp)(V(t)—V)—/zpa—xw)(u(t)—a)), (4.3.17)
I(t+1) = 1(t) +sl(t)| n— [}(t+1)+n+ﬁe[m—lj
@)
—sl(t)(il(pe(t)—’g'—(r(t)—ne(t)))—iz(u(t)—ﬁ)), (43.18)

e+ =r(0)=s(B, (r)-r")+ B, (t+D-7)+ B, (u (0)-7)), (43.19)

ne(t+1) =m (1) + 5B, (ap(t + 1)+ (1) T-m (1)), (4.3.20)



220 4. Eksperymenty symulacyjne

ye(t+1):y“(t)+sye(t)[f](t+l)+n+ﬁy [y ((t;—lj— +l(t+1)j (4.3.21)

v(t+1) = v(t)+ y(t) -y (t) —v(t)(n _it +1)), (4.3.22)
b(t +1) = b(t) +
+5(g+r0) b -7, (2, ()= (+7)UE) (O =0+ a,r(t) b(t)) )+
— s(T—a,) U(t) y(t) - sb(t)(n—i(t+1)+ Bt +1)), (4.3.23)
gdzie:

K= = const,
1-x
wp

T
a,=1-1, +—L = const,
N

c

b+ =(x(x, B, (V) -7)+B, (ud)-7))+7(1)),

y(t)
V(t)= 0
u(t) = y(t) )

y"

p () =(1=7,)y ()= (1+7) U(t) ()0,
Y (0)= (At a,~DpO U@ +i, (p°(0) =~ (r(t) =7 (0)) ) i, (u(t) )+ +

+g+e(B, (1=, (V(t)=V)=B,(1~x,)(u(t) 7)) +n+B, [yg; 1],
y() =y +B,B.y () By(1)+

+y‘"(t)ﬁz(K(,Bw(l—xp)(V(t)—V)—,Bp(l—xw)(u(t)—ﬁ))+n+,Byc (;—g;—ln

Na rysunku 4.22 przedstawiono trajektorie wybranych zmiennych modelu
KMGT uzyskane na podstawie uktadu réwnan (4.3.17)-(4.3.23) oraz trajektorie
wynikajace z modelu KMG uzyskane na podstawie uktadu réwnan (4.2.3)-(4.2.9)
dla tego samego zestawu wartosci parametréw i wartosci zmiennych w stanie po-
czatkowym w dtuzszym horyzoncie czasowym.

Na podstawie wynikéw symulacji przedstawionych na rysunku 4.22 mozemy
stwierdzi¢, ze w wypadku modelu KMGT gospodarka szybciej osiaga stan stacjo-
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Zadtuzenie sektora finansow PKB na jednostke kapitatu Udziat ptac w PKB
publicznych na jednostke 0,59
kapitatu 0,58
5 0,57 0,57
0,56 0,55 \/
P
2 0,55 0,53
0,54
) 053 0,51
0,52 0,49
0 051 0,47
e
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Rysunek 4.22. Dlugookresowa dynamika zmiennych modelu KMGT (kolor
pomararnczowy) na tle dynamiki modelu KMG (kolor niebieski)
Zrédlo: obliczenia wiasne.
Stopa zatrudnienia Wspotczynnik wykorzystania Popyt na jednostke kapitatu
1,10 mocy produkcyjnej
0,83 0,55
1,05 0,83 0,54
1,00 0,83 0,54
0,53
095 083 0,53
0,90 082 0,52
3 0,82 0,52
0,85 0,82 0,51
0,82 0,51
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Nominalna stopa procentowa Inflacja rzeczywista Zysk z kapitatu
0,04 0,04 0,14
0,03 0,12
0,03
0,02 0,01 0.08
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0.00 0,04
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Inwestycje na jednostke PKB Konsumpcja na jednostke PKB Zapasy na jednostke kapitatu
0,24 0,68 0,14
0,22 0,66 0,12
0,20 0,64 0,1
0,18 0,62 0,08
0,16 0,60 0,06
0,14 0,58 0,04
0,12 0,56 0,02
0,10 0,54 0
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Rysunek 4.23. Krétkookresowa dynamika zmiennych modelu KMGT (kolor
pomaranczowy) na tle dynamiki modelu KMG (kolor niebieski)

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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narny oraz w pierwszych okresach trajektorie prezentowanych zmiennych maja
mniejsze fluktuacje niz trajektorie modelu KMG. Oznacza to, ze dzigki zmianie
polityki pienieznej na taka, ktdora reaguje na sytuacje zachodzace w gospodarce i ma
wyznaczone cele (np. cel inflacyjny), gospodarka szybciej znajduje si¢ na Sciezce
réwnomiernego wzrostu.

Na kolejnych wykresach (rysunek 4.23) poréwnano trajektorie modeli KMGT
i KMG w krétkim okresie. Podobnie jak w dlugim horyzoncie czasowym, widocz-
na jest réznica miedzy trajektoriami modeli KMGT i KMG. Na podstawie trajek-
torii wspolczynnika wykorzystania mocy produkcyjnej mozemy wywnioskowac,
ze w wypadku modelu KMGT wystepuje wyzszy poziom produkcji. Wynika on
z wigkszego popytu inwestycyjnego, do ktérego przyczynia si¢ nizsza realna sto-
pa procentowa, ktéra zostala w pierwszych okresach obnizona ze wzgledu na ni-
ski poziom inflacji (nizszy od celu inflacyjnego) i niskg warto$¢ wspélczynnika
wykorzystania mocy produkeyjnej (nizszy od zakladanej wartosci naturalnej tego
wskaznika). Wigkszy popyt oznacza wiekszg stope zysku z kapitatu oraz wigksza
stope zatrudnienia. Wyzsza stopa zatrudnienia przektada si¢ na wigksza konsump-
cje prywatng oraz wzrost ptac nominalnych, co jeszcze bardziej zwigksza popyt.
Wzrost ptac nominalnych oraz wspélczynnika wykorzystania mocy produkcyjne;j
pociaga za soba wzrost inflacji. Gdy inflacja przekroczy cel inflacyjny, dzigki poli-
tyce pieni¢znej (regula Taylora) zmniejszona zostaje nominalna stopa procentowa,
co w dalszej konsekwencji wplywa na zmniejszenie inflacji.

4.3.3. Analiza wptywu polityki fiskalnej i pieniezne;j
na gospodarke opisang réwnaniami modelu KMGT

Polityka fiskalna

Wplyw polityki fiskalnej na funkcjonowanie gospodarki opisanej za pomoca
réwnan modelu KMGT w diugim okresie jest taki sam jak w wypadku gospodarki
opisanej modelem KMG. Ten wniosek bezposrednio wynika z poréwnania réwnan
opisujacych stan stacjonarny modelu KMGT i modelu KMG. Jedyna réznica moze
by¢ czas dojscia do stanu stacjonarnego oraz fluktuacje w pierwszych okresach sy-
mulacji. Zeby to sprawdzié, podobnie jak dla modelu KMG, nalezy zbada¢ wptyw
polityki fiskalnej w krétkim i dlugim okresie za pomocg symulacji komputero-
wych. Jednak szersza analizg polityki fiskalnej w tej monografii pomijamy. Uwage
skupiamy na wpltywie polityki pieni¢znej na funkcjonowanie gospodarki opisane;
modelem KMGT, ktéra przedstawiono w kolejnym punkcie tego podrozdziatu.

Polityka pieni¢zna

Podstawowg réznica migdzy omawianymi modelami KMG i KMGT jest wpro-
wadzenie do tego drugiego reguly Taylora, podczas gdy w pierwszym modelu po-
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daz pieniagdza jest opisana jako wielkos¢ egzogeniczna. Celem wprowadzenia reguty
Taylora do modelu KMG jest urealnienie modelu do funkcjonowania rzeczywistej
polskiej gospodarki, w ktérej stosuje si¢ regutle stop procentowych jako instrument
polityki pienigznej> (w modelu KMG instrumentem polityki pienieznej jest sto-
pa wzrostu podazy pieniadza). W praktyce oznacza to, ze w modelu KMGT mamy
dodatkowe réwnanie, ktérym jest dynamiczne réwnanie nominalnej stopy pro-
centowej:

F==p (r=r")+B (p—m)+p (u-1), (4.3.24)

gdzie B, B, , B, to parametry reakcji, r° — wartos¢ stopy procentowej w stanie sta-
cjonarnym (naturalna stopa procentowa), 7 - stopa inflacji w stanie stacjonarnym
(cel inflacyjny), # - pozadany stopient wykorzystania mocy produkcyjne;.

W réwnaniu (4.3.24) mamy trzy czynniki wptywajace na wzrost stopy procen-
towej: odchylenie nominalnej stopy procentowej od jej naturalnej wartosci, odchy-
lenie rzeczywistej stopy inflacji od celu inflacyjnego i odchylenie wspétczynnika
wykorzystania mocy produkcyjnej od naturalnej wartosci tego wspélczynnika. Sita
wplywu tych czynnikéw zalezy od polityki pienieznej rzadu, co przeklada si¢ na
warto$ci parametréw reakcji tego réwnania: 8, , B, oraz . .Ich oszacowanie dla polskiej
gospodarki zostalo przedstawione m.in. w pracach Trzepli (2007) i Baranowskiego
(2014), z ktérych wynika, ze polityka pieni¢zna NBP charakteryzuje si¢ bardzo malg
wrazliwoscia na zmiany wartosci luki popytowej. W réwnaniu (4.3.24) wrazliwo$¢ te
okresla parametr reakcji 8, **. Niska wrazliwo$¢ wynika m.in. z niedokladnosci bada-
nia zwigzanej z trudno$ciami oszacowania luki popytowej. Zdecydowanie wigksze
znaczenie w ustalaniu poziomu nominalnej stopy procentowej dla polskiej gospo-
darki ma utrzymanie pozadanego poziomu inflacji (Trzepla, 2007). Wrazliwos¢
na odchylenia od tego poziomu opisuje parametr reakeji 8, *°. Wysoka wrazli-
wos¢ w tym zakresie wynika w duzej mierze z charakteru polityki pienigznej, ukie-
runkowanej na osiagniecie, a nastepnie utrzymanie inflacji na odpowiednim po-
ziomie. Biorac pod uwage wyniki badan przedstawione w pracy Trzepli (2007),
w symulacjach przyjeto nastepujace wartosci parametréw reakgji: ﬁ =0,2 oraz ﬁ =0,01.
Ponadto w symulacjach, podobnie jak Chiarella i in. (2005), przyjeto warto$¢ pa-
rametru reakgji B, = 0,2 (parametr wygtadzania stép procentowych).

Podczas analizy polityki pienigznej skupimy sie na gtéwnym celu NBP, ktérym
jest stabilno$¢ cen (NBP, b.r.a).

3> W Polsce polityka pieniezna jest prowadzona raczej w spos6b ekspercki niz ,mechanicznie” wedlug
ustalonej prostej reguty Taylora. W szczegdlnosci bierze si¢ pod uwage znacznie szerszy zbidr zmien-
nych niz stopa inflacji i luka produkcyjna, a do tego sita reakcji na wahania wartosci tych zmiennych
moze sie zmienial w czasie (Baranowski, 2014).

> Wrazliwo$¢ na zmiane tej wartosci to zaledwie 1,29E-10 (Trzepla, 2007).

% Wrazliwo$¢ na zmiane tej warto$ci wynosi 0,25 (Trzepla, 2007).

> W pracy Chiarelli i in. (2005) dla parametréw reakji przyjeto wartosci: B =118 =12
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Na rysunku 4.24 przedstawiono trajektorie inflacji, nominalnej stopy procento-
wej i wspdtczynnika wykorzystania mocy produkeyjnej dla trzech zestawdw warto-
$ci parametrow reakcji: ﬁ ,8 oraz f3,. W zestawie 1 wszystkie wartosci parametréw
reakcji w réwnaniu przyrostu nominalnej stopy procentowej zmniejszamy piecio-
krotnie wzgledem zestawu bazowego, co odpowiada stabszej reakcji banku cen-
tralnego na sytuacje w gospodarce. Zmienne te maja wigc wartosci: B B =0,04,
B, =0,002.

" W zestawie 2 wszystkie wartosci parametréw zwiekszamy pieciokrotnie, co od-
powiada silniejszej reakcji banku centralnego na sytuacje w gospodarce. Zmienne
te maja wigc wartosci: B, = B, =1, B, = 0,05.

W zestawie 3 (zestaw bazowy) mamy: B, = ﬁ =0,2, B =0,0L
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Rysunek 4.24. Dynamika wybranych zmiennych modelu KMGT dla réznych zestawow

wartosci parametrow reakcji. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielone

dla zestawu 1 (stabsza reakcja banku centralnego), niebieskie dla zestawu 2 (reakcja
silniejsza), pomaranczowe dla zestawu 3 (bazowego)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Z przeprowadzonych eksperymentéw symulacyjnych wynika, Ze wzmocnienie
reakeji banku centralnego (zestaw 2, wykresy pomaranczowe) powoduje wieksze
obnizenie nominalnej stopy procentowej w sytuacji, gdy poziom inflacji jest poni-
zej celu inflacyjnego. Podobnie jest w sytuacji, gdy stopa inflacji jest powyzej celu.
Dzigki takiej szybkiej reakcji banku centralnego stopa inflacji duzo szybciej za-
czyna zmniejszaé si¢ niz w przypadku gospodarki opisanej ktéryms z pozostatych
dwdch zestawdw wartosci parametréw reakeji. We wszystkich trzech przypadkach
luka popytowa (réznica migdzy wartoscia wspélczynnika wykorzystania mocy pro-
dukeyjnej a jego warto$cia naturalng) cyklicznie maleje.

Na koniec przyjrzyjmy si¢ jeszcze, jak zmiana wartosci parametréw reakcji
w réwnaniu nominalnej stopy procentowej wplywa na popyt i produkeje.

Z wykreséw symulacji przedstawionych na rysunku 4.25 wynika, Ze produkcja
(PKB) nieznacznie reaguje na zmiang analizowanych wartosci parametréw reakcji.
W pierwszych okresach, gdy inflacja jest na niskim poziomie i NBP podnosi stopg
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Rysunek 4.25. Dynamika wybranych zmiennych modelu KMGT dla réznych zestawéw

wartosci parametrow reakcji. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielone

dla zestawu 1 (stabsza reakcja banku centralnego), niebieskie dla zestawu 2 (reakcja
silniejsza), pomarariczowe dla zestawu 3 (zestaw bazowy)

Zrédlo: obliczenia wlasne.

procentowa, w wypadku gospodarki opisanej drugim zestawem wartosci parame-
tréw reakeji (wykresy niebieskie, silniejsza reakcji NBP) popyt wyraznie rosnie
najszybciej w poréwnaniu z dwoma pozostalymi scenariuszami, co wynika z ros-
nacej konsumpcji i rosnagcych inwestycji. Towarzyszy temu najszybszy wzrost pro-
dukcji, ktéry pociaga za soba silny wzrost stopy zatrudnienia i wspdlczynnika
wykorzystania mocy produkcyjnej, co sprzyja wzrostowi inflacji. Zbyt wysoki po-
ziom inflacji, powyzej celu inflacyjnego, prowadzi do wzrostu stopy procentowej,
co negatywnie wptywa na inwestycje. Stopa zatrudnienia powoli zaczyna si¢ zmniej-
sza¢ w wyniku wzrostu wydajnosci pracy, ktéra w modelu rosnie wyktadniczo, co
dalej negatywnie wplywa na konsumpcje prywatna i popyt catkowity.

Gdy reakcje banku centralnego sa najsilniejsze, uwidaczniajg si¢ duzo wigksze
fluktuacje trajektorii zmiennych modelu. Trudno jednoznacznie stwierdzié, kté-
ra polityka banku centralnego jest lepsza, a ktéra gorsza. Jej ocena zalezy od bar-
dziej szczegdétowych okolicznosci gospodarczych. Dobrym sposobem na uzyskanie
takiej oceny jest analiza polityki pienieznej w obliczu kryzyséw gospodarczych.
W kolejnym podrozdziale przeprowadzono symulacje¢ kryzysu gospodarczego
i przeanalizowano reakcje gospodarki, uwzgledniajac to, jaka polityka pieniezna
jest prowadzona.
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4.3.4. Podsumowanie

Symulacje komputerowe zaprezentowane w tym podrozdziale wykazaty znacza-
ce réznice miedzy trajektoriami modelu KMG z egzogeniczng podaza pieniadza
a modelu KMGT z regula Taylora. Gospodarka opisana modelem KMGT duzo
szybciej osiaga stan stacjonarny niz gospodarka opisana modelem KMG. Ponadto
trajektorie zmiennych modelu KMGT w poréwnaniu z trajektoriami zmiennych
modelu KMG maja znacznie mniejsze fluktuacje w pierwszych okresach. Oznacza
to, Ze zastosowanie polityki pienigznej przedstawionej w modelu KMGT pozytyw-
nie wplywa na wzrost gospodarczy.

Ponadto z przeprowadzonych symulacji modelu KMGT wynika, ze szybka re-
akcja banku centralnego na zmiany w gospodarce przejawia si¢ szybsza stabilizacja
cen w wypadku utrzymywania si¢ wysokiej inflacji. Jednoczesnie szybka reakcja
banku centralnego sprzyja wigkszym fluktuacjom trajektorii zmiennych modelu
w poréwnaniu z gospodarka, w ktérej reakcja banku jest duzo wolniejsza. Zatem
ocena, czy szybka reakcja banku centralnego jest lepsza, czy gorsza, zalezy m.in.
od aktualnego stanu calej gospodarki. Zeby to zbadaé, w kolejnym podrozdziale
przeprowadzono analiz¢ polityki pieni¢znej gospodarki opisanej modelem KMGT
w obliczu kryzysu gospodarczego.

4.4. Symulacje wptywu szokdéw zewnetrznych na
polskg gospodarke w sSwietle modelu KMGT

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wyniki symulacji komputerowych
majacych na celu zbadanie reakeji gospodarki opisanej modelem KMGT (KMG
z reguly Taylora) na krétkookresowe zewnetrzne zaburzenia takie jak szoki go-
spodarcze. Analiza koncentruje si¢ na ocenie wptywu tych szokéw na gospodarke
rozwijajaca si¢ w sposdb réownomierny oraz na roli polityki pieni¢znej w procesie
powrotu do stanu réwnowagi.

4.4.1. Charakterystyka szokéw zewnetrznych

Symulacja szokéw polega na wprowadzeniu do modelu KMGT modyfikacji
niektérych jego réwnan oraz na zmianie wartosci wybranych parametréw, dzig-
ki czemu uzyskujemy sytuacje odzwierciedlajaca wytracenie gospodarki ze $ciezki
réwnomiernego wzrostu. Modyfikacja réwnan oraz zmiana wartosci parametrow
odnosza si¢ jedynie do kilku okreséw. Zakonczenie czasu oddziatywania szoku jest
opisane za pomocg przywrdcenia pierwotnych postaci wszystkich réwnan modelu
oraz pierwotnych wartosci wszystkich parametréw.
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Wprowadzone modyfikacje réwnan oraz zmiany wartosci parametréw modelu
sa proba odzwierciedlenia kryzysu gospodarczego wywotanego przez epidemig wi-
rusa SARS-CoV-2. Zastosowane zmiany modelu opierajg si¢ na danych o polskiej
gospodarce w czasie tego kryzysu (tabela 4.12).

Tabela 4.12. Dynamika wybranych kategorii makroekonomicznych
w latach 2018-2021 (ceny stale roku poprzedniego)

Wyszczegélnienie 2018 2019 2020 2021
Spozycie ogélem 104,3 104,5 98,9 104,8
w tym:
- spozycie w sektorze gospodarstw domowych 104,3 104,0 97,0 106,2
- spozycie publiczne w sektorze instytucji rza-
dowych i samorzadowych 103,5 106,5 104,9 100,9
Naklady brutto na §rodki trwate 109,4 106,1 91,0 108,0
Popyt krajowy 105,6 103,6 96,6 108,2
PKB 105,4 104,7 97,7 105,7

Zrédlo: GUS.

Z danych przedstawionych w tabeli 4.12 moZzemy odczytaé, ze PKB w roku 2020
zmalal realnie w stosunku do roku 2019 o 2,3%, natomiast w 2021 wzrdst realnie
0 5,7% w stosunku do roku 2020. Na tej podstawie nowe réwnania opisujace real-
ng warto$¢ PKB w latach 2020 oraz 2021 beda miaty postac:

Y(2)=Y(1)-2,3%-Y(1),
Y(3)=Y(2)+5,7%-Y(2).

Uwaga 4.6. Przez Y(0), Y(1), Y(2), Y(3) oznaczamy wartosci zmiennych w la-
tach 2018, 2019, 2020, 2021 odpowiednio.

Calkowity realny popyt Y w 2020 roku w stosunku do roku 2019 zmalat realnie
0 3,4%, a w 2021 wzrdst realnie w stosunku do 2020 o okoto 8%, a wiec:

Y2)=Y"(1)-3,4%-Y“(1),
Y4(3)=Y"(2)+8,2%-Y*(2).

Na zmiang catkowitego popytu Y? w poszczegdlnych okresach miat wptyw:
- popyt inwestycyjny brutto I, ktéry w 2020 roku byt nizszy o 9% w stosunku do
roku 2019, a w 2021 roku w stosunku do 2020 byl wyzszy o 8%:

1(2)=1(1)-9%- I(1),
13)=1(2)+8%-1(2),
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- konsumpcja sektora prywatnego C, ktéra w 2020 roku byta mniejsza o okoto 3%
w stosunku do roku 2019, a w 2021 w stosunku do 2020 wzrosta o 6,2%:

C(2)=C(1)-3%-C(1),

C(3)=C(2)+6,2%-C(2),

- popyt sektora publicznego G, ktéry w 2020 roku wzrést realnie w stosunku do
roku 2019 o okoto 5%, a w 2021 w stosunku do 2020 wzrdst realnie o okoto 1%:

G(2)=G(1)+5%-G(1),
G(3)=G(2)+1%-G(2).

Z drugiej strony w symulacjach uwzgledniono zastosowanie przez polski rzad tak
zwanej tarczy antykryzysowej. Miata ona na celu uchroni¢ stan gospodarczy kraju
za pomocg finansowania kosztéw strat poniesionych przez spoleczenstwo w cza-
sie kryzysu gospodarczego. Jednym z dzialan polskiego rzadu byta ochrona miejsc
pracy oraz wysokosci wynagrodzen. Te dziatania zostaly ujete w eksperymentach
symulacyjnych przez zalozenie, ze popyt na pracg oraz wzrost ptac nominalnych
w 2020 roku byt taki jak w 2019 roku, czyli:

L'(2)=L'(1),
w(2)-w(1) ~0
w(l) '

W symulacjach zaktadamy, Ze rzad sfinansowal tarcze antykryzysowa z budze-
tu panstwa. Jesli zalozymy, ze wielkos¢ tego dofinansowania byta réwna D (sposéb
oszacowania warto$ci D przedstawiono w dalszej czgsci), to deficyt finanséw pub-
licznych w roku 2020 opisuje réwnanie:

W(2) =

Ama:ma-mn:aﬁ+amma
p(2) p(2) p(2)

Pokazemy teraz sposdb obliczenia wysokos¢ dofinasowania rzadu D. Przy za-
tozeniu, ze to dofinansowanie bylo przeznaczone jedynie na doptaty do wynagro-
dzen, jego wysokos¢ jest réwna réznicy miedzy kosztami pracy poniesionymi przez
pracodawce przy zatrudnieniu w 2020 roku, ktdre, jak zaktadaliSmy wczesniej, byto
takie samo jak w roku 2019 (L9(2) = L%(1)), a kosztami pracy przy zatrudnieniu
Y(2) potrzebnym do zrealizowania produkeji w 2020 roku:

+TR(2)+D-T(2).

D=L'2) w(1)-L'w(1),



4.4. Symulacje wplywu szokéw zewnetrznych na polska gospodarke w $§wietle modelu KMGT 229

gdzie I to (teoretyczny) popyt na prace obliczony dla produkeji Y(2) w 2020 roku.
Korzystajac z definicji popytu na prace, otrzymujemy popyt réwny:

i _ Y(2)
x(2)
Zatem koszt pracy (nie liczac skladki na ubezpieczenie spoleczne) przy popycie
L% jest réwny:
L'w(l)= @w(l).
x(2)
Z kolei koszt pracy przy zalozeniu, ze L%(2) = L%(1), wynosi:

Y1)
x(2)

Wykorzystujac powyzsze réwnania, uzyskujemy wysoko$¢ dofinansowania rza-
du réwng:

L'(1) w(l)=—2w(1).

D=L"1)w(1)-L'(2) w(l)= (2) (2)

Po przeksztalceniu otrzymujemy:

w(1)
x(2)

D=="(Y(1)-Y(2)),

gdzie
Y(2)=Y(1)-2,5%-Y(1).

Stad ostatecznie otrzymujemy:

w(1)
x(2)
Dodatkowo, w roku 2020 wydajno$¢ pracy w polskiej gospodarce (wedlug Eu-

rostatu) zmniejszyta si¢ wzgledem roku 2019 0 2,5%, co takze uwzgledniamy w na-
szych symulacjach przez wprowadzenie réwnania:

D=2,5%-Y(1)—=

x(2)=x(1)-2,5%-x(1).

W 2020 roku NBP obnizyt stope referencyjna trzykrotnie: 0 0,5,0 0,510 0,4 p.p.
A w 2021 roku trzykrotnie podwyzszyt te stope: 0 0,4, 0 0,751 0 0,5 p.p. W symu-
lacjach dzialania NBP przedstawiamy za pomoca rownan:
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oraz

Zestawienie w tabeli 4.13 podsumowuje wszystkie réwnania modelu po zmia-

r(2)=r(1)-0,014

r(3)=r(2)+0,0165.

nach wprowadzonych na potrzeby symulacji kryzysu gospodarczego.

Tabela 4.13. Réwnania modelu KMG z regula Taylora w czasie kryzysu

gospodarczego i po kryzysie

Lp. | Nazwa zmiennej | Réwnanie
Determinanty popytu
1 | Popytnaprodukt | Y“(t)=C(t)+I(t)+G(t)
Y(2)=Y%(1)-3,4%-Y“(1)
Y'(3)=Y(2)+8,2% Y (2)
2 | Konsumpcja sek- Ct)=(1-7+a,) w(t) (1)
tora prywatnego C(2)=C(1)-3%-C(1)
C(3)=C(2)+6,2%-C(2)
3 | Popyt na prace () = Y(t)
x(t)
'(2)=I(1)
4 | Stopa wzrostu wy- | x(t+1)=x(t)+nx(t)
dajnosci pracy x(2)=x(1)-2,5%- x(1)
5 | Stopa wzrostu pta- | a(t)=w(t)- p(t)
cy realnej
6 | Stopa wzrostu ptac | (¢ +1)—w(t) = A e
nominalnych T =B, (V(t) N V) +, p(t) +(1=x, ) 2" () +n
W2)= w(2)—w(1) ~0
w(l)
A t+1)—p(t _ N ¢
7 | Stopa wzrostu cen | p(t+1) =% =8, (u(t)—u)+ K, (W (t) —”) +(1-x,)m
8 | Oczekiwany przy- | ;e =B 5(05134,(1,0‘)(#,”),718)
rost inflaji i .
n(t+1)-m'(t)=p., (ap (t)+(1—a)(p+0,025) —n“(t))
9 | Stopa zatrudnienia d
P Vit = ()
L
10 | Wskaznik wyko- Y(t)
. | ut)=—+
rzystania potencja- y?
tu produkeyjnego
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cd. tabeli 4.13

Lp. | Nazwa zmiennej Réwnanie
11 | Produkcja poten- | Y*(t) = y”K(t)
cjalna
12 | Przyrost kapitatu AK(t+1)=i, ((1_0‘2 )pe(t)—‘g'—(r(t) _ne(t)))K(t)+
rzeczowego .
8 i, (u(t) ) K(0) + V¥ (0K (1) - 8K (2)
13 | Oczekiwana realna Ye(t)—w(t) L' (t) - 6K (1)
stopa zysku zka- | P () =
4 K()
pitatu
Rzeczywista realna Y(t)-w(t) L (t) - 8K (t)
stopa zyskuzka- | P(1)= K(t)
pitatu
14 | Oczekiwana stopa | . INGOI Yt -Y*(t) .
wzrostu popytu Yi()= Y(t) =a(t)+ ﬁy” ) gdzie
o()=w(t)=p(t), AY (t)=Y*(t)-Y*(t-1)
15 | Popyt inwesty- I(t+1)=K(t+1)— K(t)+ 0K(¢)
ymy 1(2) = 1(1)-9%- 1(1),
I(3)=1(2)+8%-I(2).
Produkgja i zapasy
16 | Produkcja Y()=Y°(t)+ Z(¢)
Y(2)=Y(1)-2,3% Y(1)
Y(3)=Y(2)+57% Y(2)
17 | Produkcja prze- Z(t)= B,AY (t)+ B, (Nd(t) _ N(t))
znaczona na za-
pasy AY(t) =Y (t)-Y (t-1)
18 | Pozadane zapasy Nd(t) — BNde(t)
19 | Zmiana zapaséw | N(t+1)— N(t) = Y(£) - Y*(t)
Regula Taylora
20 | Przyrost nominal- (t+1)=r(t)- B (r(t)—ro)+ﬁi (ﬁ(t +1) _E)+ﬁi (u (t)—ﬁ)
nej stopy procen- ’ ! ’
fowej #(2)=r(1)—0,014
r(3)=r(2)+0,0165
Budzet panistwa
21 | Podatki T(t) = tw(t) L'() +

' Tc(a“w(t)_(”ﬁ) w(t) L' (t)— 0K (1) +a, & B(t)l

p(t)

T

c

T
iaT — = 1= _r
gleeT—TW+TZ,(X4—[1 T, + J
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cd. tabeli 4.13

Lp. | Nazwa zmiennej Réwnanie
22 | Popyt sektora G(t)=gK(t)
rzadowego G(2)=G(t)+5%-G(t) =1,05gK (t)

G(3)=G(2)+1%-G(2) =1,0105gK(¢)
23 | Deficyt finanséw | AB(t) = B(t)— B(t —1) = p(t) G(t)+r(t) B(t) - p(t) T(¢)
publicznych AB(2)=B(2)-B(1) =
= p(2)G(2)+7(2) B(2)- p(2) T(2)+ p(2) TR+ p(2) D,
2,5%-Y (1) w(1)

gdzie D= oraz TR = a,w(2) '(2)

4.4.2. Procedury obliczeniowe

Eksperymenty symulacyjne zaczynamy od zatozenia, ze stanem poczatkowym
jest stan gospodarki z roku 2018, czyli t = 0 oznacza rok 2018. Ponadto zakladamy,
ze analizowana gospodarka od 2018 do 2020 roku znajduje si¢ na sciezce réwno-
miernego wzrostu. Oznacza to, Ze wartosci zmiennych absolutnych, tj. produkeja,
konsumpcja, kapital trwaly itd., od 2018 do 2020 roku rosna z tg sama stopa wzro-
stu réwng n. Zaburzenia (szoki zewnetrzne) odzwierciedlone w zmianie niektd-
rych réwnan modelu wprowadzamy od 2020 do 2021 roku wiacznie. Po tym czasie
dla wszystkich réwnan modelu przyjmujemy ponownie ich pierwotne postacie.

Sposdb przeprowadzenia symulacji modelu KMGT wyglada bardzo podobnie do
dotychczasowych. Punktem odniesienia jest tzw. scenariusz bazowy, odpowiadajacy
bazowemu zestawowi wartosci parametréw i poczatkowych wartosci zmiennych.
Wartosci parametréw oraz poczatkowe wartosci zmiennych obliczamy na podstawie
danych o polskiej gospodarce za rok 2018 (tabela 4.1), zakladajac, ze gospodarka
znajduje si¢ na $ciezce rownomiernego wzrostu. W symulacjach przyjmujemy, ze
funkcjonowanie gospodarki opisuje zmodyfikowany model KMGT, ktérego réw-
nania przedstawiono w tabeli 4.13. W symulacjach wykorzystamy to, ze réwnania
modelu KMGT z tabeli 4.13 mozna przedstawi¢ w prostszej, rownowaznej posta-
ci intensywne;j.

W eksperymentach symulacyjnych uwidacznia si¢ problem polegajacy na tym,
ze modele omawiane w niniejszej monografii, w tym model KMG z regula Taylora,
sa modelami ciaglymi, podczas gdy dane o polskiej gospodarce, tak jak w przypad-
ku jakiejkolwiek gospodarki, sa dyskretne. Problem ten rozwigzujemy analogicznie
do poprzednich symulacji, stosujac metode Eulera z krokiem h = 1/12. Dodatkowo
musimy zwrdci¢ uwage na dane o polskiej gospodarce w czasie kryzysu gospodar-
czego. Dane te odnosza si¢ do roku poprzedniego. Natomiast gdy stosujemy me-
tode Eulera z krokiem h = 1/12, réwnania modelu w postaci intensywnej odnosza
do ubieglego miesiaca.
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Dyskretna postac intensywna modelu KMGT

Od 2018 do 2020 roku gospodarka znajduje si¢ w stanie stacjonarnym. Ozna-
cza to, ze warto$ci zmiennych modelu intensywnego w tych latach nie zmieniajq
sie. Nastepnie, od roku 2020, nastepuje kryzys gospodarczy, ktéry trwa dwa kolej-
ne lata. Funkcjonowanie gospodarki w pierwszym roku kryzysu opisuja réwnania
modelu intensywnego:

U(t+h)=U(t)+h-x(-n,),
gdzie n to stopa wzrostu wydajnosci pracy w czasie kryzysu réwna -2,5%,

(n—i(z))K(l)

I(t+h)=I(t)+h| n —0,88 0

>

m(t+h) =" (£)+ BB (ap(t + 1)+ (1-a)E —n°(t)),

e

ye(t+h)=ye(t)+hye(t)(f](t+h)+ﬁ (ydg; —1j+f(t+h)}
"y

Wt +h) = v(t)+h( y(0) -y O)-n0)(n, -1 ¢ +h))),

b(t +h)=b(t) + h(g+r(t) b(t) =, (p+a, () b(D))~(z — ) U (1) y(1) ) +
—hb(t)(n—i(t+h)+j)(t+h)),
r(t+h) = r(t) - h- 0,014,

0,966y (1)K (1)

yi(t)= <)

>

_ 0,977y(1)K(1)

y(t) 0

>

V(t)=V(t-1).

Gospodarka w drugim roku kryzysu jest opisana za pomoca nastgpujacych réw-
nan modelu intensywnego:

U(t+h) =U(t)+hx(ﬁw(1—xp)(V(t)—V)—ﬁp(l—xp)(u(t)—ﬁ))U(t),
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~I(3))Kk (2
l(t+h)l(t)+h[n11,08-wl,
K(t)

n(t+h)=n"(t)+hp., (ocf;(t+l)+(l—oc) ﬁ—ne(t)),
ye(t+h)= ye(t)+hye(t)(f](t+1)+ﬂ B[%—ljﬁ(wh)}
"y

Wt +h)= v(t)+h( (0= y* () -v(t)(n-I(e +h))),

b(t +h)=b(t) + h(g+r(t) b(t) =7, (p+a, (1) b())~ (7~ ) U (1) y(1) ) +
—hb(e) (n—I(e+h)+ e+ 1)),
r(r+h)=r(t)+h-0,0165,

1,08y (2)K(2)

yi(t)= X0

1,057 y(2)K(2
(1)~ LOSTYQKR)
K(#)
V(t)=V(t-1).
Z zalozenia po dwdch latach kryzysu szoki zewngtrzne przestaja oddzialywac,

co odzwierciedlone jest w modelu KMGT przywréceniem jego réwnan do orygi-
nalnej postaci:

U(t+h)=U(t)+h( B, (1-%,)(V(£) = V)~ B, (11, ) (u(t) -7 ) JU(2),

l(t+h)=l(t)+h(— O(t+h)- B {yd(t)—lﬁ I(1) +
T\
(=i, (O —E=(rO -7 ®) =1, (u)-7) ),

ne(t+h)=m'(t)+ B, (ap(t + 1)+ (1-a) T—7° (1)),

ye(t+h):yg(t)+hye(t)[f](t+l)+n+/3 e[%—l}—nﬁ(ﬂh)],
"\
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v(t+h) = v(t)+h( y(t)— yd(t)—v(t)(n—i (t +h))),

b(t +h)=b(t) + h(g+r(t) b(t) =, (p+a,r(t) b(1))~(r —,) U(1) (1) ) +
- hb(t)(n—i(t +h)+j>(t+h)),

r(t+h) =r(t)+h(—ﬁil (r)-r")+ B, (ple+h)-7)+p, (u(t)—a)),

gdzie:

= const, p(t+h)= K(Kpﬂw (V(t)—V)Jrﬁp (u(t) —17))+7re,

WKP

vy =20y 2D ey () -+ ) U@ () -5,
l(t) yP )4 1

T
a,=1-1, +T—P: const, p=(1—Tp)yd(t)—(1+’rl)U(t)y(t)—5

oraz

Y () =01+a —T)y(t)U(t)Jril(pe(t)—E—(r(t)—ne(t)))+i2(u(t)—ﬁ)+5+g+

+K(ﬁw(l_xp)(v(t)_v)_ﬁp(l"‘w)(”(t)‘ﬁ))”%f(;ig;_ll

y(6) =y (O)+B,B.y () —Bv(t)+

+y°B, [K(ﬁw(l—Kp)(V(t)—V)—ﬁp(l—KW)(u(t) ~))+n+ B, [z—g;—ln

Podobnie jak w poprzednich symulacjach komputerowych, do rozpoczecia ana-
lizy potrzebny jest stan poczatkowy, ktéry wyznaczamy analogicznie do punktu
4.3.1, wykorzystujac dane o polskiej gospodarce za rok 2018 (tabela 4.1). Zmienne
i ich wartosci przedstawiono w tabeli 4.14.
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Tabela 4.14. Wartosci zmiennych w stanie poczatkowym modelu KMGT
. . . . . Wartos¢ zmiennej w stanie
Nazwa zmiennej Wz6r zmiennej poczatkowym
w(0)L(0
Udziat ptac w PKB U(0)= «OLO) U(0)=U =0,48
Y(0)
Pracochlonnos¢ petnego 1(0) = x(0)L(0) I 7
= 0)=1=0,56

zatrudnienia © K(0) 0)

Oczekiwana inflacja 7°(0) 7(0)=7=0
Oczekiwana sprzedaz na . Y°(0) Y*(0) . e

- - 0)=7°=0,52

jednostke kapitatu () K() K(0) y 0=y

Wielko§¢é zapaséw na v(0)= N(0) (0)=7 =0,05
jednostke kapitatu K(0) ’

Stosunek podazy obligacji do | oy _ B(0) T

wielkosci kapitatu © p(0)K(0) b(0)=b=0.26
Konsumpcja sektora prywat- o(0)= C(0) «(0)=c=0,3

nego na jednostke kapitatu K(0) ’

Produkgja na jednostke Y(0) -

0)=—— 0)=y=0,53
Kapitahu »(0) () y(0)=y
. : 10y Y0 T
Popyt na jednostke kapitatu | y“(0) = X(0) y°(0)=y"=0,52

W kolejnym kroku wyznaczamy wartosci parametréw modelu. W tym celu
korzystamy z zalozenia, ze gospodarka opisana modelem KMGT znajduje si¢ na
$ciezce rownomiernego wzrostu, czyli stan poczatkowy jest jednoczesnie stanem
stacjonarnym.

Zeby stan poczatkowy byt jednoczesnie stanem stacjonarnym, musimy dobraé
odpowiednie wartosci parametréw modelu, to znaczy spetniajace uklad réwnan:

U=—=-—, (4.4.1)
(1+a,-1)y

- )

y =y =y’ (4.4.3)

u=1, (4.4.4)
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T=p-n, (4.4.5)

vo(-p2_ YV (4.4.6)

_ g-t(ay' -Q+t)Uy-8)-(t—a)Uy
ALY i J-Ge, Y (4.4.7)
0T T T+

pr=p=0-7,)7" -(1+1)UF -5, (4.4.8)

T=p+m-§ (4.4.9)

T=7"—(n+8+y), (4.4.10)

V=V, (4.4.11)

y=uy’, y" = const, (4.4.12)
n+p,

gdzie y =

n+ ﬁzn2 + ﬁ,,ﬂNd” +B,

Do réwnan (4.4.1)-(4.4.12) podstawiamy wartosci zmiennych w stanie poczat-
kowym, korzystajac z tabeli 4.5, a zatem wartosci, ktére stosowalisSmy w poprzed-
nich eksperymentach symulacyjnych.

Po podstawieniu danych do réwnania (4.4.1) mamy:

0,3

049=—""—"—"
(1+e —7)-0,52

Zatem (1 + a - 7) = 1, 2, czyli parametry a,, T musza spelnia¢ réwnanie:
a, -7=0,2.

Korzystajac z wyznaczonej wczesniej w punkcie 4.1.3 wartosci parametru
o, = 0,42, mozemy z tego wzoru wyznaczy¢ stawke podatkowy 7:

7=0,22.

Z réwnania ¥ = yy, w ktérym znamy wartosci 7* i 7 (tabela 4.11), wyznacza-
my warto$¢ parametru y:

—d
y=2-=0,9811.
y
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tréw: n = 0,03, g = G/K = 0,9 (tabela 4.2), wyznaczamy kolejno:
- zréwnania (4.4.10) wartos¢ parametru o:
8=y'-n-c-g=0,1.
- zréwnania (4.4.9) warto$¢ parametru &:
E=p+m—7 =0,11,

gdziep=y"'-Uy-4.

Znajac warto$¢ 7 aktualnej inflacji w stanie stacjonarnym oraz stope wzrostu
wydajnosci pracy n, z réwnania 7 = 4 —n mozemy wyznaczy¢ warto$¢ stopy wzro-
stu podazy pieniadza u:

u=m+n=0,05,

Jesli zatozymy, ze wartosci parametréw i i V s takie jak w poprzednich symu-
lacjach (tabela 4.2), to warto$¢ parametru y’ otrzymujemy z réwnania y =uy”:

Jednym z mankamentéw kalibracji parametréw modelu w omawianej w tym
punkcie symulacji jest wartosci zmiennej v (stosunek zapaséw do kapitalu trwatego).
Obliczajac wartos$¢ tej zmiennej na podstawie jej definicji, tzn. v(0) = N (0)/K(0),
gdzie N (0) to poziom zapaséw w 2018 roku, a K(0) to wartos¢ kapitatu trwalego
w 2018 roku, otrzymujemy v(0) = 0,09 (zob. tabela 4.9, dane GUS za rok 2018).
Z drugiej strony, jesli podstawimy wartosci zmiennych do réwnania zmiennej v

7-7"
n

TP
w stanie stacjonarnym v = (1 - y)ﬂ = , to otrzymujemy v = 0,3. Zakladajac,

ze wartosci zmiennych w stanie poczatkowym sg réwne wartosciom tych zmien-
nych w stanie stacjonarnym (v(0) = v), otrzymujemy sprzeczno$¢. Ta sprzecznosé
moze sugerowad, ze gospodarka opisana za pomocg modelu KMGT nie znajduje
sie na $ciezce réwnomiernego wzrostu’.

Rozwigzaniem tego problemu, to znaczy doborem takich wartosci odpowied-
nich parametréw, aby gospodarka znajdowata si¢ na poczatku analizowanego okre-
su na $ciezce réwnomiernego wzrostu, jest albo przyjecie odpowiedniej wielkosci n

_—d
Y=y , albo
n

(stopa wzrostu wydajnosci pracy), aby spelnione byto réwnie v(0) =
wyznaczenie wielkosci N (0) ze wzoru:

%7 7 danych oraz z réwnari modelu wynika, ze gospodarka polska w 2018 roku nie byla na $ciezce
réwnomiernego wzrostu, jednak dla potrzeb analizy wptywu szokéw zewngtrznych dokonujemy ta-
kiej korekty wartosci niektdrych parametréw, aby te sciezke réwnomiernego wzrostu mie¢ dla go-
spodarki na poczatku analizowanego okresu.
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N(0)=7-K(0),

—d

2V ;3.

n

Jesli wybierzemy pierwsze rozwiazanie, to n = 0,1, co oznacza, ze gospodarka
rosnie ze stopa wzrostu réwna 0,1. W wypadku wyboru drugiego rozwiazania otrzy-
mujemy N(0) =0,3-K(0), co oznacza, ze poziom zapaséw w stanie poczatkowym
stanowi 30% kapitatu trwatego (okoto 60% PKB). Oba rozwiazania sa odlegte od
rzeczywistosci. Z danych GUS wynika, Ze zapasy stanowig okolo 10% PKB, a sto-
pa wzrostu PKB w 2018 roku byta réwna okoto 5%.

Pierwsze rozwigzanie wplywa na wartosci innych wczesniej obliczonych para-
metréw modelu, m.in. na stope wzrostu podazy pieniagdza (dla n = 0,2 stopa ta by-
taby ujemna). Drugie rozwiazanie wplynie jedynie na wartosci trzech parametréw
reakcji: B, , B, oraz B, Drugie rozwigzanie jest wiec lepsze i dlatego wybieramy je
do dalszych obliczen i symulacji komputerowych.

Wartos¢ parametru reakeji B, wyznaczamy, korzystajac z réwnania modelu

N(0)=p,.Y*(0):

gdzie v =

g _N@© _vKO)__ v _
NUYH0)  Y(0)  y(0)

>

Z kolei warto$ci parametréw reakcji B, i 8, s3 rozwigzaniem réwnania:

B n+,8n
PN B BB,

wktérym znamy wielkosci y, n oraz . Rozwigzanie rownania, ktre jest parg liczb
(B,> B,), ustalono za pomoca Solvera.

Ostatnim krokiem jest wyznaczanie wysokosci stawki podatkowej 7 . Stawke te
obliczamy za pomoca réwnania:

0 g—TC(aJd —(1+Tl)[_]7—5)—(7—a1)[77
aT T —T+u ’

gdzie b, g, 1, T, 1, 0, &, ﬁNd, U, a, oraz a, znamy. Na podstawie powyzszego réwna-
nia mamy:

T =0,82.

Wartos¢ stawki podatkowej _jest bardzo duza, co razem z wartoscig zmienne;
okreslajacej poziom zapaséw w stanie poczatkowym potwierdza, ze polska gospo-
darka w 2018 roku nie znajdowala si¢ na wynikajacej z réwnann modelu KMGT
$ciezce rownomiernego wzrostu.
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Ostatecznie otrzymujemy zestaw wartosci parametréw przedstawiony w tabe-
li 4.15.

Tabela 4.15. Wartosci parametrow modelu KMGT w symulacjach szokéw

zewnetrznych
Parametr | Warto$¢ | Parametr | Wartos¢ | Parametr | Warto$¢ | Parametr | Warto$¢

K, 0,30 B, 0,05 a, 0,42 £ 0,11
X, 0,80 /3W 0,40 T, 0,07 re 0,03
B, 0,10 i 2,00 a, 0,73 T 0,82
B. 0,10 i, 0,10 @, 1,02 T 0,24
BN“ 0,64 yP 0,65 T, 0,07 n 0,03
B, 0,64 7 0,81 ) 0,09 I 0,05
B, 0,60 vV 0,94 g 0,10

Zrédlo: obliczenia wlasne.

4.4.3. Analiza wptywu szokéw zewnetrznych

W punkcie tym przedstawiono empiryczna analiz¢ wplywu szokéw zewnetrz-
nych na funkcjonowanie gospodarki znajdujacej si¢ na sciezce rownomiernego
wzrostu z wykorzystaniem zaprezentowanego w punkcie 4.4.2 zmodyfikowanego
modelu KMGT. Analiz¢ przeprowadzono, przyjmujac trzy rézne zestawy warto-
$ci parametréw reakcji (tabela 4.16) odpowiadajace trzem scenariuszom polityki
pienieznej. Parametry te wystepuja w réwnaniu dynamiki nominalnej stopy pro-
centowej:

F=—p, (r=r")+p (p—7)+p, (u—1). (4.4.13)

Réwnanie (4.4.13) oraz zestawy wartosci parametréw reakcji (tabela 4.16) do-
ktadnie omoéwilismy w punkcie 4.3.3. Zestawy warto$ci parametréw 1, 2 oraz 3 re-
prezentuja trzy scenariusze polityki pienieznej>®, w ktérej bank centralny z rézna
sifa reaguje na odchylenia od zalozonych przez siebie celéw. Zestaw 3 jest zestawem
podstawowym. Zestaw 1 ma wszystkie parametry reakcji pigciokrotnie mniejsze
od zestawu 3, a zestaw 2 pieciokrotnie wieksze. A wiec najstabsze reakcje banku

% Gospodarka jest taka sama w kazdym scenariuszu, co wiecej, charakteryzuje sie podobnymi ce-
chami. Réznig sie reakcje banku centralnego, ktdre nastepnie przekltadaja sie na rekcje gospodarki.
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Tabela 4.16. Zestawy wartosci parametréw reakcji rownania dynamiki nominalnej
stopy procentowej (4.4.13)

Parametr Zestaw 1 Zestaw 2 Zestaw 3
E, 0,04 1 0,2
3 0,04 1 0.2
B, 0,002 0,05 0,01

Zrédlo: obliczenia wlasne.

centralnego opisane sa zestawem 1, a najsilniejsze zestawem 2. Wartosci pozosta-
tych parametréw oraz wartosci poczatkowe zmiennych modelu w postaci inten-
sywnej przyjeliSmy takie jak w tabelach 4.14 i 4.15 i sg jednakowe dla trzech
scenariuszy polityki pienigzne;j.

Przed rozpoczeciem analizy wynikéw symulacji nalezy wspomnie¢, Ze na wszyst-
kich wykresach czas, przedstawiony na osi odcietych, jest mierzony w miesiacach
(np. t = 120 oznacza 120 miesigcy, czyli 10 lat). Na rysunkach 4.26 i 4.27 przedsta-
wiono wykresy wybranych zmiennych modelu dla zestawéw wartosci parametréw
reakeji 1, 2 oraz 3 z tabeli 4.16. Na kazdym z rysunkéw linig przerywang zazna-
czono $ciezke réwnomiernego wzrostu, na ktérej bytaby trajektoria prezentowane;
zmiennej, gdyby nie nastapit kryzys gospodarczy.

Reakcjg banku centralnego na kryzys gospodarczy zwigzany m.in. z wysoka in-
flacja (powyzej celu inflacyjnego) jest podniesienie nominalnej stopy procentowej.
W scenariusz opisanym zestawem 1 wzrost nominalnej stopy procentowej jest naj-
nizszy. Natomiast w scenariuszu 2 bank centralny bardzo szybko podnosi stope
procentows, a ponadto, w poréwnaniu z pozostalymi scenariuszami, podnosi ja
najwyzej. Efektem podnoszenia nominalnej stopy procentowej we wszystkich trzech
analizowanych przez nas przypadkach jest zahamowanie wzrostu popytu (popyt
w stosunku do PKB maleje), ktorego gléwna przyczyna jest zahamowanie wzrostu
konsumpcji prywatnej (konsumpcja do PKB maleje, inwestycje do PKB bez zna-
czacych zmian - rysunek 4.26, natomiast PKB rosnie ze stalg stopa wzrostu - ry-
sunek 4.27). Zmniejszenie popytu doprowadza do zmniejszenia wzrostu produkcji
(rysunek 4.27), a w konsekwencji zmniejszenia wskaznika wykorzystania mocy
produkcyjnej. Dodatkowo po kryzysie stopa wzrostu wydajnosci pracy x wraca do
poziomu n = 0,03 (w czasie kryzysu zakladalismy n = -0,025), czego konsekwencja
jest spadek stopy zatrudniania V' w wyniku wzrostu wydajnosci pracy (wynika to
z zalozenia: Y=xL" oraz V= L%/L, L = const). Zmniejszenie stopy zatrudnienia oraz
wskaznika mocy produkeyjnej implikuje spadek inflacji. Opézniona reakcja banku
centralnego w scenariuszu opisanym zestawem 1 wydtuza opisany proces walki
z wysoka inflacja, co ilustrujg niebieskie wykresy na rysunku 4.26. W wypadku sce-
nariusza, w ktérym bank centralny najszybciej reaguje na odchylenia od zalozo-
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Rysunek 4.26. Dynamika wybranych zmiennych modelu KMGT dla réznych zestawow

wartosci parametréw reakcji: B, B, oraz . Wykresy przedstawiaja trajektorie

zmiennych: niebieskie dla g, = § = 0,04, B = 0,02 (zestaw 1), zielone dla B =B =1,
B, =0,05 (zestaw 2), pomarariczowe dla B = ﬁip =0,02, = 0,01 (zestaw 3)

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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Rysunek 4.27. Dynamika PKB. Trajektorie PKB dla réznych zestawéw wartosci

parametréw reakcji 8, B, oraz B, ; kolor niebieskidla 8, = B, =0,04, B, =0,002 (zestaw 1),

zielonydla g =g =1, ﬁf = 0,05 (zestaw 2), pomaraniczowy dla B =B =02,p =001
T ’ (zestaw 3) T ’

Zrédlo: obliczenia wlasne.

nych celéw (zestaw 2), gospodarka najszybciej wraca do réwnomiernego wzrostu.
Kosztem silnej i szybkiej reakeji banku centralnego jest gwaltowny spadek popytu,
co ilustruje zielony wykres zmiennej opisujacej stosunek popytu do PKB. Jednak
w kolejnych okresach popyt w gospodarce w wypadku scenariusza 2 bardzo szyb-
ko rosnie i wraca do poziomu przed kryzysem gospodarczym. Natomiast w scena-
riuszu 1, w ktérym bank centralny stabo reaguje na odchylenia od zalozonych celéw,
mozemy zaobserwowac dtuzszy czas powrotu gospodarki do stanu stacjonarnego
oraz pojawienie si¢ cykli. W takiej sytuacji gospodarka, wychodzac z jednego kry-
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zysu, wchodzi w kolejny, w ktérym boryka si¢ z roztozonym w czasie niskim po-
pytem oraz deflacja cen.

Na koniec przedstawiono, jak po kryzysie zachowuje si¢ produkcja (rysu-
nek 4.27). W scenariuszu opisanym zestawem 2 podczas walki z kryzysem produk-
cja jest duzo nizsza niz w wypadku dwéch pozostatych scenariuszy. Spowodowane
jest to gwaltownym spadkiem popytu, w duzej mierze wynikajacym ze spadku kon-
sumpcji sektora prywatnego. Mozna jednak zaobserwowac, ze po okoto 65 okresach
(po okoto dwdch latach od konica kryzysu) produkcja w gospodarce w scenariuszu
opisanym zestawem 2 przyspiesza i od 90. okresu (po okoto 3,5 roku) jest wyzsza
niz w scenariuszach 1 oraz 3.

4.4.4. Podsumowanie

Wyniki symulacji kryzysu gospodarczego wykazaty, ze polityka pieni¢zna ma
znaczenie w walce z kryzysem gospodarczym. Szybkie i odwazne decyzje podej-
mowane przez bank centralny, cho¢ w poczatkowych okresach sa dotkliwe dla
gospodarki, to w pdzniejszych okresach pozwalaja relatywnie szybko wrdci¢ na
$ciezke réwnomiernego wzrostu, na ktérej gospodarka znajdowata si¢ przed kry-
zysem gospodarczym.



Zakonczenie

Modele zaprezentowane w monografii sa modyfikacjami wczesniejszych keyne-
sowskich monetarnych modeli wzrostu gospodarczego typu Keynesa-Metzlera-
Goodwina (KMG), ktére byly przedmiotem wieloletnich badan prowadzonych
gléwnie przez Carla Chiarellg, Petera Flaschela i Williego Semmlera we wspétpra-
cy z innymi autorami. Wspomniani autorzy znaczaco przyczynili si¢ do rozwoju
keynesowskiej makroekonomii monetarne;.

Modele te opisuja gospodarke za pomoca ztozonych ukltadéw réwnan réznicz-
kowych i sg najbardziej zaawansowanymi teoretycznymi modelami ekonomii
keynesowskiej. Do gtéwnych osiagnie¢ wspomnianych wyzej autoréw nalezy udo-
wodnienie twierdzen o stabilnosci analizowanych modeli méwiacych o zdolnosci
gospodarki do zbieznosci z uptywem czasu do $ciezki réwnomiernego wzrostu. Ze
wzgledu na rozmiary i stopien skomplikowania badanych modeli byto to zadaniem
bardzo trudnym. Dlatego tez, aby osiggnac zatozony cel, musieli w wielu miejscach
modeli dokonywac silnych uproszczen kosztem realizmu ekonomicznego.

Pierwszym celem niniejszej monografii byto opracowanie dwéch nowych wersji
modelu KMG poprzez wprowadzenie takich modyfikacji ich réwnan, aby usunaé
uproszczenia budzace najwigksze watpliwosci. Wprowadzone modyfikacje pogte-
biaja istniejace relacje miedzy zmiennymi modelu. W wyniku modyfikacji réwnan
efekt Keynesa i efekt Rose’a, w zaleznosci od wartosci parametréw reakgji, jest do-
datkowo oslabiony lub wzmocniony, a efekt Metzlera jest wzmocniony, niezaleznie
od wartosci parametréw reakcji. Modyfikacje doprowadzily tez do pojawienia sig
nowych sprzezen zwrotnych w modelu, zwigkszajac tym samym jego zlozonos¢.
Do najwazniejszych nowych sprzezen zwrotnych, ktére zostaly oméwione w roz-
dziale pierwszym, zaliczamy efekt wzrostu oczekiwanego popytu oraz efekt wzro-
stu placy realne;.

Modyfikacje zostaly przeprowadzone w taki sposéb, aby mozliwe bylo spro-
wadzenie obu modeli do tzw. postaci intensywnej, w ktérej zmiennymi stajq si¢
proporcje migdzy zmiennymi modeli wyjsciowych. Uzyskanie modeli w postaci
intensywnej bylo warunkiem koniecznym do realizacji drugiego celu monografii,
ktérym bylo wyznaczenie tzw. standw stacjonarnych modeli, a tym samym odpo-
wiadajacym im $ciezek rownomiernego wzrostu.

Wprowadzone modyfikacje sa szczegélnie widoczne we wzorach opisujacych
wartos$ci zmiennych w stanie stacjonarnym modelu. Wzory te pokazuja m.in., jak
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stawki podatkowe wplywaja na wartosci takich zmiennych w stanie stacjonarnym
jak stopa procentowa, realny dochéd z pracy na jednostke produkgji czy stosunek
realnej wartosci obligacji do kapitatu rzeczowego. Zaleznosci takich nie ma w ory-
ginalnych wersjach modeli KMG, analizowanych przez Chiarellg i in., gdyz w ich
wersjach modeli stawki podatkowe w ogdle nie sg rozpatrywane.

Sprowadzenie modeli do postaci intensywnej otworzylo droge do uzyskania
najwazniejszych teoretycznych rezultatéw monografii, ktérymi sa dowody lokalnej
asymptotycznej stabilnosci obu zmodyfikowanych modeli przedstawione w rozdzia-
le trzecim. Ze wzgledu na wprowadzone modyfikacje dowody te, chociaz oparte na
ogolnej idei kaskady macierzy stabilnych (cascade of stable matrices approach) pocho-
dzacej z prac Chiarelliiin., to przebiegaja inaczej, gdyz inne sg postacie analizowane;
w tych dowodach macierzy Jacobiego. Inne tez, w poréwnaniu z pracami Chiarelli
iin., sg zalozenia o parametrach modeli wykorzystywane w dowodach stabilnosci.

Kolejnym etapem monografii bylo przeprowadzenie symulacji komputerowych
na podstawie danych statystycznych o polskiej gospodarce. Wyniki tych symula-
cji zostaly zaprezentowane w rozdziale czwartym. Najwazniejszym wynikajacym
z nich wnioskiem jest to, ze nawet dla duzych zakreséw wartosci parametréw stan
stacjonarny modelu KMG i modelu KMGT jest lokalnie asymptotycznie stabilny,
co jest empirycznym potwierdzeniem prawdziwosci twierdzen udowodnionych
w rozdziale trzecim. Czas dojscia gospodarki do $ciezki réwnomiernego wzrostu
jest bardzo diugi, sigga ponad 100 lat. Przyczyna prawdopodobnie lezy w bardzo
duzym stopniu zlozonosci modelu - wielokierunkowych zaleznosciach miedzy
duza liczba jego zmiennych. Ich wzajemne dopasowanie si¢ do siebie i uksztatto-
wanie proporcji miedzy nimi umozliwiajacych réwnomierny wzrost wymaga duzo
czasu. Nie jest tez tak, Ze gospodarka zmierza wprost ku sciezce réwnomiernego
wzrostu, gdyz w calym horyzoncie czasowym na procesy wzrostu naktadaja sie pro-
cesy wolno gasngcych fluktuacji. Niemniej takze w relatywnie krétszych, bardziej
realistycznych horyzontach czasowych widoczny jest ogélny kierunek przemian
strukturalnych w gospodarce, ktérym sa proporcje migdzy zmiennymi w stanie
stacjonarnym umozliwiajace réwnomierny wzrost gospodarki.

Ostatnim etapem analizy empirycznej badanego modelu byta symulacja kryzysu
gospodarczego poprzez wprowadzenie do modelu KMGT szokdéw zewnetrznych
odzwierciedlajacych kryzys zwiazany z pandemia wirusa SARS-CoV-2. Giéwne
wyniki tej analizy wskazujg przede wszystkim, ze odpowiednia modyfikacja mo-
delu KMGT umozliwia analize wpltywu szokéw zewnetrznych, a ponadto, ze wtas-
ciwa polityka pieni¢zna pozwala gospodarce relatywnie szybko wréci¢ na $ciezke
réwnomiernego wzrostu, na ktdérej znajdowata si¢ przed kryzysem gospodarczym.

Przedstawione wyniki monografii nie wyczerpuja wyzwan badawczych, ktére
warto byloby podjaé na kolejnych etapach. Wsréd kluczowych zagadnien wartych
zainteresowania, ktére prawdopodobnie bedg wyznaczaé kierunki dalszych badan
w omawianym obszarze, mozna wymieni¢ m.in.:
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uwzglednienie oszczgdnosci pracownikéw najemnych w réwnaniu konsump-
cji prywatne;j,

uwzglednienie konsumpcji whascicieli kapitatu,

wprowadzenie mozliwo$¢ zakupu obligacji przez pracownikéw najemnych,
rozszerzenie modelu o kredyt konsumpcyjny,

przeprowadzenie symulacji komputerowych dla nowych wersji modelu KMG,
wykorzystanie zaawansowanych metod ekonometrycznych do wyznaczenia pa-
rametréw reakcji modelu.
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- bazowy
Dynamika zmiennych modelu KMG dla réznych stawek podatku posredniego
7, Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielone dla 7, = 0,17, poma-
rafczowe dla v = 0,13, niebieskie dla T = 0,15 (zestaw 1 — baZOWy)..cocccceruecrrnen.
Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych na jednostk¢ PKB dla réznych
stawek 7, ubezpieczenia spolecznego placonego przez pracodawcéw. Wykresy
przedstawiaja trajektorie zmiennej: zielony dla 7, = 0,04 (spadek 0 0,03), poma-
rafnczowy dla 7,=0,1 (wzrost 0 0,03), niebieski dla 7, = 0,07 (zestaw 1 - bazo-
wy)
Dynamika zmiennych modelu KMG z egzogeniczna podazg pieniadza dla réz-
nych stawek 7, ubezpieczenia spolecznego placonego przez pracodawcéw. Wy-
kresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielone dla 7, = 0,04 (spadek 0 0,03),
pomaranczowe dla 7,=0,1 (wzrost 0 0,03), niebieskie dla 7, = 0,07 (zestaw 1 -
bazowy)
Dynamika dtugu sektora finanséw publicznych na jednostke PKB w zaleznosci
od poziomu wydatkéw rzadu g. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennej:
zielony dla g = 0,08 (spadek o 0,01), pomaraniczowy dla g = 0,1 (wzrost 0 0,01),
niebieski dla g = 0,09 (zestaw 1 - bazowy)
Dynamika zmiennych modelu KMG z egzogeniczng podazg pieniadza w zalez-
nosci od poziomu wydatkéw rzadu g. Wykresy przedstawiajg trajektorie zmien-
nych: zielone dla g = 0,08 (spadek o 0,01), pomarariczowe dla g = 0,1 (wzrost
0 0,01), niebieskie dla g = 0,09 (zestaw 1 - bazowy)

. Dynamika dlugu sektora finanséw publicznych na jednostk¢ PKB dla réznych

wartosci stopy wzrostu . Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennej: zielone
dla p = 0,04 (spadek o 0,01), pomaranczowe dla y = 0,08 (wzrost o 0,03), nie-
bieskie dla 4 = 0,05 (zestaw 1 — bazowy)
Dynamika zmiennych modelu KMG z egzogeniczna podazg pieniadza dla réz-
nych stép wzrostu y. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielone dla
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¢ = 0,04 (spadek 0 0,01), pomaranczowe dla g = 0,08 (wzrost 0 0,03), niebieskie
dla 4 = 0,05 (zestaw 1 - bazowy)
4.22. Dlugookresowa dynamika zmiennych modelu KMGT (kolor pomaranczowy)
na tle dynamiki modelu KMG (kolor niebieski)
4.23. Krétkookresowa dynamika zmiennych modelu KMGT (kolor pomaranczowy)
na tle dynamiki modelu KMG (kolor niebieski)
4.24. Dynamika wybranych zmiennych modelu KMGT dla réznych zestawéw war-
to$ci parametréw reakcji. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielo-
ne dla zestawu 1 (stabsza reakcja banku centralnego), niebieskie dla zestawu 2
(reakcja silniejsza), pomaranczowe dla zestawu 3 (bazowego) ......ccouuuvcrvessumnnnnnnee.
4.25. Dynamika wybranych zmiennych modelu KMGT dla réznych zestawéw war-
to$ci parametréw reakcji. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmiennych: zielo-
ne dla zestawu 1 (stabsza reakcja banku centralnego), niebieskie dla zestawu 2
(reakcja silniejsza), pomaranczowe dla zestawu 3 (zestaw bazowy) .....ccccceveeeeens
4.26. Dynamika wybranych zmiennych modelu KMGT dla réznych zestawéw warto-
$ci parametréw reakgji: 8, /3 oraz f3,. Wykresy przedstawiaja trajektorie zmien-
nych: niebieskie dla 8, = ﬁ = 0,04, ﬁ = 0,02 (zestaw 1), zielone dla , =8, = 1,
B, = 0,05 (zestaw 2), pomarariczowe dla B = [3 =0,02, B = 0,01 (zestaw 35 .......
4.27. Dynamika PKB. Trajektorie PKB dla réznych zestawéw wartosci parametréw
reakcji B, B, oraz ﬁ kolor niebieski dla 8, = ﬁ = 0,04, ﬁ = 0,002 (zestaw 1),
zielony dlaﬂ B =1, B, = 0,05 (zestaw 2), pomarariczowy dla B, = [3 =0,2,
[3. = 0,01 (zestaw 3)
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The stability of the Keynes—Metzler-Goodwin monetary growth model The neo-
classical growth theory based on the paradigm of dynamic general equilibrium and
intertemporal utility maximization has been increasingly questioned since the global
financial crisis of 2008. This prompts interest in other monetary models of economic
growth which are more closely related to Keynesian economics. Of particular im-
portance in this regard are the works of three Keynesian economists, Carl Chiarella,
Peter Flaschel and Willi Semmler, who have been developing Keynesian economics
over the last two decades, resulting in the joint publication (sometimes with other
co-authors) of a series of books on Keynesian economics with an emphasis on in-
terrelations between real and financial spheres of the economy. Notable works in-
clude the comprehensive monograph The dynamics of Keynesian monetary growth
(Chiarella & Flaschel, 2000) and the fundamental trilogy Reconstructing Keynesian
macroeconomics, vol. 1-3 (Chiarella et al., 2012, 2013, 2014), in which these econo-
mist attempt to completely reinterpret and reconstruct Keynesian macroeconom-
ics in its entirety'. Other important works by these authors include Chiarella et al.
(2000); Asada et al. (2003); Chiarella et al. (2005), and Charpe et al. (2011).

Chiarella, Flaschel and Semmler’s most important monetary growth model,
which they analyzed in various forms, is “the Keynes-Metzler-Goodwin mod-
el” (abbreviated to the KMG model), named to emphasize its relationship to the
concepts developed earlier by these three economists. The equations of the KMG
model expressed ideas taken from Keynes’s General theory (1936) and Goodwin’s
(1967) work on the interaction of growth and income distribution; these are the K
and G components of the model. The KMG models take into account goods mar-

! Another alternative and important trend in economics relating to Keynes is post-Keynesian eco-
nomics (Lavoie, 2014).
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ket disequilibrium, the implication of changes in inventories and the gradual ad-
justment of inventories to its desired level. The dynamics of inventories are related
also to the concept of expected sales, which is formulated according to Metzler’s
(1941) lines and, as such, constitutes therefore the M-component of the KMG ap-
proach. To the same extent, the KMG model also relates to the Keynes-Wicksell-
type models presented in Stein (1966), Rose (1966) and Fischer (1972), among
other authors. In addition, its similarity to the Keynesian model presented in Sar-
gent (1987, Ch. 5) should be noted.

All versions of the KMG model describe dynamics in the economy through
a complex system of non-linear differential equations that reflect adaptive decision-
making processes. The KMG model describes an economy consisting of the house-
hold sector, the government sector and firms. The level of consumption depends on
the dynamics of employment and the dynamics of prices and wages described by
two separate Phillips curves (for prices and wages). In turn, investments depend on
factors such as the variation over time of the difference between the return on real
capital and the real interest rate, as well as the degree of capacity utilization. Actual
and expected inventories play a key role in this model. Companies adjust produc-
tion levels based on their expected sales and changes in inventories, which in turn
affects production capacity utilization rates and employment levels. The economy’s
production capacity depends both on the dynamics of physical capital and labor
productivity growth.

The KMG model continues to be extended and modified; one example is Ogawa
(2019a, 2019Db, 2020), who extended the KMG model to a two-sector model; an-
other is Flaschel (2020), in which an extensive KMG model is used to analyze how
taxes, transfer payments and government spending improve the social protection
of the employee household sector. Chiarella et al’s (2021) latest research (authored
by Peter Flaschel, Reiner Franke and the late Carl Chiarella) marks the culmination
of the development of the Bielefeld school of macroeconomic thought.

Asada et al. (2018, 2019) recently presented an interesting variant of the KMG
model that features private corporate debt to model the effects of fiscal and mone-
tary policies. These authors also deal with the existence of limit cycles in the KMG
model. Keynesian monetary growth models similar to the KMG model, in which
limit cycles or periodic orbits may exist, also appear in recent words by Murakami
(2016, 2018, 2020) and Araujo et al. (2020).

When analyzing KMG models, as in any economic growth theory, two research
problems come to the fore. The first concerns whether the economy described by
a given model can evolve sustainably along a balanced growth path. Since balanced
growth refers to the growth in which proportions between variables (a structure of
the economy) remain constant, whether such a balanced growth path exists comes
down to the existence of such proportions between variables that facilitate such
growth. In the terminology of economic growth theory, this concerns the existence
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of a steady state. In monetary growth models, such as KMG models, an interesting
issue is the steady state’s dependence on or a lack of independence of monetary pol-
icy, in particular, concerning money supply growth (the problem of money neutral-
ity). The second key research problem concerns whether an economy in its initial
state and not on a balanced growth path (and thus not in a steady state) converges
to this path over time, reaching proportions close to those characterizing a steady
state. If such a convergence occurs, we speak of an asymptotic stability of the steady
state. Stability is a desirable feature in mathematical models of economic growth
because it indicates that in the course of time the growth of a modeled economy
becomes increasingly harmonious. A lack of stability is a serious shortcoming of
an economy described by such a model, as it implies the existence of a mechanism
that deepens imbalances, which can lead to an economic crisis.

It should be emphasized that stability is not an unconditional feature of a mod-
el. Mathematical theorems concerning the stability of various growth models al-
ways rely on a number of assumptions essential to proving stability. In the case of
KMG models, the assumptions that guarantee the stability of an economy, those
concerning money supply growth or the rules of interest rate formation are of par-
ticular interest. Such assumptions make it possible to formulate conclusions as to
whether and how monetary policy can affect the steady state and the stability or
instability of an economy.

This dissertation constitutes an original contribution to the research on KMG
models. It two proposes and analyzes new versions of the KMG model. While hav-
ing many features in common, these models differ fundamentally in the way they
describe the money market. The first model (referred to in the monograph as the
KMG model) assumes exponential money supply growth. At the same time, the
demand for money is an increasing function of the expected final demand in the
product market and a decreasing function of the interest rate. Consequently, assum-
ing money market equilibrium, the interest rate must adjust to changes in expect-
ed demand in such a way that the demand for money (equal to the money supply)
also grows exponentially.

In the second model, a money demand function does not appear at all, and the
dynamics of the interest rate are described by a Taylor equation (hence the second
model is called the KMGT model). According to the Taylor equation, changes in the
interest rate depend on three factors: a deviation in the current interest rate from
its desired value, a deviation in the inflation rate from the desired inflation rate (in-
flation target), and a deviation in the capacity utilization ratio from its natural lev-
el. In the KMGT model, changes in the money supply are determined ex post that
depends mainly on the demand of businesses for investment loans and the state’s
borrowing needs (bond issuance).

Both models are the result of several modifications the author introduced
into standard KMG models. A point of reference for the first model presented in
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the monograph is the KMG model developed by Asada et al. (2003), and for the
second of the models, the KMG model by Charpe et al. (2011)

Another important difference between the models in question is that the KMG
model features only a behavioral equation describing factors affecting the level of net
investment, with no explicitly indicated sources of financing for these investments.
In addition to the aforementioned behavioral equation (in an expanded form), the
KMGT model also features an equation showing directly that companies’ invest-
ments are financed by their profits and investment credit.

In the monograph, four aims have been achieved. The first was to develop two
new KMG-type models differing from the versions analyzed in the existing literature
by virtue of several modifications. The second aim was to transform the formulated
models into an intensive form and to determine and analyze their steady states, cor-
responding to balanced growth paths. The most important goal in the entire disser-
tation, and the most difficult to achieve, was to prove the stability of the two KMG
models studied. The last of the aims was to conduct a series of computer simulations
using data on the Polish economy. The simulations successfully provided answers
to several questions that could not be obtained through qualitative model analysis.

The modifications introduced aim to improve the model by eliminating some
crude and questionable elements from its equations. These elements seem to have
been selected not for their economic relevance but primarily for their simplicity,
which facilitates mathematical analysis of the model. The first two modifications
concern equations describing determinants of the growth rate of fixed capital K/K
and the growth rate of expected demand Y ¢/Y*. In Chiarella et al’s KMG models
presented above, the equations contain parameter 7, added simply to other com-
ponents. Depending on the particular version of the model, n expresses either the
constant growth rate of labor supply or the growth rate of labor productivity, or the
sum of these two growth rates. Adding # to these equations is extremely convenient
since, in the steady state, the remaining components of the equations become zero,
which implies immediately that in this steady state both fixed capital and expected
demand grow at rate n. In the present monograph, the dynamics of fixed capital
and expected demand are much more thoroughly elaborated. In the equation de-
scribing K/K, the constant parameter n has been replaced by a variable expressing
the growth rate of expected demand Y ¢/Y*. At the same time, parameter n has also
been removed from the equation for Y ¢/Y* and substituted with the growth rate of
the real wages as one of the two factors influencing Y ¢/Y*, which is economically
much more justifiable. The growth rate of real wages is an endogenous variable that
depends on other model variables - principally, on the growth rate of the nominal
wage and the inflation rate. The third modification is similar in character and con-
cerns the equation showing three factors determining output level Y. In this case,
one doubtful factor (component) nN¢ (N - desired level of inventories) has been
replaced with Y, i.e. the change in expected demand.
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Further important modifications concern the assumptions regarding taxes and
real interest on bonds. In all versions of the KMG model presented by Chiarella et
al., derivation of the intensive form of the model is facilitated by assuming that real
taxes net of interest are assumed to be constant per unit of capital. As a consequence,
the dependence of taxes on tax rates imposed on labor or capital incomes is not tak-
en into account. Such dependence is considered only in the present model, which
allows for a more comprehensive analysis of fiscal policy regarding taxes and the
government budget deficit. In particular, in contrast to previous models, the ratio
of government budget deficit to fixed capital ceases to be constant in time, despite
the assumption of a constant ratio of government spending to capital.

The above modifications apply to both models presented in the monograph.
Another modification applies only to the KMG model from the first chapter and
concerns introducing a non-linear money demand function into this model. The
authors of earlier versions of KMG models found in the literature consider a lin-
ear money demand function, whose values depend on expected demand and on
the current interest rate deviating from a steady state interest rate, which is known
in advance.” As a consequence, money demand in the steady state is determined
exclusively by expected demand, independent of the value of the exogenously de-
termined steady-state interest rate. This also raises doubts. Therefore, in the model
proposed and presented in the monograph, the demand for money is described by
a nonlinear function that depends on the expected demand and the actual, endog-
enously determined interest rate. As a result, the interest rate in the steady state be-
comes an endogenous value that depends on all parameters in the model.

The aforementioned modifications result in the appearance of new feedback
and increased complexity in the two models analyzed. Nevertheless, it transpires
that the models presented in the monograph can be transformed into an intensive
form and the steady state can be uniquely determined, which is the second goal of
the monograph. This opens the way for the monograph’s third aim, namely, dem-
onstrating the local asymptotic stability of the models in question.

Determining the steady state enables us to analyze the asymptotic stability of
the KMG model. This consists in proving the convergence of variables of the inten-
sive form model toward their steady-state values when time tends to infinity. Such
steady-state stability is equivalent to the ability of the economy to converge toward
a balanced growth path. Investigating such a convergence is the focus of interest
of any mathematical theory of economic growth, be it Keynesian or neoclassical.

The intensive form model is a system of nonlinear differential equations, thus, to
prove its local asymptotic stability, it must be shown that all of the eigenvalues of the
Jacobian matrix of this system are either negative numbers or complex numbers with

* Chiarella et al. (2000, p. 279) admit that the above assumption was introduced in order to ease an
analysis of a model.
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negative real parts. Investigating these eigenvalues is a standard method for proving
stability, which has been applied hundreds of times to different dynamic models. Since
eigenvalues are also roots of the corresponding polynomial, their analyzing them is
relatively simple when dealing with a system of two differential equations; however,
it poses a significantly more difficult and sophisticated challenge with high-dimen-
sional systems such as the KMG model. In the latter case, it is likely that the only way
to show that the eigenvalues of a given Jacobian matrix guarantee stability is by sub-
sequent zeroing of appropriate matrix parameters, which enables a multiple Laplace
expansion of the determinant of the Jacobian matrix in order to obtain a sequence
of matrices of a progressively descending order, whose eigenvalues can be more eas-
ily analyzed. First, the lowest-order matrix is shown to have appropriate eigenvalues.
Subsequently, through a subsequent restoration of small positive values of previously
zeroed parameters, it is demonstrated that the original Jacobian matrix also has eigen-
values which are either negative numbers or complex numbers with negative real parts.

The first rigorous proof of stability of the 7-dimensional KMG model, based on
the idea outlined above, was presented 20 years ago in Chiarella et al. (2002). Other
versions of the proof of stability (concerning modified KMG models) can be found
in Asada et al. (2003) and Chiarella et al. (2006). In the latter publication, the au-
thors use the term cascade of stable matrices approach to express the general idea
underlying this proof.

While the same idea is also used for proof of stability of the KMG model pre-
sented in this monograph, this does not imply that it is merely a re-hash of earlier
proofs. The modifications introduced into the model and the resultant new loops
render its mathematical structure more complicated. This is particularly visible
in the intensive form of the analyzed model, for which the Jacobian matrix is de-
termined, and whose eigenvalues are examined. This is the first reason for which
the proof presented differs from the earlier versions. The second reason is that the
proof is obtained under different assumptions about model parameters, including
tax rates, which are not present in the models analyzed by Chiarella et al. The third
reason concerns certain differences in reasoning and denotation.

To prove stability, two fundamental difficulties had to be overcome. The first con-
cerned the values of partial derivatives, evaluated at the steady state, of all functions
defining the dynamics of the intensive form model; these derivatives constitute el-
ements of the Jacobian matrix. The second difficulty concerned which parameters,
and in which sequence, should be zeroed to show conclusively that all eigenvalues
of the Jacobian matrix are either negative or complex numbers with negative real
parts. However, there was no ready answer to or even a suggestion about how to
resolve this crucial question. Hence, a laborious heuristic process was necessary,
involving a series of attempts that ultimately proved successful.

Proving the existence of a steady state and demonstrating that under certain as-
sumptions this state is locally asymptotically stable does not give an answer to many
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economically important questions about the development of an economy described
by the KMG and KMGT models discussed above. One such question concerns how
long it takes for the economy, starting from an initial state, to assume a path of bal-
anced growth. Another equally important question is how far away from a steady
state the economy’s initial state can be for it to converge. These and many other
questions can only be answered by means of computer simulations. Conducting
such simulations was the fourth and final aim of the monograph.

Simulations were conducted for data on the Polish economy using both mod-
els analyzed in the dissertation. Before starting the simulations, the models were
modified to maximize the information about the Polish economy that could be
included, while preserving the mathematical structure. Then, based on the same
data, the models’ parameters were calibrated, and steady states of the models were
determined.

The results of the numerous computer simulations confirmed the validity of the
theorems proved in the monograph regarding the local asymptotic stability of the
steady state of the KMG and KMGT models. The simulation results were shown
to be similar to those obtained by other authors and confirmed that the economy’s
arrival at the steady state is slow, oscillatory, and requires a very long time horizon.
In the simulation results, the steady state appears as a one that, although unattain-
able in a realistic time horizon, acts as a “compass” for the economy in determin-
ing the direction of structural changes caused by market processes. The practical
importance of the stability of KMG models is thus demonstrated.

In addition to empirical stability analysis using computer simulations, the short-
term impact of fiscal and monetary policies on the economy was also analyzed. The
simulation results from the KMG model and the KMGT model were compared. In
addition, simulations were run on the efficacy of monetary policy shielding meas-
ures against economic disruptions related to the SARS-CoV-2 virus pandemic. The
analysis focused on how an expansionary monetary policy can mitigate the effects
of these perturbations and evaluated the long-term effects of this.

The monograph is divided into four chapters. In the first chapter, the author’s ver-
sion of the KMG model with exponential money supply growth is presented. This
model is then transformed into its intensive form, the steady state is determined,
and the sensitivity of the steady state to changes in model parameters are examined.

Chapter Two introduces another version of the KMG model, incorporating the
Taylor rule and investment credit, after which this model is compared with the
model presented in Chapter One.

In the third chapter, mathematical proof of the stability of the two models de-
scribed in the previous chapters is presented. This proof constitutes the main theoret-
ical results demonstrated in the author’s dissertation. The proven stability theorems
provide sufficient conditions for the convergence of the modeled economies to the
balanced growth path.



266 (Summary)

The fourth chapter is devoted to computer simulations based on data from the
Polish economy and using the models studied. The results of these simulations con-
firm the validity of the stability theorems proven in Chapter Three.

Proofreading Rob Pagett

Keywords: Keynesian macroeconomics, disequilibrium macroeconomics, mone-
tary growth models, nonlinear economic dynamics, stability
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