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The use of vine copula constructions in the process
of determining solvency capital requirements in Solvency Il
Abstract

One of the basic aspects of the Solvency Il Directive introduced in 2016 is the protection of
the insured against the insolvency of insurance companies. For this purpose, by aggregating
the solvency capital requirements for the specific types of risk to which the insurer is exposed,
the solvency capital requirement (SCR) and the diversification effect (ED) are determined. In-
surers are able to calculate the SCR using the Standard Formula given by the authors of the
Directive or internal models developed by their insurance companies. The Standard Formula is
based on the variance-covariance method, which assumes a constant correlation matrix that
defines the relationships between aggregated risks to which the insurer is exposed.The aim
of the research is to use, in internal models, pair-copula constructions in order to model the
relationship between aggregated risk modules. The structure of the relationship between the
aggregated risks is modeled with the use of C-vine and D-vine copula, while the range of pos-
sible SCRs resulting from various dependency modeling methods is determined using the ARA
(Adaptive Rearrangement Algorithm). In the study, the author arbitrarily assumes loss distribu-
tions for the insurer’s five major risk modules, i.e. market, counterparty default, life, health, and
non-life modules. The author compares the ED obtained by the variance-covariance method,
the ED obtained with the use of copula and the ED corresponding to the upper limit of the SCR
determined by the ARA algorithm. The conducted research shows how important in the SCR
and ED determination process is the role played by the correct identification of the structure
of the relationship between aggregated risks and presents the possibilities of using pair-copula
constructions for this purpose.

Keywords: Solvency I, Solvency Capital Requirement, diversification effect, vine @ pula, de-
pendency structure.
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W styczniu 2016 1. weszta w zycie dyrektywa Solvency II (dalej: dyrektywa),
majaca na celu zwigkszenie bezpieczenstwa ubezpieczonych przed niewypta-
calno$cig zaktadow ubezpieczen. W tym celu na drodze agregacji kapitalowych
wymogow wyplacalnosci dla poszczegélnych rodzajow ryzyka wyznacza si¢
kapitatowy wymog wyptacalnosci (solvency capital requirement, SCR) 1 efekt
dywersyfikacji (ED). Niniejszy rozdziat dotyczy drugiego poziomu agregacji
ryzyka, na ktérym wyznaczany jest podstawowy kapitalowy wymog wyptacal-
nosci (basic solvency capital requirement, BSCR), obliczany zgodnie z formuta
standardowa (dalej tez: FS) za pomoca metody wariancji-kowariancji, w ktorej
wartosci korelacji sg takie same dla wszystkich ubezpieczycieli 1 zostaty podane
w Dyrektywie Parlamentu Europejskiego i Rady 2009/138/WE z dnia 25 listo-
pada 2009 r. w sprawie podejmowania i prowadzenia dzialalno$ci ubezpiecze-
niowej i reasekuracyjnej'. FS poddano ocenie w pigtym badaniu ilo§ciowym
(EIOPA, 2011). Ubezpieczyciele biorgcy udzial w badaniu zglaszali, ze zalez-
no$ci migdzy modutami ryzyka w ich zaktadach ubezpieczen sg inne niz podane
przez tworcow dyrektywy w macierzy korelacji. Autorzy dyrektywy zdaja sobie
sprawe z niedoskonatosci FS i zalecaja stosowanie modeli wewnetrznych, ktore
w lepszym stopniu odzwierciedlajg profil ryzyka ubezpieczyciela. Watpliwosci
odnosnie do FS ma takze Europejski Urzad Nadzoru Ubezpieczen i Pracowni-
czych Programéw Emerytalnych (European Insurance and Occupational Pensions
Authority, EIOPA), ktory w pazdzierniku 2020 r. rozpoczal ogolnoeuropejskie
badanie porownawcze dotyczace dywersyfikacji w modelach wewnetrznych.
Jednym z celéw badania jest lepsze zrozumienie zwigzku migdzy sposobami
modelowania zalezno$ci i agregacja ryzyka a wynikajacymi z nich korzysciami
z dywersyfikacji. Tematyka tego artykutu wpisuje si¢ w badania zainicjowane
przez EIOPA.

Zalezno$ci migdzy modutami ryzyka modelowano w literaturze, wykorzystu-
jac algorytmy uczenia maszynowego i kopule, czyli funkcje taczace. Modelo-
wanie zalezno$ci miedzy modulami ryzyka z wykorzystaniem kopuli odnajdu-
jemy m.in. w artykutach Lluisa Bermudeza, Antoniego Ferriego i Montserrat
Guillén (2013) oraz Stanistawa Wanata i Ryszarda Koniecznego (2017). Istotne
w teorii kopuli jest twierdzenie Sklara (1959), w mysl ktorego nieznany, wie-
lowymiarowy rozktad laczny moze zosta¢ przedstawiony za pomoca kopuli

I Wartoéci wspotczynnikéw w korelacji miedzy poszczegdlnymi modutami ryzyka sa szcze-
gotowo przedstawione w Rozporzadzeniu delegowanym Komisji (UE) 2015/35 z dnia 10 paz-
dziernika 2014 r. uzupehiajacym dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady 2009/138/WE
w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalno$ci ubezpieczeniowej i reasekuracyjnej (Wypta-
calnos¢ II).
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i rozkladow brzegowych. O ile stosunkowo do$¢ tatwo opisaé strukture zalez-
nosci miedzy dwoma modutami ryzyka, o tyle trudnos¢ pojawia sig, gdy nalezy
wybra¢ kopule dla wymiaru wigkszego niz dwa. Wowczas wspomniane kopule
dwuwymiarowe wykazuja szereg ograniczen zwigzanych z ich strukturg i para-
metrami. Wprowadzone przez Tima Bedforda i Rogera M. Cooke’a (2002) ka-
skady kopuli to elastyczna klasa modeli wielowymiarowych, dzigki ktorym wie-
lowymiarowy rozktad mozna przedstawi¢ za pomoca kopuli dwuwymiarowych.
Pozwala to na elastyczno$¢ w modelowaniu zaleznosci miedzy wiekszg liczbg
zmiennych losowych, przy uwzglednieniu asymetrii rozktadow i zalezno$ci
w ogonach. Wykorzystanie kaskad kopuli odnajdujemy w modelowaniu kur-
sow walut (Liu, Wang i Sriboonchitta, 2019) czy wyznaczaniu zwrotow kapi-
tatowych (Berg i Aas, 2009). Celem artykutu jest wykorzystanie kaskad C-vine
oraz D-vine do modelowania zalezno$ci w procesie wyznaczania BSCR. Wedlug
najlepszej wiedzy autora w tym kontekscie kaskady kopuli nie zostaly do tej
pory zaproponowane.

W pierwszej czeSci omowiono pojecie efektu dywersyfikacji w procesie
agregacji ryzyka. Drugi punkt przedstawia stosowang w Solvency Il standardo-
wa metode szacowania BSCR. W trzeciej czgéci przyblizono tto zastosowanej
w pracy metodologii, czyli twierdzenie Sklara i szacowanie ograniczen warto-
$ci zagrozonej (value at risk, VaR) dla sumy zmiennych losowych za pomo-
ca algorytmu ARA (adaptive rearrangement algorithm). W czwartym punkcie
zaprezentowano kaskady C-vine i D-vine — ich posta¢ graficzng i analityczng.
Pigta cze$¢ zawiera badania empiryczne dla arbitralnie zatozonych zmiennych
losowych opisujacych moduty ryzyka.

W standardowym podejsciu Solvency II catkowity kapitatowy wymog wyplacal-
nos$ci dla ubezpieczyciela jest obliczany wedtug nastepujacego wzoru:

SCR = BSCR + SCR,, + Korekta, (1

gdzie:
SCR — catkowity kapitalowy wymog wyptacalnosci,
BSCR - podstawowy kapitatowy wymog wyplacalnosci,
SCR, — wymog kapitatowy dla ryzyka operacyjnego,
Korekta — korekta z tytulu zdolnosci rezerw i podatkow odroczonych do po-
krywania strat.
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BSCR jest wyznaczany na drodze agregacji czynnikéw ryzyka, z ktorych nie
wszystkie wystepuja rownoczesnie. Stad tez okreslany w wyniku takiej agregacji
kapitat jest na ogot nie wigkszy od kapitatu potrzebnego do zabezpieczenia si¢
przed kazdym czynnikiem ryzyka z osobna. Uzyskana roznica jest nazywana
efektem dywersyfikacji i jest wyrazana za pomoca zdefiniowanego nizej wspot-
czynnika dywersyfikacji.

Niech zmienne losowe L;(i=1,...,k) opisuja czynniki ryzyka ubezpieczy-
ciela, a L=y (Lp e Lk) jest zmienng losowa opisujaca taczne ryzyko ubezpie-
czyciela, gdzie v jest funkcja agregujaca. Wowczas wspdtczynnik dywersyfika-
cji wyraza si¢ wzorem:

k(L)

e (L;)

d=1- )

M~

Il
—_

gdzie:
K (Ll.) =VaR, 995 (Ll.) -FE (Li) — wymog kapitalowy z tytutu ryzyka L,
k(L) =VaR,¢9s(L)— E(L) — wymog kapitalowy z tytutu tacznego ryzyka L.
W wyznaczaniu efektu dywersyfikacji kluczowa kwestia jest wyznaczenie
zagregowanej zmiennej ryzyka L, ktorej rozktad jest zdeterminowany sposobem
modelowania zalezno$ci miedzy agregowanymi modutami ryzyka.
W niniejszym rozdziale BSCR jest wyznaczony w nastgpujacy sposob:
— za pomocg formutly standardowe;j,
— przy zalozeniu pelnej zaleznosci liniowej i braku zalezno$ci liniowe;j,
— przy zalozeniu braku wiedzy o strukturze zaleznosci migdzy modutami ry-
zyka,
— przy zalozeniu, ze struktura zalezno$ci miedzy modutami ryzyka jest opisana
za pomocg kaskad kopuli C-vine i D-vine.

Zgodnie z formutg standardowa BSCR wyznacza si¢ na drodze agregacji wymo-

gow kapitatowych dla pigciu modutéw ryzyka w dwoch krokach:

1. Wyznacza si¢ wymogi kapitatowe K'(Li) dla modutow ryzyka poprzez agre-
gacje wymogow kapitatlowych dla podmodutoéw ryzyka; te z kolei wyznacza
si¢ poprzez agregacje poszczegolnych no$nikow ryzyka. Szerzej ten problem
przedstawit Wanat (2014, s. 118-120).
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2. Wyznacza si¢ wymog kapitatlowy k(L) z tytutlu tacznego ryzyka zgodnie
ze wzorem:

BSCR=~WRW' (3)

gdzie:

W= [x(L), k(Ly), x(Ls), k(Ly), x(Ls)], )

natomiast R jest macierzg wspolczynnikow korelacji liniowej migdzy moduta-
mi ryzyka (tabela 1). Wartosci korelacji liniowej w macierzy R zostaty podane
w dyrektywie, a ubezpieczyciele, stosujac FS, musza z niej korzystac.

Tabela 1. WartoS$ci wspolezynnikéw Korelacji miedzy modulami ryzyka
ubezpieczyciela

Market Couterp Life Health Non.Life
Market 1 0,25 0,25 0,25 0,25
Couterp 0,25 1 0,25 0,25 0,5
Life 0,25 0,25 1 0,25 0
Health 0,25 0,25 0,25 1 0
Non.Life 0,25 0,5 0 0 1

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie (EIOPA, 2011).

Ubezpieczyciele moga wyznaczy¢ BSCR z wykorzystaniem FS lub modeli
wewnetrznych. Wybierajac t¢ pierwsza mozliwos$¢, nie maja mozliwosci identy-
fikacji wlasciwej struktury zaleznosci miedzy modutami ryzyka. Zgodnie z dy-
rektywa musza stosowaé macierz R, w ktorej zostaly ustalone zaleznosci miedzy
poszczegdlnymi modutami ryzyka. Natomiast jesli ubezpieczyciele chca ziden-
tyfikowac rzeczywistg strukture zalezno$ci migdzy modutami ryzyka, moga zbu-
dowa¢ model wewnetrzny, ktory umozliwia zaktadom ubezpieczen lepsze dopa-
sowanie BSCR do profilu prowadzonej przez nich dziatalnosci niz FS. Model
wewnetrzny musi zosta¢ uprzednio zatwierdzony przez organ nadzoru. W zwigz-
ku z tym wigkszo$¢ zaktadow ubezpieczen stosuje FS.

Korelacja liniowa opisuje jedynie zaleznosci o charakterze liniowym i nie
oznacza zwigzku przyczynowego, zatem taka sama wartos$¢ korelacji moze od-
powiada¢ réoznym strukturom zalezno$ci. Warto$ci w macierzy korelacji (tabe-
la 1) zostaly ustalone dla wszystkich ubezpieczycieli, bez wzgledu na profil ich
dziatalno$ci. W rozdziale zaprezentowano wyniki badan, w ktorych do wyzna-
czenia struktury zalezno$ci miedzy modutami ryzyka sa wykorzystane kaska-
dy kopuli.
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Efekt dywersyfikacji ryzyka ubezpieczyciela jest $cisle zwigzany ze strukturg za-
lezno$ci migdzy agregowanymi modutami ryzyka. Stosujac FS, ubezpieczyciel
musi zatozy¢, ze zalezno$ci migdzy modutami ryzyka sg takie jak te dane przez
tworcow dyrektywy. Do identyfikacji rzeczywistej struktury zalezno$ci ubezpie-
czyciele potrzebuja odpowiednich narzedzi. Zastosowanie korelacji liniowe;j jest
jednak bardzo ograniczone, poniewaz nie moze by¢ ona uzywana, gdy obser-
wuje si¢ rozklady inne niz normalne. Elastycznym narz¢dziem, za pomoca kto-
rego mozna wyznaczy¢ rzeczywistg strukture zaleznosci migdzy agregowanymi
modutami ryzyka, jest kopula. Kopule moga by¢ stosowane do opisu zalezno$ci
migdzy rozkladami asymetrycznymi i do modelowania zaleznosci w ogonach.

Kopula C (ul, ey ”k) to dystrybuanta k-wymiarowego rozktadu z jednostaj-
nymi rozktadami brzegowymi. Jest to narzedzie, za pomocg ktoérego mozna
potaczy¢ dowolne jednowymiarowe rozktady brzegowe w rozktad wielowy-
miarowy. Wynika to z fundamentalnego w teorii kopuli nastepujacego twierdze-
nia Sklara.

Niech F| , bedzie k-wymiarowa dystrybuanta faczng odpowiednio z roz-
ktadami brzegowymi Fi,..., . Wtedy istnieje kopula C:/ K51, taka ze dla
kazdego x,...,x; €R,

Fl’.__’k(xl,...,xk)zC(Fl(xl),...,Fk(x )) (5)

Odwrotnie, jezeli C jest kopulg i Fj,..., F, sa dystrybuantami, to funkcja
F, . okreslona wzorem (5) jest dystrybuantg taczng o dystrybuantach brzego-
wych Fj,..., F}.

Jesli Fj,..., F}, sa ciagle, to kopula C wyznaczona jest jednoznacznie.

Jesli F,...,F, sa rosnace i injektywne, to dla kazdej dystrybuanty F,
(i=1,..., k) istnieje funkcja odwrotna. Majac to zalozenie, mozemy sformuto-
wac nastepujacy kluczowy wniosek wynikajacy z powyzszego twierdzenia.

Niech £, oraz F,..., F} beda okreslone jak w twierdzeniu Sklara i niech

EY ED, . FECY beda funkcjami odwrotnymi do dystrybuant £, ..., F;.
Wtedy dla u,,...,u; [0, l]k mamy:

Cluystyes)=F 4 (Fi(_l) (). 737" () oos TV (”k)) ©)

Zatem jesli znamy rozklady brzegowe L,, to wszystkie informacje na temat
zaleznosci migdzy zmiennymi losowymi L, s3 zawarte w kopuli.
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—

Oznaczmy przez =, klas¢ k~-wymiarowych kopuli. Korzystajac z twierdze-
nia Sklara, ustalone rozklady brzegowe L,,..., L, laczymy k-wymiarowa kopu-
la CeZ, i1 te same rozklady brzegowe potaczone kopulg C oznaczamy jako

LIC, ey Lf. Natomiast zidentyfikowana rzeczywista struktura zalezno$ci migdzy
ustalonymi rozktadami ZL,,...,L, jest opisana przez kopule C,eZ=,. Jezeli
ubezpieczyciel zna rozktady L; odpowiadajace poszczegolnym modutom ryzyka,
a nie zna zalezno$ci wystgpujacych miedzy zmiennymi losowymi L;, to nie moze
wyznaczy¢ doktadnej wartosci VaR, (L), ale dzigki badaniom Paula Embrecht-
sa, Bina Wanga i Ruodu Wanga (2015) moze dla ustalonych rozktadow brzego-
wych L; wyznaczy¢ przedzial mozliwych VaR, (L):

VaR,(L)<VaR, (L1C° +.. .+L§°) <VaR, (L) (7)

gdzie:
VaR,(L)= Ci:];k{VaRa (6 +...+L§)} (8)
VaR, (L) = gggk{VaRa (£ +. I )} 9)

Tematyka poszukiwania ograniczenia VaR, (L) jest bardzo wazna w procesie
zarzadzania ryzykiem ubezpieczyciela. W ostatnich latach problem ten poruszali
Paul Embrechts, Giovanni Puccetti i Ludger Riischendorf (2013) oraz Carole
Bernard i Steven Vanduffel (2015). W wyniku tych badan powstal algorytm RA
(rearrangement algorithm), ktory zbudowali Embrechts, Puccetti i Riischendorf
(2013). Pozwala on wyznaczy¢ granice VaR, (L) dla znanych réznych rozkta-
dow brzegowych L,. Ze wzgledu na ztoZzonos¢ algorytmu RA w kolejnych latach
powstaty rozne jego modyfikacje. Jedng z nich jest algorytm ARA (adaptive re-
arrangement algorithm) zaproponowany przez Mariusa Hoferta, Amira Memar-
toluie, Davida Saundersa i Tony’ego Wirjanto (2015).

W literaturze wyrdznia si¢ trzy rodziny kopuli: kopule z rodziny eliptycz-
nych, z rodziny Archimedesa oraz kopule z rodziny wartosci ekstremalnych.
W modelowaniu ryzyka w zakladach ubezpieczen wykorzystuje si¢ kopule z ro-
dzin eliptycznych i Archimedesa. Kopule eliptyczne sg elastyczne w modelowa-
niu zaleznosci dla wigkszej liczby zmiennych losowych, poniewaz uwzglednia-
ja zaleznos$ci migdzy kazda para zmiennych losowych. Natomiast sg to kopule
symetryczne, dlatego nie mozna za ich pomoca modelowa¢ dowolnej struktury
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zaleznosci. Zaprezentowane w literaturze kopule z rodziny Archimedesa dobrze
sprawdzaja si¢ w modelowaniu zaleznosci asymetrycznych dla dwoch zmien-
nych losowych, podczas gdy parametr zalezno$ci okresla site zaleznosci miedzy
nimi. Natomiast jesli modelujemy zalezno$ci miedzy wigksza liczbg zmiennych
losowych, to ustalony parametr zaleznosci okresla t¢ samg site zaleznosci mie-
dzy wszystkimi zmiennymi losowymi, co sprawia, ze model kopuli staje si¢
sztywny i traci wiele informacji na temat zaleznosci. W zwigzku z opisanymi
ograniczeniami kopuli z rodzin eliptycznych i Archimedesa do modelowania za-
lezno$ci migdzy modutami ryzyka ubezpieczyciela nalezy wykorzysta¢ bardziej
elastyczne narzedzie. Zastosowanie kaskad kopuli pozwala na uniknigcie opisa-
nych ograniczen.

Przy modelowaniu zalezno$ci wielowymiarowych przydatnym narzgdziem sa
kaskady kopuli. W odréznieniu od wielowymiarowych kopuli Archimedesa,
gdzie parametr zalezno$ci dla kazdej pary zmiennych losowych jest taki sam,
kaskady kopuli uwzgledniaja zalezno$ci miedzy kazda parg zmiennych loso-
wych. Z praktycznego punktu widzenia interesuje nas wyznaczenie ggstosci
wielowymiarowej. Zakladajac, ze F; s3 ciagte i Scisle rosnace, funkcje gestosci
prawdopodobienstwa dla (5) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

_OF 4 (xl,xz,...,xk) ~ GC(ul,uz,...,uk) k GF;-(x,-)
- 0x; ...0x;, - Ouy...0u, ;5 OX
k

:c(ul, Uy, ..., ”k)Hfz (xi)

i=1

f(xl,xz,...,xk)

(10)

Problemem, jaki pojawia si¢ przy wyznaczaniu gestosci wielowymia-
rowej f (xl, Xpseon xk), jest znalezienie gestosci kopuli wielowymiarowe;j
c(ul, Uy, ..., uk). W tym celu, opierajac si¢ na badaniach Claudii Czado (2019),
mozna wykorzysta¢ kaskady kopuli, dzigki ktorym wielowymiarowa gestosé
c(ul, Uy, ..., uk) mozna przedstawi¢ za pomocg kopuli dwuwymiarowych. Po-
nizej zaprezentowano dwa modele kaskad kopuli: D-vine i C-vine. Kazda z tych
reprezentacji wyrazamy w postaci graficznej (rys. 1 i1 2). Pieciowymiarowa de-
kompozycje D-vine przedstawia rysunek 1.

W wierzcholkach drzewa 7| umieszcza si¢ indeksy zmiennych losowych,
ktore taczy si¢ krawedziami, a nastgpnie wyznacza si¢ ich etykiety. Krawedz
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Rysunek 1. Piegciowymiarowa dekompozycja D-vine

Zrodto: opracowanie wlasne.

taczaca wierzcholek 1 z wierzchotkiem 2 etykietuje si¢ jako 12, wierzchotek
2 z wierzchotkiem 3 jako 23 itd. Do wierzchotkow drzewa T, trafiaja etykiety
z drzewa T, nastgpnie wierzcholki faczy si¢ krawedziami i nadaje si¢ im ety-
kiety. Krawedz taczacg wierzchotek 12 z wierzchotkiem 23 etykietuje si¢ jako
13; 2, gdzie po sredniku umieszcza si¢ indeks zmiennej, wystgpujacej zardwno
w wierzchotku 12 jak i w wierzchotku 23, a przed $rednikiem umieszcza si¢
indeksy pozostatych zmiennych w kolejnosci rosnagcej. Zmienne przed $redni-
kiem to zmienne warunkowane, a po $redniku — zmienne warunkujace. Kolejne
krawedzie drzewa T, wyznacza si¢ analogicznie. W drzewie 7; w wierzchotkach
umieszcza si¢ etykiety z drzewa T,. Wierzchotki drzewa faczy si¢ krawedziami,
ktore etykietuje sig, powtarzajac rozumowanie z drzewa 7T,. Dla przykladu ety-
kieta dla krawedzi taczacej wierzchotek 13; 2 z wierzchotkiem 24; 3 jest 14; 23.
Po $redniku umieszcza si¢ zmienne wystgpujace zarowno w wierzchotku 13; 2,
jak 1 w wierzchotku 24; 3 w kolejnosci rosnacej, a przed $rednikiem — pozostate
zmienne w kolejnosci rosnacej. W ostatnim drzewie (7,) do wierzchotkow grafu
trafiajg etykiety z drzewa T;. Etykiete dla krawedzi w tym drzewie wybiera si¢
analogicznie jak etykiety w drzewach wcze$niejszych.

Wyznaczajac zatem dekompozycje D-vine dla & zmiennych losowych, otrzy-
mujemy k — 1 drzew. Pierwsze drzewo sktada si¢ z k& wierzchotkow i k£ — 1 kra-
wedzi. Zauwazmy, ze wybor porzadku w drzewie 7 nie jest jednoznaczny i de-
terminuje porzadek w kolejnych drzewach. Dla k wierzchotkow w drzewie T,
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przy nieskierowanych krawedziach w tym drzewie, istnieje K mozliwosci wy-
boru dekompozycji D-vine. 2

W czgsci empirycznej pracy do wyboru porzadku w drzewie 7| wykorzystu-
jemy algorytm znalezienia najkrotszej Sciezki hamiltonowskiej migdzy wierz-
chotkami drzewa (Berman, 2010, s. 54-57). Wagi dla kazdej krawedzi wybiera-
my jako 1-|7; ;|, gdzie |r; ;| oznacza warto$¢ bezwzgledng wspotczynnika 7
Kendalla miedzy i-tg i j-ta zmienng losowa (i, j €{l,..., k}).

Majac ustalony porzadek w drzewie T, przystgpujemy do wyboru kopu-
li i jej parametrow dla kazdej krawedzi drzewa T. Jesli drzewo T, sktada sig
z k wierzchotkéw, to zostaje dopasowanych k — 1 kopuli. Kazda kopula jest in-
deksowana etykietg krawedzi, dla ktorej zostala dobrana. Nastepnie z wybranych
kopuli losuje si¢ obserwacje. Otrzymuje si¢ £ — 1 macierzy obserwacji 0 wymia-
rach n x 2 (n oznacza liczebno$¢ proby), ktore trafiajg do wierzchotkow drzewa
T,. Dalej dla kazdej krawedzi drzewa T, jest dobierana rodzina kopuli warunko-
wych i ich parametry. Wybranych kopuli jest £ — 2, a kazda kopula jest indek-
sowana etykieta krawedzi, do ktorej zostala dobrana. Procedure t¢ powtarza si¢
az do momentu wyznaczenia dwuwymiarowej kopuli warunkowej dla dwodch
ostatnich wierzchotkow drzewa. Gegstos¢ D-vine dla pigciu zmiennych losowych
definiuje si¢ jako:

I = [11 0 s % (B By ey (B, ) esy (B Fy) ey (Fy, Fs)
X352 (Fl;27 F3;2)‘724;3 (F2;3a F4;3)°’35;4 (F3;4a Fs;4)x

2
% C14;23 (Fl; 230 1y 23)‘725; 34 (Fz; 345 B3, 34) X C5;234 (Fl; 234> F5; 234) (11)

Inaczej wyglada sytuacja w przypadku, gdy zadaniem jest wyznaczenie
dekompozycji C-vine. Rysunek 2 ilustruje przykltad dekompozycji dla pigciu
zmiennych losowych.

W odréznieniu od dekompozycji D-vine, w dekompozycji C-vine wybiera-
na jest zmienna, ktéra jest korzeniem drzewa. Po ustaleniu korzenia dla drze-
wa T, taczy si¢ go z pozostatymi wierzchotkami drzewa T, a nastgpnie kra-
wedzie drzewa T, etykietuje si¢ w taki sam sposob jak krawedzie drzewa T
w dekompozycji D-vine. Krawedzie drzewa T staja si¢ wierzchotkami drzewa
T,, a z nich wybiera si¢ korzen dla drzewa T,. Korzen laczy si¢ krawedziami
z pozostalymi wierzchotkami drzewa T, i nadaje si¢ im etykiety. Etykieta dla
krawedzi taczacej korzen 12 1 wierzcholek 13 jest 23; 1, korzen 12 i wierzchotek
14 — 24; 1, korzen 12 i wierzchotek 15 — 25; 1. Zmienng warunkujaca w drze-

2 Dla czytelnosci zapisu zostaty pominiete argumenty funkcji.
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14 7

34; 12
23; 1 24; 1
T
35:12N55.
45:123
34; 12 35:12| T

Rysunek 2. Pigciowymiarowa dekompozycja C-vine

Zrodto: opracowanie whasne.

wie T, jest zatem zmienna, ktora byla korzeniem drzewa 7). Kontynuujac to
rozumowanie, dla drzewa T; zmiennymi warunkujacymi s zmienne, ktore byty
w korzeniu drzewa 7,.

Porzadek w drzewie T nie jest jednoznaczny i nie determinuje porzadku
!
w kolejnych drzewach. Wystepuje kz mozliwych dekompozycji C-vine (Aas,

Czado, Frigessi i Bakkend, 2009, s. 7). Dla kazdego drzewa z osobna nalezy
wybra¢ korzen.

Aby ustali¢ korzen drzewa, wyznacza si¢ nast¢pujacg macierz:

Ly,
|Tz,1| |Tz,m|

. ) N (12)
|Tm,l| 1

w ktorej |7; ;| oznacza wartos¢ bezwzgledng wspofczynnika 7 Kendalla mig-
dzy i-ta i j-tg zmienng (i, j€{l,...,m},m<k).
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Nastgpnie obliczana jest suma wartosci |7 dla kazdej z kolumn,

i)
m

tzn. Z|’L’l~, ;| przy ustalonym indeksie je{l,..., m}. Korzeniem drzewa zostaje

zmiefmla reprezentowana przez kolumne o najwiekszej sumie. Indeks tej zmien-

nej umieszcza si¢ w korzeniu, a pozostate wierzchotki laczy sie za pomocg kra-

wedzi z korzeniem.

Gdy zostal juz wybrany korzen drzewa 7', dla kazdej krawedzi drzewa T jest
dobierana kopula, ktora indeksuje si¢ etykieta danej krawedzi drzewa 7. Po do-
braniu wszystkich kopuli w drzewie T losowane sg z nich obserwacje. Otrzymu-
je sie k — 1 macierzy obserwacji o wymiarach n X 2 (n oznacza liczebno$¢ proby),
z ktorych najpierw wyznacza si¢ korzen drzewa 7,. Podobnie jak przy wyborze
korzenia dla drzewa 7| wyznacza si¢ macierz wartosci bezwzglednych ¢ Ken-
dalla dla £ — 1 zmiennych i wybiera sig¢ tg, dla ktorej suma w kolumnie macierzy
jest najwigksza. Zmienna ta zostaje korzeniem drzewa 7,, a pozostale zmienne
umieszcza si¢ na wierzchotkach i taczy krawedziami z korzeniem. Majac wyzna-
czone drzewo T,, dla kazdej krawedzi dobiera si¢ kopule warunkowe indekso-
wane etykietami krawedzi drzewa T,. Procedure te¢ powtarza si¢, az zostanie wy-
znaczona warunkowa kopula dwuwymiarowa dla dwdch ostatnich wierzchotkow.

Dekompozycje C-vine gestosci dla pieciu zmiennych losowych mozna zapi-
sa¢ jako:

[ =[x (B B)es (B Fy) e (B, Fy)es (Fy Fs)x
X 31 (Fz;ls 173;1)024;1 (Fz;l, F4;1)Czs;1 (Fz;la FS;])X
3
X C34:12 (F3;12a F4;12)C35;12 (F3; 12> FS;IZ)XCIS; 234 (Fl; 234> Fs;234) (13)
Struktura C-vine jest stosowana, jesli posrod zmiennych losowych, z ktérych
budujemy wielowymiarowy rozktad, jedna ze zmiennych losowych wykazuje

duza zalezno$¢ z pozostatymi zmiennymi losowymi. Natomiast jesli taka zmien-
na losowa nie istnieje, wykorzystuje si¢ dekompozycj¢ D-vine.

W ustaleniu efektu dywersyfikacji ryzyka ubezpieczyciela kluczowy jest wy-
bor metody wyznaczania wymogu kapitalowego z tytutu lacznego ryzyka.

3 Dla czytelnosci zapisu zostaty pominiete argumenty funkcji.
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Zaproponowana na drugim poziomie agregacji w FS metoda wariancji-kowa-
riancji szacuje wartos¢ BSCR na prawidlowym poziomie, jesli rozktady agre-
gowanych modutéw ryzyka L; maja rozklad normalny, a struktura zaleznosci
miedzy nimi jest opisana za pomocg macierzy korelacji. Wartosci w macierzy
korelacji miedzy modutami ryzyka zostaly ustalone i podane w dyrektywie, co
dodatkowo ogranicza stosowany model FS. W niniejszych badaniach do mode-
lowania struktury zaleznosci miedzy agregowanymi modutami ryzyka proponu-
jemy wykorzystanie kaskad C-vine i D-vine. Otrzymany efekt dywersyfikacji
jest porownany z efektem dywersyfikacji otrzymanym dla FS, mozliwymi do
otrzymania efektami dywersyfikacji dla macierzy korelacji (w ktorych wartosci
korelacji naleza do przedziatu od 0 do 1) oraz przy zatozeniu braku jakiejkol-
wiek informacji na temat zaleznosci miedzy modutami ryzyka. Tabela 2 przed-
stawia arbitralnie zalozone rozktady dla modutow ryzyka.

Tabela 2. Rozklady dla poszczegolnych moduléw ryzyka

Modut ryzyka Rozklad
Market L ~N(0, 116%)
Couterp Ly ~2.175¢05Beta(0.58, 1954)
Life L3 ~N(0, 392%)
Health Ly ~N(0, 248%)
Non.Life Ls ~200LN(0, 1)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla zalozonych rozktadow brzegowych w tabeli 2 przyjmujemy, ze zalezno-
$ci miedzy nimi opisuje macierz korelacji dana w dyrektywie (tabela 1), 1 wy-
znaczamy pigciowymiarowg strukture zaleznosci C-vine i D-vine. Podczas wy-
znaczania struktury C-vine i D-vine parametry dla kopuli dwuwymiarowych sg
wybrane metodg najwigkszej wiarygodnosci, a najlepsza kopula dwuwymiarowa
jest wybrana z wykorzystaniem kryterium logarytmu wiarygodnosci.

Problem wyboru porzadku w drzewie 7 jest sprowadzony do problemu ko-
miwojazera. Konstruujemy graf pelny wazony, ktorego wierzchotkami sg
zmienne losowe L,...,Ls opisujace moduly ryzyka. Nastepnie do kazdej
krawedzi faczacej wierzchotki przypisujemy wagi, obliczajac 1-|7; ;| dla
i, je€{l,2,3,4,5}. Wyznaczamy najkrotsza droge zaczynajaca si¢ z kazdego
wierzchotka, a nastepnie sposrod najkrotszych drog z kazdego wierzchotka wy-
bieramy t¢ najkrotszg. Po wybraniu porzadku w drzewie pierwszym modelujemy
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Health, Couterp.

BB1 90(-0,11)

t(0,19)

N(0,45)

BBS(0,22)

Market, Life

Couterp.,Non.Life

SBB7(0,06)

Non.Life, Market

Rysunek 4. Drzewo drugie D-vine

Zrodho: opracowanie whasne.

C90(~0,04)
N(0,16)

Rysunek 3. Drzewo pierwsze D-vine

Zrodho: opracowanie whasne.

strukture D-vine, ktoéra jest przedstawiona na rysunkach 3—6. Na krawedziach
drzew sg zapisane dopasowane kopule dwuwymiarowe, a w nawiasach okrag-
tych wartosci wspotczynnika 7 Kendalla dla dobranej kopuli. Dopasowane
kopule w drzewie pierwszym to: kopula t-Studenta, BB8-kopula Joe-Franka,
N-kopula Gaussa. Nastepnie z wyznaczonych kopuli losuje si¢ obserwacje, ktore
trafiajg do wierzcholkow drzewa T,. Dla kazdej krawedzi dobieramy rodziny
kopuli: C90-kopula Claytona obrécona o 90°, BB1 90-kopula Claytona-Gumbe-
la obrécona o 90°, SBB7-kopula Joa-Claytona obrocona o 180°.

Rozwazajac wierzchotki Market,Life oraz Non.Life,Market drzewa T,, wy-
znaczamy kopule warunkowsg, w ktorej zmienne warunkowane to Life i Non.
Life, natomiast zmienng warunkujaca jest Market. Nastgpnie z wyznaczonej ko-
puli warunkowej o etykiecie Life,Non.Life;Market losujemy obserwacje, ktore
trafiaja do wierzchotka w drzewie T5. Postgpujac analogicznie, wyznaczamy
obserwacje dla pozostalych wierzchotkéw drzewa T;. Nastepnie dla kazdej kra-

| Non.Life,Health; Couterp. |

| Life, Couterp.; Market,Non.Life |

BB7(0,13)

BB8(0,08)

| Market, Couterp.; Non.Life |

N(0,19)

| Life,Non.Life; Market |

Rysunek 5. Drzewo trzecie D-vine

Zrodto: opracowanie wlasne.

Market,Health; Non.Life, Couterp.

Rysunek 6. Drzewo czwarte D-vine

Zrodto: opracowanie whasne.
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wedzi drzewa T dobieramy kopule warunkowe: N-kopulg Gaussa i BB7-kopule
Joe-Claytona. Kopula, ktora zostata wybrana dla krawedzi miedzy wierzchot-
kami Life,Non.Life;Market i Market, Couterp.;Non.Life, to kopula warunkowa,
w ktorej zmiennymi warunkujacymi sa Market,Non.Life, natomiast zmiennymi
warunkowanymi — Life, Couterp. Podobnie jest wyznaczana kopula dla drugiej
krawedzi. Z dobranych kopuli losujemy obserwacje, ktore trafiaja do wierzchot-
kow drzewa T,. W drzewie T, dobierana jest kopula warunkowa BBS8-kopula
Joa-Franka. Zmiennymi warunkujacymi w tej kopuli sg Non.Life, Couterp., nato-
miast zmiennymi warunkowanymi — Market, Life,Health.

Nastegpnie dopasowana jest struktura C-vine, w ktdérej do wyznaczenia korze-
nia w drzewie 7| jest wykorzystana macierz wartosci bezwzglednych 7 Ken-
dalla. Korzeniem w drzewie T, jest zmienna Couterp., a na krawedziach drze-
wa umieszczamy dopasowane kopule 1 wartosci wspotczynnika 7 Kendalla dla
dobranych kopuli. Dopasowane kopule w drzewie 7| to: t-kopula t-Studenta,
SBB1-kopula Claytona-Gumbela obrocona o 180°, BB8-kopula Joa-Franka
i N-kopula Gaussa. Nastepnie z dopasowanych kopuli dla krawedzi drzewa T
losujemy obserwacje, z ktorych wyznaczamy macierz warto$ci bezwzglednych
7 Kendalla, na podstawie ktorej wybrany jest korzen drzewa T,. W korzeniu

Couterp.,Health

BB7(0,11)

Couterp.,Life

SBBS(0,13)

SBB1(0,15)
Couterp., Market

N(0,45)

BBS(0,19)

BBS(0,13)

Rysunek 7. Drzewo pierwsze C-vine

Zrodlo: opracowanie wiasne.

| Non.Life, Couterp.

Rysunek 8. Drzewo drugie C-vine

Zrodto: opracowanie wlasne.

drzewa T, sa umieszczone obserwacje z kopuli wyznaczonej miedzy moduta-
mi Couterp. 1 Market. Nastgpnie dla kazdej krawedzi drzewa T, sa wyznaczone
kopule warunkowe: BB7-kopula Joa-Claytona, BB8-kopula Joa-Franka i SBB&-
-kopula Joa-Franka obrocona o 180°.
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Z kopuli wyznaczonych dla krawedzi w drzewie T, s3 wylosowane obser-
wacje, z ktorych jest wyznaczona macierz bezwzglednych wspotczynnikow 7
Kendalla i na jej podstawie jest wybrany korzen dla drzewa T5. Korzeniem jest

| Market,Life; Couterp. |

| Non.Life,Health; Market, Couterp. |

N(-0,15)

| Non.Life, Market,; Couterp. |

BB8(0,08)
t(-0,14)
Market,Health; Couterp. | Non.Life,Life; Market, Couterp.
Rysunek 9. Drzewo trzecie C-vine Rysunek 10. Drzewo czwarte C-vine
Zrodto: opracowanie whasne. Zrédto: opracowanie whasne.

kopula warunkowa Non.Life, Market; Couterp. Dla kazdej krawedzi drzewa T s3
wyznaczone kopule warunkowe: N-kopula Gaussa i t-kopula t-Studenta. Na-
stepnie z tych kopuli sa wylosowane obserwacje, ktore trafiaja do wierzchot-
kow drzewa T,. Wierzchotki drzewa 7, sa potaczone krawedzia, dla ktorej wy-
znaczamy warunkowg kopule dwuparametryczna, kopulg BB8-Joa-Franka.

Po wyznaczeniu gestosci dla kaskad C-vine i D-vine wyznaczana jest warto$¢
BSCR oraz efekt dywersyfikacji.

Dla zatozonych zmiennych losowych w tabeli 2 wyznaczono wartosci BSCR

i efektu dywersyfikacji:

1. Za pomocg formuty standardowe;j:

— zakladajac macierz korelacji dang przez tworcow dyrektywy,

— zaktadajac niezalezno$¢ miedzy zmiennymi losowymi opisujagcymi moduly
ryzyka (wartos$ci korelacji migdzy wszystkimi modutami ryzyka sg rowne 0),

— zakladajac pelng zalezno$¢ liniowa migdzy zmiennymi losowymi opisujacy-
mi moduty ryzyka (warto$ci korelacji pomigdzy wszystkimi modulami ryzy-
ka sa rowne 1).

2. Przy zatozeniu braku informacji na temat zalezno$ci. W tym przypadku
wyznaczono przedziaty, zgodnie ze wzorem (7) z wykorzystaniem algoryt-
mu ARA.

3. Wyznaczajac strukture zaleznosci za pomocg C-vine i D-vine.
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Tabela 3. Warto$ci BSCR i efektu dywersyfikacji dla zalozonych zmiennych

losowych
Struktura zalezno$ci BSCR (w min USD) Efekt dywersyfikacji

Formuta standardowa 3032 0,35
Niezalezno$¢ liniowa zmiennych L, 2640 0,43

Petna zalezno$¢ liniowa zmiennych Z, 4650 0

VaR,, (L) 364 -0,27

@ (L) 5913 0,92

C-vine 2750 0,41
D-vine 2627 0,44

Zrédto: opracowanie wiasne.

Otrzymane wyniki prezentuje tabela 3.

Zaktadajac, ze Lj,...,Ls majg wiclowymiarowy rozklad normalny, a za-
leznosci migdzy rozkladami brzegowymi L, sa opisane w macierzy korelacji
danej przez tworcow dyrektywy (tabela 1), BSCR jest wyznaczony zgodnie
ze wzorem (3). Otrzymany BSCR wynosi 3032 min USD, a efekt dywer-
syfikacji jest rowny 0,35. Dalej wyznaczany jest przedzial mozliwych BSCR

0,95
0,92
A
%
g 0,44
_5 8:3; 0,43 Struktura zaleznoS$ci
]
&
(]
2
i
s
= 0 0
—0,27
-0,30 .
. ——=—=- C-vine
Algorytm Macierz e D-vine
ARA korelacji —FS

Rysunek 11. Efekt dywersyfikacji dla réznych struktur
zaleznoSci

Zroédto: opracowanie wlasne.
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w zaleznosci od wyboru macierzy korelacji. W badaniu rozpatrujemy macie-
rze, w ktorych wartosci korelacji naleza do przedzialu od 0 do 1. W zalezno-
$ci od wyboru macierzy korelacji wartosci BSCR mieszcza si¢ w przedziale od
2640 min do 4650 mIn USD, co przektada si¢ na efekt dywersyfikacji w prze-
dziale od 0 do 0,43. Z uwagi na to, ze macierz korelacji uwzglednia jedynie
zaleznos$ci o charakterze liniowym, przyjmujemy zatozenie o braku jakichkol-
wiek informacji odno$nie do struktury zaleznosci migdzy modutami ryzyka, a do
wyznaczenia BSCR wykorzystujemy algorytm ARA. BSCR znajduje si¢ w prze-
dziale od 364 mIn do 5913 mIn USD, co przeklada si¢ na efekt dywersyfikacji
w przedziale od —0,27 do 0,92. Przy wykorzystaniu do wyznaczenia struktury
zaleznos$ci kaskady kopuli C-vine BSCR jest na poziomie 2750 mln USD, co
przektada si¢ na efekt dywersyfikacji na poziomie 0,41, a przy wyborze do opisu
struktury zaleznos$ci kaskady D-vine BSCR jest rowny 2627 mln USD i efekt
dywersyfikacji jest na poziomie 0,44. Wyniki sg zobrazowane na rysunku 11.
Efekt dywersyfikacji otrzymany przy uzyciu FS jest w polowie mozliwych do
osiagnigcia efektow dywersyfikacji, jesli uwzglednimy wybor zaleznosci miedzy
modutami ryzyka ubezpieczyciela. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze otrzymany
efekt dywersyfikacji dla zaleznosci modelowanej za pomocg kaskady kopuli D-
-vine nie miesci si¢ w przedziale mozliwych efektow dywersyfikacji otrzyma-
nych przy uwzglednieniu jedynie zaleznosci liniowych. Roznica miedzy efektem
dywersyfikacji otrzymanym dla FS a efektem dywersyfikacji otrzymanym dla
kaskady D-vine wynosi 9 punktow procentowych.

W artykule zaprezentowano wykorzystanie kaskad kopuli do modelowania za-
leznosci migdzy modutami ryzyka ubezpieczyciela, zarowno od strony metodo-
logicznej, jak i empirycznej. Przyjeto arbitralnie rozktady dla modutéw ryzyka
1 wyznaczono przedziat mozliwych do otrzymania BSCR, zaktadajac, ze zalez-
nosci miedzy modutami ryzyka sg opisane korelacja liniowa. Korzystajac z al-
gorytmu ARA, wyznaczono przedzial mozliwych do otrzymania BSCR, przy
zatozeniu braku jakichkolwiek informacji na temat struktury zaleznosci. Wy-
korzystujac kaskady D-vine, otrzymano warto$¢ efektu dywersyfikacji spoza
przedziatu mozliwych do otrzymania efektow dywersyfikacji dla liniowej struk-
tury zalezno$ci.

Z przeprowadzonych badan wynika, ze efekt dywersyfikacji ryzyka ubez-
pieczyciela zalezy glownie od wilasciwie zidentyfikowanej struktury zalezno$ci
miedzy agregowanymi modutami ryzyka. Wykorzystanie w formule standardo-
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wej korelacji liniowej jest niewystarczajace, poniewaz opisuje jedynie zalezno$ci
liniowe miedzy modutami ryzyka ubezpieczyciela, ktére — jak pokazuja przepro-
wadzone badania — w rzeczywistosci mogg by¢ znacznie inne. Tworcy dyrekty-
wy zachegcaja zaktady ubezpieczen do tworzenia cze¢sciowych lub pelnych mode-
li wewnetrznych, ktore doktadniej odzwierciedla profil ubezpieczyciela.

Przeprowadzone badania pokazujg, ze do modelowania struktury zaleznosci
miedzy modutami ryzyka w modelach wewnetrznych odpowiednim narzedziem
s kaskady kopuli.
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