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Wstęp

Z podejmowaniem decyzji w warunkach niepewności mamy do czynienia wów-
czas, gdy przynajmniej jeden parametr danego problemu decyzyjnego nie jest do-
kładnie znany (tzn. nie jest deterministyczny). Na co dzień podejmujemy różnego 
rodzaju decyzje, które niekoniecznie muszą dotyczyć kwestii finansowych, albo 
takie, które ich dotyczą, lecz w ograniczonym zakresie (np. wybór wyjazdu wa-
kacyjnego, wybór prezentu dla znajomej, wybór kandydata na męża, wybór wy-
znania itd.). W niniejszej pracy skupiono się jednak na optymalizacji problemów 
ekonomicznych. Przyjęto założenie, że każde kryterium oceny poszczególnych 
wariantów decyzyjnych rozpatrywanych przez decydenta w ramach konkretnego 
problemu da się skwantyfikować.

Z brakiem pełnej informacji o parametrach rozwiązywanego problemu spoty-
kamy się bardzo często, gdyż zazwyczaj trudno jest nam, mimo istniejących na-
rzędzi prognostycznych i metod eksperckich, dokładnie przewidzieć przyszłość. 
Niepewność związana z zachowaniem przyszłych zjawisk jest tym większa, im 
mniej zbadany i mniej znany jest dany problem decyzyjny (np. wprowadzenie na 
rynek nowego leku, zastosowanie nowej strategii marketingowej, wdrożenie inno-
wacyjnego projektu). Niewystarczająca znajomość danego problemu może więc 
wynikać między innymi z braku danych historycznych dotyczących podobnych 
sytuacji decyzyjnych.

Charakter podejmowanych przez nas decyzji (w tym decyzji ekonomicznych) 
skłonił już wielu ekonomistów, matematyków, statystyków, fizyków i filozofów do 
głębszej analizy tego zagadnienia i do opracowania konkretnych reguł postępowa-
nia w zależności od preferencji danego decydenta. Procedury te bądź ich niektóre 
etapy są często wykorzystywane w praktyce gospodarczej. Podejścia opisane w li-
teraturze stanowią także dla badaczy podstawę do tworzenia kolejnych, zmodyfi-
kowanych, udoskonalonych metod.

Warto zauważyć, że zastosowanie poszczególnych istniejących reguł decyzyj-
nych może niekiedy prowadzić do wyboru dość nieoczekiwanego, a nawet niera-
cjonalnego wariantu. W związku z powyższym głównym zamierzeniem autorki 
książki było zdiagnozowanie przyczyn, dla których w pewnych sytuacjach użycie 
danej procedury okazuje się ryzykowne, oraz zaproponowanie nowych jedno- i wie-
lokryterialnych reguł decyzyjnych, które byłyby pozbawione zaobserwowanych 
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nieprawidłowości. Opracowanie autorskich metod podejmowania decyzji w wa-
runkach niepewności zadecydowało zatem o nowatorskim charakterze rozprawy. 
Oryginalną zaletą niektórych procedur przedstawionych w pracy jest również przy-
jęcie odmiennych założeń wstępnych, które to w pewnych wypadkach bardziej od-
zwierciedlają naturę rzeczywistych problemów decyzyjnych.

Osiągnięcie celu głównego wsparte zostało trzema celami szczegółowymi: teo-
retycznym, empirycznym i aplikacyjnym. Cel teoretyczny obejmuje wielopłasz-
czyznowy opis zagadnienia podejmowania decyzji w warunkach niepewności oraz 
prezentację istniejących procedur i autorskich propozycji. Cel empiryczny to analiza 
rekomendacji uzyskiwanych za pomocą istniejących i własnych reguł decyzyjnych. 
Wreszcie cel aplikacyjny polega na sformułowaniu modelu matematycznego dla 
wybranych problemów (zagadnień) ekonomicznych, w których ostateczna decyzja 
podejmowana jest w warunkach niepewności, oraz na wykorzystaniu i adaptacji 
zaproponowanych procedur do wyznaczenia optymalnego rozwiązania.

Struktura pracy została podporządkowana wspomnianym celom rozprawy.
W rozdziale 1 omówiono pojęcia wykorzystywane w całej pracy (niepewność, 

ryzyko, prawdopodobieństwo) i dokładnie scharakteryzowano poszczególne aspekty 
związane z podejmowaniem decyzji w warunkach niepewności. Zwrócono uwagę 
na gry z naturą i gry z innymi graczami, na strategie czyste i mieszane, na opty-
malizację jedno- i wielokryterialną, na jedno- i wielokrotną realizację wybranego 
wariantu i na indywidualne bądź grupowe podejmowanie decyzji. Wiele miejsca 
poświęcono także idei planowania scenariuszowego (m.in. strukturze i  cechom 
macierzy wypłat) oraz preferencjom decydenta (np. użyteczności wypłat, pozio-
mowi punktu referencyjnego, nastawieniu do ryzyka, znaczeniu poszczególnych 
kryteriów oceny wariantów decyzyjnych). W pierwszej części książki znajdziemy 
również przyjęte założenia i zakres tematyczny całego opracowania. Rozdział 1 
został w całości przygotowany na podstawie badań literaturowych przedmiotu.

Rozdział 2 dotyczy jednokryterialnego podejmowania decyzji w  warunkach 
niepewności na podstawie planowania scenariuszowego. Zawiera on: opis i ocenę 
istniejących metod, omówienie trudności, jakie może napotkać decydent stosujący 
wspomniane procedury, oraz propozycję i analizę autorskich reguł decyzyjnych na 
podstawie przykładów liczbowych. Poruszono w nim między innymi problemy:

–– asymetryczności wypłat,
–– zróżnicowanych rozstępów tychże wypłat,
–– oceny atrakcyjności danego scenariusza w ujęciu lokalnym i globalnym,
–– wpływu struktury macierzy wypłat na uzyskane rankingi wariantów decy-

zyjnych.
Rozdział 3 charakteryzuje się zbliżoną konstrukcją. Jednak tym razem anali-

zowane są kwestie związane z optymalizacją wielokryterialną w warunkach nie-
pewności, przy czym nacisk położono na metodologię agregacji ocen względem 
scenariuszy i kryteriów. Pominięto natomiast aspekty wspólne dla obu zagadnień 
(tj. jedno- i wielokryterialnego podejmowania decyzji z niepewnymi parametrami).
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Rozdział 4 przedstawia rozmaite ekonomiczne sytuacje decyzyjne, w których 
można zastosować techniki proponowane w poprzednich rozdziałach.

W zakończeniu monografii zebrano wszystkie istotne wnioski i zaproponowa-
no kierunki dalszych badań.

Omawiana w rozprawie optymalizacja jedno- i wielokryterialna to subdyscy-
pliny badań operacyjnych, a te z kolei stanowią dyscyplinę naukową ściśle powią-
zaną między innymi z ekonomią, modelowaniem matematycznym, matematyką 
stosowaną, statystyką i teorią decyzji.

Metody badawcze wykorzystane w monografii obejmują:
–– studia literaturowe (ok. 500 publikacji), między innymi z zakresu podej-

mowania decyzji w warunkach niepewności, prawdopodobieństwa, teorii 
decyzji i  teorii ekonomii, planowania scenariuszowego, programowania 
matematycznego (liniowego, nieliniowego, dyskretnego, celowego i wie-
locelowego), sieciowej analizy projektów, optymalnej konstrukcji portfela 
papierów wartościowych, zagadnienia gazeciarza oraz oceny atrakcyjności, 
efektywności i rentowności projektów inwestycyjnych,

–– modelowanie matematyczne,
–– symulacje,
–– badania empiryczne.

Autorka niniejszej monografii jest pracownikiem Katedry Badań Operacyjnych 
Wydziału Informatyki i Gospodarki Elektronicznej na Uniwersytecie Ekonomicz-
nym w Poznaniu.

Autorka wyraża serdeczne podziękowania współpracownikom i pracownikom 
innych ośrodków badawczych za wspólne dyskusje i  możliwość wymiany po-
glądów podczas seminariów i konferencji naukowych oraz innych przedsięwzięć 
badawczych. Stanowiły one dodatkowe, niezwykle cenne źródło informacji przy 
przygotowywaniu książki.



Rozdział 1

Specyfika problemów decyzyjnych 
obarczonych niepewnością

1.1. Wprowadzenie

Jak już zasygnalizowano we wstępie do rozprawy, głównym tematem pracy są re-
guły wspierające podejmowanie decyzji ekonomicznych w warunkach niepewno-
ści. Zanim jednak nastąpi prezentacja wspomnianych metod, konieczna jest analiza 
pojęć, którymi będziemy się posługiwali w książce, dyskusja nad różnymi podej-
ściami opisanymi w  literaturze, wyszczególnienie kolejnych etapów definiowa-
nia problemu decyzyjnego, a także precyzyjne określenie zakresu tematycznego 
niniejszej pracy. Jest to niezbędne, gdyż zagadnienie optymalizacji w warunkach 
niepewności było i jest nadal intensywnie zgłębiane przez wielu badaczy, co spra-
wia, że temat ten jest niezwykle szeroki, a poszczególne koncepcje głoszone przez 
ich autorów są często ze sobą sprzeczne. W pracy Ravindrana, Phillipsa i Solber-
ga (1987) podejmowanie decyzji w warunkach niepewności nazywane jest analizą 
decyzyjną, w skład której wchodzą następujące elementy: decydent, decyzje, sce-
nariusze i konsekwencje (wypłaty). Zostaną one szczegółowo omówione w kolej-
nych podrozdziałach niniejszego rozdziału.

1.2. Istotne pojęcia

1.2.1. Niepewność a ryzyko

Na początek przedstawimy możliwe definicje niepewności i ryzyka w kontekście 
problemów ekonomicznych. Pierwsze wzmianki o niepewności i ryzyku w ekono-
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mii pojawiają się już w pracach Knighta (1921) oraz von Neumanna i Morgensterna 
(1944), choć oczywiście pojęcia te występowały w literaturze (np. we fragmentach 
biblijnych) i języku potocznym znacznie wcześniej.

Sprawdźmy, jak wspomniane pojęcia są wyjaśniane w słownikach, encyklope-
diach i innych opracowaniach. Definicje niepewności nieco różnią się w zależności 
od rozpatrywanej dziedziny (np. w ubezpieczeniach, informatologii, metrologii, 
fizyce, ekonomii, finansach, socjologii, psychologii, statystyce, inżynierii, filo-
zofii). Można jednak przyjąć, że niepewność powszechnie jest rozumiana jako 
stan psychiczny, w którym ktoś nie jest pewny prawdziwości danego zdania lub 
nie jest pewny skutków danego działania, i taka definicja nie jest kwestionowana 
przez żadną grupę naukowców, choć, jak się za chwilę okaże, ma ona dość ogól-
ny charakter.

Zdecydowanie trudniej jest w sposób uniwersalny zdefiniować ryzyko (Mon-
kiewicz, 2000; Tarczyński i Łuniewska, 2004). Poszczególne dziedziny nauki, ta-
kie jak teoria decyzji, psychologia, kognitywistyka, inżynieria czy nauki społeczne, 
przyjmują różne definicje. Jedna z nich zakłada, że ryzyko jest wskaźnikiem stanu 
lub zdarzenia mogącego prowadzić do strat, przy czym wartość wspomnianego 
wskaźnika jest proporcjonalna do prawdopodobieństwa wystąpienia tego zdarzenia 
i do wielkości strat, które może spowodować. Potocznie natomiast ryzyko traktuje 
się jako miarę (ocenę) zagrożenia wynikającego z prawdopodobnych zdarzeń nie-
zależnych od nas albo z możliwych konsekwencji podjęcia decyzji. Według Bern-
steina (1997) słowo „ryzyko” pochodzi od starowłoskiego risicare, które oznacza 
„odważyć się”. Zatem z semantyki tego określenia możemy wnioskować, że ryzy-
ko jest raczej wyborem, a nie nieuchronnym przeznaczeniem.

Ciekawe porównanie ryzyka i  niepewności przedstawił na przykład Pfeffer 
(1956): „ryzyko jest hazardem mierzonym prawdopodobieństwem, a niepewność 
mierzona jest przez poziom wiary, czyli ryzyko jest stanem świata, a niepewność 
stanem umysłu”.

Warto też sprawdzić, w jaki sposób postrzegane są niepewność i ryzyko w teorii 
decyzji i w teorii ekonomii (zarówno w głównym nurcie ekonomii, jak i w szko-
le austriackiej).

Teoria decyzji1 zakłada, że decydent może mieć do czynienia z następujący-
mi sytuacjami:

1)	�podejmowanie decyzji w warunkach pewności (decision making under cer-
tainty, DMC),

2)	�podejmowanie decyzji w warunkach ryzyka (decision making under risk, 
DMR),

	1	 W Stanach Zjednoczonych określenie „teoria decyzji” jest stosowane zamiennie z określeniem 
„badania operacyjne” (Stoner i Wankel, 1996).
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3)	�podejmowanie decyzji w warunkach niepełnej informacji (decision making 
with partial information, DMPI),

4)	�podejmowanie decyzji w warunkach niepewności (decision making under 
uncertainty, DMU),

5)	�podejmowanie decyzji w warunkach totalnej niewiedzy (decision making 
under total ignorance, DMTI).

W wypadku pewności znamy dokładnie konsekwencje wyboru poszczególnych 
wariantów decyzyjnych, a więc wszystkie parametry (tj. wagi funkcji celu, współ-
czynniki i wyrazy wolne ograniczeń) rozwiązywanego zadania optymalizacyjnego 
są wielkościami zdeterminowanymi (Stoner i Wankel, 1996)2.

Dla ryzyka konsekwencje poszczególnych decyzji są przedstawione za pomo-
cą potencjalnych zdarzeń (events), scenariuszy (scenarios), stanów natury (states 
of nature), stanów świata zewnętrznego (states of the world) wraz z prawdopo-
dobieństwem ich wystąpienia3 (Grzesiak, 2010; Haimann, Scott i Connor, 1985; 
Kaplan i Barish, 1967; Kopańska-Bródka, 1998; Ravindran, 2008, Reshetukha, 
2003; Sikora, 2008, Stoner i Wankel, 1996; Trzaskalik, 2008). Wynik ostateczny 
zależy nie tylko od wybranej decyzji, ale także od zaistniałego scenariusza. Jed-
ną z miar wykorzystywanych w DMR jest wartość oczekiwana, gdyż stanowi 
ona ważoną prawdopodobieństwami średnią wypłat związanych z poszczególny-
mi scenariuszami.

Przy podejmowaniu decyzji w warunkach niepełnej informacji zakres dostępnej 
wiedzy jest nieco węższy (Cannon i Kmietowicz, 1974; Guo, 2013, 2014; Kmie-
towicz i Pearman, 1984; Kofler, 1968; Kofler i Menges, 1976; Kofler i Zweifel, 
1993; Michalska i Pośpiech, 2010, 2011; Michalska, 2012, 2015; Weber, 1987). 
Znane nam są bowiem możliwe stany, lecz informacja o prawdopodobieństwie ich 
wystąpienia nie jest precyzyjna. Wielkość prawdopodobieństwa może być na przy-
kład podana jako przedział (nie jako dokładna wartość). Podejmowanie decyzji 
w warunkach niepełnej informacji może również oznaczać, że decydent dysponuje 

	2	 O formułowaniu modeli matematycznych dla deterministycznych problemów optymaliza-
cyjnych napisano bardzo wiele książek. Sposób konstruowania takich modeli (zmienne decyzyjne, 
funkcja celu, warunki) szczegółowo omówili na przykład Gruszczyński, Kuszewski i Podgórska 
(2009), Guzik (2009), Ignasiak (1996), Ravindran i współautorzy (1987), Sikora (2008) oraz Trza-
skalik (2008). Warto podkreślić, że modelowanie sytuacji decyzyjnych i poszukiwanie rozwiązania 
optymalnego za pomocą dostępnych metod matematycznych i oprogramowania ma sens jedynie 
wówczas, gdy interesujący nas problem nie jest trywialny. W przeciwnym razie optymalną decy-
zję można wyznaczyć właściwie od razu, bez konieczności odwoływania się do matematyki (badań 
operacyjnych).

	3	 „Jeśli znany jest rozkład prawdopodobieństwa wszystkich wielkości losowych występujących 
w zadaniu decyzyjnym, to mamy do czynienia z podejmowaniem decyzji w warunkach ryzyka” (Gu-
zik, 2009).
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jedynie scenariuszami uszeregowanymi w kolejności od najbardziej do najmniej 
prawdopodobnego (Urli i Nadeau, 2004).

Kolejny poziom to niepewność. Tym razem nasza wiedza ogranicza się do listy 
potencjalnych scenariuszy. Nie dysponujemy jednak precyzyjnym ani przybliżo-
nym oszacowaniem prawdopodobieństwa dla co najmniej jednej decyzji4 (Grze-
siak, 2010; Ravindran, 2008; Sikora, 2008; Stoner i Wankel, 1996; Tarczyński 
i Łuniewska, 2004). Trzaskalik (2008) dodaje, że z niepewnością możemy mieć do 
czynienia również wówczas, gdy decydent posiada informacje o rozkładzie praw-
dopodobieństwa, lecz nie zamierza z tej wiedzy skorzystać.

Totalna niewiedza występuje natomiast wówczas, gdy nie mamy pojęcia, z ja-
kimi przyszłymi stanami wiążą się poszczególne warianty decyzyjne (Larbi, Ko-
nieczny i Marquis, 2010)5.

Powyższy podział warunków podejmowania decyzji nie jest jedynym funkcjo-
nującym podziałem rozwiniętym w ramach teorii decyzji. Znany jest na przykład 
podział tylko na DMC, DMR i DMU (Sikora, 2008; Guzik, 2009), przy czym ta 
ostatnia sytuacja może obejmować trzy przypadki: niepełną informację o praw-
dopodobieństwie wystąpienia scenariuszy; brak wiedzy o wspomnianym prawdo-
podobieństwie oraz niemożność określenia przyszłych stanów. Z kolei Courtney, 
Kirkland i Viquerie (1997) rozróżniają cztery poziomy niepewności: dość jasną 
przyszłość (a clear enough future), alternatywne scenariusze (alternative futures), 
przedział scenariuszy (a range of futures) oraz całkowitą niepewność (true ambigu-
ity). W ramach pierwszego poziomu wystarczy za pomocą metod prognostycznych 
ustalić jeden możliwy wariant przyszłości. Drugi poziom wymaga wyznaczenia 
zbioru potencjalnych dyskretnych scenariuszy. Przy trzecim poziomie niepewno-
ści jesteśmy w stanie określić tylko przedział możliwych scenariuszy, czwartemu 
zaś towarzyszy totalna niewiedza o przyszłych stanach natury.

Interesujące są także rozważania zaprezentowane przez Kaplana i Barisha (1967). 
Autorzy stwierdzają, że jeżeli prawdopodobieństwo jest nieznane bądź częściowo 
znane, to decyzja podejmowana jest w warunkach kompletnej lub częściowej nie-
pewności, a wykorzystanie oszacowań prawdopodobieństwa subiektywnego6 dla 
częściowo niepewnych zdarzeń prowadzi do uzyskania problemu decyzyjnego roz-
wiązywanego w warunkach ryzyka.

	4	 „Jeśli rozkład prawdopodobieństwa dla przynajmniej jednej wielkości losowej nie jest znany, 
to mamy do czynienia z podejmowaniem decyzji w warunkach niepewności” (Guzik, 2009).

	5	 W cytowanej pracy omawiane cztery okoliczności podejmowania decyzji (tj. DMR, DMPI, 
DMU i DMTI) autorzy nazywają odpowiednio: niepewnością probabilistyczną (probabilistic uncer-
tainty), wiarygodnym uporządkowaniem (plausibility order), pełną niepewnością (strict uncertainty) 
oraz całkowitą niewiedzą (complete ignorance).

	6	 Więcej informacji na temat prawdopodobieństwa subiektywnego zamieszczono w podrozdzia-
le 1.2.2.
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Warte podkreślenia jest również to, że niektórzy autorzy (m.in. Guzik, 2009) 
w  ramach podejmowania decyzji w warunkach ryzyka dopuszczają możliwość 
przypisania temu samemu scenariuszowi różnych wielkości prawdopodobieństwa 
w zależności od tego, której decyzji dotyczy7. 

Zupełnie inna koncepcja jest głoszona w teorii ekonomii, przy czym warto wy-
odrębnić w niej główny nurt ekonomii i szkołę austriacką. Główny nurt ekonomii 
przyjmuje, że w wypadku podejmowania decyzji w warunkach niepewności roz-
kład prawdopodobieństwa stanów związanych z poszczególnymi wariantami jest 
znany bądź nie (Anscombe i Aumann, 1963; Czerwiński, 1972; Grzesiak, 2016). 
W drugim przypadku ten rozkład można jednak zawsze oszacować, przynajmniej 
w sposób subiektywny (Gigerenzer, 2015; Potocki i Opolski, 2015; Ravindran i in., 
1987). Gdy rozkład prawdopodobieństwa obiektywnego8 nie jest znany, owa nie-
pewność bywa w literaturze nazywana niepewnością kompletną (complete uncer-
tainty) lub całkowitą (strict uncertainty) (Gaspars-Wieloch, 2014e, 2016a, 2017f; 
Puppe i Schlag, 2009; Wu, St-Pierre i Abdul-Nour, 2017). Jedyna sytuacja, w której 
nie da się wyznaczyć chociażby prawdopodobieństwa subiektywnego, to przypa-
dek, w którym decydent nie jest w stanie nawet określić potencjalnych przyszłych 
scenariuszy. Taki stan ekonomiści także nazywają niepewnością. Ryzyko w teorii 
ekonomii jest definiowane zupełnie inaczej aniżeli w teorii decyzji. Ryzyko trakto-
wane jest tutaj jako zagrożenie, jako możliwość pojawienia się konsekwencji nie-
korzystnych (straty) bądź odmiennych od tych, których oczekiwano (Aven, 2016; 
Dominiak, 2009; Dubois i Prade, 2012; Fishburn, 1984; Guney i Newell, 2015; 
Ogryczak i Śliwiński, 2009; Tarczyński i Łuniewska, 2004; Waters, 2011).

Drugi nurt teorii ekonomii, czyli austriacka szkoła ekonomiczna, podobnie 
jak teoria decyzji, zakłada, że przy podejmowaniu decyzji w warunkach niepew-
ności ustalone matematycznie prawdopodobieństwo stanów, które mają wpływ na 
wynik działania, nie może być znane, gdyż dotyczy ono jedynie zdarzeń powta-
rzalnych (np. rzutów kostką czy losowania kulek). Tymczasem w praktyce mamy 
raczej do czynienia ze zdarzeniami niepowtarzalnymi (L. von Mises, 1949, 1962). 
Dodatkowo ekonomiści szkoły austriackiej podkreślają, że niepewność nie wyni-
ka z losowości zdarzeń, lecz z tego, że na dane zdarzenie ma wpływ bardzo wie-
le czynników, z których tylko niektóre są znane, czyli możliwe do uwzględnienia 
w procesie podejmowania decyzji. Z kolei ryzyko jest w szkole austriackiej rozu-
miane w taki sam sposób jak w głównym nurcie ekonomii.

Jak już zasygnalizowano na początku tego podrozdziału, duży wkład w defi-
niowanie ryzyka i niepewności miał także F. Knight. Jego zdaniem, decyzje są 

	7	 Na przykład dla wariantu decyzyjnego W1 prawdopodobieństwo wystąpienia stanu S1, S2 i S3 
wynosi odpowiednio 0,3, 0,5 i 0,2. Natomiast dla wariantu W2 prawdopodobieństwo wystąpienia 
tych samych scenariuszy wynosi odpowiednio 0,4, 0,4 i 0,2.

	8	 O prawdopodobieństwie obiektywnym będzie mowa w podrozdziale 1.2.2.
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podejmowane w  warunkach ryzyka, gdy dysponujemy prawdopodobieństwem 
mierzalnym (measurable probability) – można wówczas się kierować maksyma-
lizacją oczekiwanej użyteczności9. Jeżeli natomiast nie da się zmierzyć prawdo-
podobieństwa, to podejmowanie decyzji odbywa się w warunkach niepewności10: 
„risk is a quantity susceptible to empirical measurement, uncertainty is of the non-
-quantitative type” (Knight, 1921).

Terminy „ryzyko” i  „niepewność” wielokrotnie redefiniowano (Pogorzelski, 
2015). Na przykład badania przeprowadzone przez de Finettiego (1975, 1993) 
i Ramseya (1931) doprowadziły do przedstawienia ryzyka jako sytuacji, w której 
podejmujemy decyzje na podstawie prawdopodobieństwa obiektywnego, a nie-
pewności jako sytuacji, w której decyzje są podejmowane na podstawie prawdo-
podobieństwa subiektywnego. Savage (1954) z kolei stwierdził, że skoro w obu 
wypadkach (ryzyka i niepewności) decyzje podejmowane są na podstawie praw-
dopodobieństwa (obiektywnego bądź subiektywnego), to znaczy, że niezależnie 
od okoliczności oczekiwaną użyteczność można maksymalizować w każdej sytu-
acji. Zastosowanie tej samej metody w obu procesach decyzyjnych pozwala nam 
dojść do następującej konkluzji: niepewność można zawsze zredukować do ryzyka.

Omawiając pojęcie niepewności, warto też wspomnieć o jej rodzajach. W pra-
cach Durbacha i Stewarta (2012b) oraz Stewarta (2005) mowa jest o niepewno-
ści zewnętrznej i wewnętrznej. Niepewność zewnętrzna (external uncertainty) to 
niepewność dotycząca okoliczności, na które decydent nie ma żadnego wpływu, 
a więc wynika ona z niepełnej wiedzy o skutkach możliwych decyzji. Niepewność 
wewnętrzna (internal uncertainty) jest związana z niepełną znajomością własnych 
preferencji i z niemożnością identyfikacji problemu decyzyjnego.

Z kolei niepewność epistemiczną i  aleatoryjną opisują między innymi Aven 
(2011), Beven (2016), Mullins, Ling, Mahadevan, Sun i Strachan (2016), Stirling 
(2003), Tannert, Elvers i Jandrig (2007), Walker i współautorzy (2003) oraz Zio 
i Pedroni (2013). Niepewność epistemiczna (epistemic uncertainty, epistemolo-
gical uncertainty, reducible uncertainty) wynika z braku precyzji lub dostatecznej 
wiedzy na temat przyszłych zdarzeń. Po otrzymaniu dodatkowych informacji może 
być częściowo zredukowana, a nawet całkowicie wyeliminowana. Niepewność ale-
atoryjna (aleatory uncertainty, aleatoric uncertainty, random uncertainty) wynika 
natomiast z nieodłącznej zmienności zjawisk. Nie da się jej zatem uniknąć, nawet 
po przeprowadzeniu wielu prób.

Niniejszy podrozdział nie zawiera oczywiście wszystkich istniejących koncep-
cji definiowania niepewności i ryzyka. Na przykład Walker i współautorzy (2003) 

	9	 Rozważania dotyczące użyteczności zawarto w podrozdziałach 1.3.6 i 2.7, a o oczekiwanej 
użyteczności mowa jest w podrozdziale 2.2.2.

	10	Temat ten został rozwinięty w podrozdziale 1.2.2.
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wspominają w  pracy o  czterech rodzajach niepewności: statistical uncertainty, 
scenario uncertainty, recognized ignorance i total ignorance. Kolejne interesują-
ce definicje i klasyfikacje przedstawili między innymi Aven (2011, 2016), Boche-
nek (2012, 2017), Birge i Louveaux (2011), Domurat i Zieliński (2013), Kuchta 
(2010), Ogryczak (2006), Słowiński, Kadziński i Greco (2014), Trzpiot (2006a; 
2006b) oraz Tyszka (2010). Niektóre z nich bliższe są teorii decyzji, inne mają 
wiele wspólnego z teorią ekonomii.

Warto także mieć świadomość, że istnienie niedeterministycznych problemów 
decyzyjnych przyczyniło się do powstania między innymi takich teorii jak teoria 
prawdopodobieństwa (probability theory) (Kolmogorov, 1933), teoria nieprecy-
zji (imprecise theory) (Walley, 1991), teoria Dempstera-Shafera (evidence theory) 
(Sentz i Ferson, 2002; Shafer, 1976), teoria perspektywy (prospect theory) (Kahne-
man i Tversky, 1979), rachunek przedziałowy (interval analysis) (Gallego-Posada 
i Puerta-Yepes, 2018; Hansen, 1980; Moore, 1962; Skelboe, 1974), teoria możli-
wości (possibility theory) (Dubois i Prade, 2001; Gaweł, Rębiasz i Skalna, 2015; 
Zadeh, 1999), teoria niepewności (uncertainty theory) (Liu, 2007, 2009) i teoria 
wiarygodności (credibility theory) (Longley-Cook, 1962). O niektórych z nich bę-
dzie mowa w dalszej części pracy, lecz nie znajdują się one w centrum naszych 
zainteresowań.

1.2.2. Prawdopodobieństwo

W podrozdziale 1.2.1 dość często używano pojęcia prawdopodobieństwa – ono 
również wymaga wyjaśnienia. W niniejszej pracy nie przedstawiono oczywiście 
wszystkich istniejących definicji prawdopodobieństwa. Celem tego podrozdziału 
jest raczej zasygnalizowanie, że występujące w literaturze definicje tego pojęcia 
są bardzo liczne, a niekiedy nawet ze sobą sprzeczne (Piegat, 2010). Najczęściej 
przyjmuje się, że prawdopodobieństwo jest przypisywane zdarzeniom losowym 
w postaci liczb z przedziału jednostkowego, które wskazują szanse wystąpienia 
tychże zdarzeń. Zdarzenie losowe to mierzalny podzbiór A = {e1, e2, …, en, …} ⊂ Ω 
przestrzeni zdarzeń elementarnych (jest to więc zdarzenie polegające na tym, że 
zajdzie zdarzenie elementarne e1, e2, …, en lub …), a zdarzenie elementarne to 
pojedynczy wynik eksperymentu losowego (Piasecki, 2002; Piasecki, Anholcer 
i Echaust, 2013). Prawdopodobieństwo jest więc miarą przewidywalności (pewno-
ści) względem danego zjawiska. Zależy ona od naszej wiedzy, a skoro stan wiedzy 
może się zmieniać w czasie, to z upływem czasu może też ulec zmianie wartość 
prawdopodobieństwa (Caplan, 1999)11.

11	Teoria prawdopodobieństwa nie jest deterministyczną teorią wyboru, dopuszcza ona „uczenie 
się” (Bayesian updating).
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W literaturze można znaleźć koncepcję prawdopodobieństwa ilościowego, 
które jest stosowane głównie przez matematyków (np. Bernoulli, 1713; Laplace, 
1812). W ramach tej koncepcji opracowano klasyczną (Laplace, 1812), geometrycz-
ną, statystyczną i częstościową (częstotliwościową) definicję prawdopodobieństwa. 
Według definicji klasycznej prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia A to stosunek 
liczby jednakowo prawdopodobnych i wzajemnie wykluczających się zdarzeń (tj. 
zdarzeń elementarnych) sprzyjających zdarzeniu A do liczby wszystkich możli-
wych zdarzeń elementarnych należących do Ω. Z definicji tej można korzystać, gdy 
prawdopodobieństwo danego zdarzenia jest określane na podstawie intelektualnej 
analizy jego własności. Niemożliwe jest jednak zastosowanie wspomnianego po-
dejścia w wypadku nieskończenie długich ciągów zdarzeń.

Geometryczna definicja prawdopodobieństwa (zaproponowana przez G. L. Le
clerca) jest istotna, gdy zdarzenia są reprezentowane przez powierzchnie figur geo-
metrycznych. Prawdopodobieństwo zajścia zdarzenia A jest bowiem tym razem 
rozumiane jako stosunek pola obszaru odbywania się zdarzeń potwierdzających 
zdarzenie A do pola obszaru odbywania się zdarzeń ogółem, przy czym zbiór Ω 
może być nieskończony, lecz musi być ograniczony.

W praktyce nie zawsze znana jest liczebność zbioru zdarzeń elementarnych nie-
zbędna przy definicji klasycznej. Trudne do wyznaczenia mogą się również okazać 
miary wymagane przy definicji geometrycznej. W takich sytuacjach, jeżeli tylko 
dysponujemy minionymi obserwacjami (czyli danymi historycznymi), odpowied-
nia może być statystyczna definicja prawdopodobieństwa, zgodnie z którą praw-
dopodobieństwo zajścia zdarzenia A to iloraz liczby obserwacji potwierdzających 
zdarzenie A przez liczbę obserwacji ogółem. Kolejna propozycja to definicja czę-
stotliwościowa, której autorstwo przypisuje się R. von Misesowi (1931, 1957). 
Przedstawił on prawdopodobieństwo jako granicę ciągu częstości serii zdarzeń, 
przy czym zbiór Ω może być nieskończony. Koncepcja ta jest dość mocno kryty-
kowana (Frechet, 1938; Piegat, 2010; Ville, 1939), między innymi dlatego że tak 
prezentowane prawdopodobieństwo jest dane a  posteriori12, a  nie a  priori13 – 
trudno zatem w ten sposób przewidywać szanse zajścia zdarzenia w przyszłości. 
Na przykład wyrzucenie symetryczną monetą 1000 razy z rzędu reszki nie ozna-
cza przecież, że bardziej prawdopodobne będzie wyrzucenie reszki w 1001. rzu-
cie (według tzw. prawa serii) czy też orła (patrz przełamanie serii). Według teorii 
częstościowej nie można stosować pojęcia prawdopodobieństwa do pojedynczych 
zdarzeń. Co więcej, z przeprowadzonych badań wynika, że dla małej liczby przy-
padków w tym wypadku otrzymuje się czasem zupełnie niewiarygodne wyniki, 

	12	Prawdopodobieństwo a posteriori obliczane jest na podstawie wyników doświadczenia (czyli 
częstości).

	13	Prawdopodobieństwo a priori obliczane jest przed realizacją doświadczenia losowego.
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a przy ogromnej liczbie eksperymentów nie zawsze dochodzi do ustabilizowania 
się prawdopodobieństwa. Caplan (1999, 2001) stwierdza, że jeżeli według R. von 
Misesa nie można skwantyfikować prawdopodobieństwa zdarzenia indywidualne-
go, unikatowego, niepowtarzalnego, to w takim razie nie można też skwantyfiko-
wać ogólnie prawdopodobieństwa, ponieważ wszystkie zdarzenia są indywidualne, 
unikatowe i niepowtarzalne. Inny zarzut padający pod adresem omawianego po-
dejścia to niesprawiedliwość i nielogiczność teorii ze względu na różną wagę do-
wodów w zależności od ich pozycji w sekwencji dowodów (sequence ordering 
problem). W obronie teorii częstościowej staje natomiast van Lambalgen (1996), 
który, wbrew opiniom krytyków, zauważa między innymi, że R. von Mises traktu-
je względną częstość jako prawdopodobieństwo jedynie wtedy, gdy zdarzenia są 
niezależne w ciągu. Z względnymi częstościami wiąże się jeszcze jeden aspekt – 
zdaniem Hoppe’a (1989, 1997), jeżeli nie znamy wszystkich możliwych zdarzeń, 
to nie dysponujemy wiedzą o ich względnych częstościach. Caplan (1999, 2001) 
jednak odpowiada następująco: „W razie wątpliwości, zawsze można dodać kate-
gorię «inne» z prawdopodobieństwem równym 0”.

W niniejszej części książki należy koniecznie wspomnieć o prawdopodobień-
stwie warunkowym zaproponowanym przez T. Bayesa, czyli o  prawdopodo-
bieństwie zajścia zdarzenia A pod warunkiem zajścia zdarzenia B, gdzie P(B) > 0 
(zakłada się więc, że musi być możliwe zajście zdarzenia B). Prawdopodobieństwo 
to wyznacza się jako iloraz części wspólnej zdarzeń A i B przez prawdopodobień-
stwo zdarzenia B. Z prawdopodobieństwem warunkowym wiąże się wnioskowanie 
bayesowskie, które służy do wyznaczenia prawdopodobieństwa symptomatyczno-
-diagnostycznego (A – diagnoza, B – symptom) na podstawie prawdopodobieństwa 
przyczynowo-skutkowego (A – skutek, B – przyczyna). Dzięki prawdopodobień-
stwu warunkowemu można obliczyć prawdopodobieństwo całkowite, które z kolei 
(w przeciwieństwie do prawdopodobieństwa częstościowego) jest prawdopodo-
bieństwem a priori.

W poprzednim podrozdziale wspomnieliśmy o prawdopodobieństwie mierzal-
nym i niemierzalnym. Taki podział zaproponował Knight (1921). Wyróżnił on 
dodatkowo trzy kategorie: prawdopodobieństwo a priori (described), prawdopodo-
bieństwo statystyczne (statistical, experienced) i szacunki (estimates), przy czym 
dwa pierwsze rodzaje odnoszą się do prawdopodobieństwa mierzalnego, a ostat-
ni rodzaj – do prawdopodobieństwa niemierzalnego. Według Knighta prawdopo-
dobieństwo a priori można wyznaczyć z łatwością w sposób matematyczny, lecz 
jedynie dla zdarzeń ze znanym losowym mechanizmem (np. wyrzucenie szóstki 
kostką). Prawdopodobieństwo statystyczne cechuje większy stopień trudności, usta-
lane jest ono bowiem dla zdarzeń wymagających przeprowadzenia doświadczenia, 
a uzyskany wynik nie jest dokładny. Wreszcie szacunki podawane są dla zdarzeń 
zupełnie unikatowych (Hau, Pleskac i Hertwig, 2009).
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W niniejszym podrozdziale należy też wspomnieć o  Kołmogorowie, który 
jest uważany za twórcę nowoczesnej teorii prawdopodobieństwa (Shafer i Vovk, 
2003), a zarazem pierwszej aksjomatycznej definicji prawdopodobieństwa (Kol-
mogorov, 1933, 1956). Obrazuje ona formalne własności wszelkich prawdopo-
dobieństw ilościowych i opisuje prawdopodobieństwo jako miarę obiektywnej 
możliwości zachodzenia zdarzenia. Jest to dowolna funkcja P przypisująca zda-
rzeniom losowym wartości z przedziału jednostkowego, dla której P(Ω) = 1 oraz 
P(A1 ∪ A2 ∪ …) = P(A1) + P(A2) + … dla dowolnego przeliczalnego ciągu (An) 
zdarzeń parami wykluczających się (zakłada się, że Ω oznacza skończoną prze-
strzeń zdarzeń elementarnych). Według Kołmogorowa prawdopodobieństwo musi 
więc spełniać warunek nieujemności (prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia 
jest nieujemne: P(A) ≥ 0), warunek unormowania do jedności (prawdopodobień-
stwo zdarzenia pewnego wynosi 1) oraz warunek przeliczalnej addytywności. Je-
żeli powyższe założenia (czyli tzw. aksjomaty prawdopodobieństwa) są spełnione, 
to mówimy, że na zdarzeniach zbioru Ω określone zostało prawdopodobieństwo, 
a liczbę P(A) nazywamy prawdopodobieństwem zdarzenia A. Wśród właściwo-
ści tak zdefiniowanego prawdopodobieństwa wymienia się między innymi na-
stępujące cechy: (1) prawdopodobieństwo zdarzenia, któremu nie sprzyja żadne 
zdarzenie elementarne, jest równe zero; (2) suma prawdopodobieństw zdarzeń 
przeciwnych jest równa jedności; (3) prawdopodobieństwo dwóch dowolnych 
zdarzeń A i B jest równe sumie prawdopodobieństw tych zdarzeń pomniejszo-
nej o prawdopodobieństwo ewentualnej części wspólnej tych zdarzeń (tj. praw-
dopodobieństwo ich iloczynu). Definicję Kołmogorowa nazwano aksjomatyczną 
definicją prawdopodobieństwa, ponieważ, w odróżnieniu od definicji klasycznej 
wykorzystującej definiowane pojęcie (tj. „jednakowo prawdopodobnych”), co 
było niewątpliwie defektem, przedstawia ona prawdopodobieństwo jako liczbę 
spełniającą trzy omówione powyżej aksjomaty (tj. twierdzenia uważane za oczy-
wiste; zdania, które przyjmuje się za prawdziwe, których nie dowodzi się w ob-
rębie danej teorii matematycznej).

Wszystkie zaprezentowane powyżej definicje prawdopodobieństwa dotyczyły 
tzw. prawdopodobieństwa obiektywnego (traktowanego jako granica stosunku 
liczby „sukcesów” do liczby „losowań”), o którym można tak naprawdę mówić 
tylko w wypadku dobrze zdefiniowanych eksperymentów losowych. Dla zdarzeń, 
które w danych warunkach zachodzą tylko raz, nie ma miejsca na tak zdefiniowa-
ne prawdopodobieństwo (Neyman, 1969).

Według subiektywnej interpretacji prawdopodobieństwa prawdopodobień-
stwo nie musi być wielkością obiektywną, lecz może być określone na podstawie 
subiektywnej opinii osoby i dostępnych jej aktualnie danych. Prawdopodobieństwo 
subiektywne odnosi się do ludzkich przekonań, do stopnia, w jakim ludzie wierzą 
w prawdziwość ludzkich zdań (de Finetti, 1975; Ramsey, 1931). Tak rozumiane 
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prawdopodobieństwo dla danego zjawiska w określonych okolicznościach jest na 
ogół różne dla różnych podmiotów podejmujących decyzje (Sadowski, 1977, 1980). 
Jest to „stopień wiary, podtrzymywanej logiką i doświadczeniem oraz modyfiko-
wanej przez dane” (Findejsen, 1985). Mówiąc o prawdopodobieństwie w ujęciu 
subiektywnym, warto się odwołać do definicji Bayesowskiej, według której praw-
dopodobieństwo to miara pewności, jaką można przypisać różnym hipotezom, 
modelowanej matematycznie jako rozkład prawdopodobieństwa. Zwolennicy su-
biektywnej teorii prawdopodobieństwa twierdzą nawet, że obiektywne prawdopo-
dobieństwo nie istnieje: „No matter how much information you have, there is no 
scientific method to assign a probability to an event” (de Finetti, 1975). Prawdo-
podobieństwo subiektywne może być oczywiście szacowane zarówno dla zdarzeń 
losowych, jak i nielosowych.

Kontynuując rozważania na temat prawdopodobieństwa subiektywnego, zapo-
znajmy się również ze stanowiskiem Caplana (1999, 2001), który słusznie zauwa-
ża, że „ludzie nie potrafią liczbowo wycenić/oszacować prawdopodobieństwa, ale 
w ich zachowaniach można tę wycenę odczytać” (Caplan, 2001).

Interesującą analizę porównawczą prawdopodobieństwa obiektywnego i  su-
biektywnego zamieścił w swej pracy Kotarbiński (1993): „W sensie subiektyw-
nym, mówiąc «prawdopodobnie», wyrażamy niezupełną stanowczość żywionego 
przekonania, np. czasem kiedy mówimy, że prawdopodobnie chory wyzdrowieje 
albo że prawdopodobnie będzie deszcz. W sensie obiektywnym, mówiąc, że praw-
dopodobieństwo wyrzucenia kostką liczby 3 wynosi 1/6, nie zaznaczamy bynaj-
mniej jakiejkolwiek chwiejności przekonania własnego. Stwierdzamy tylko miarę 
częstości rzutów trójkowych w stosunku do ogółu rzutów kostką w danej serii rzu-
tów, jeżeli ta seria rzutów będzie obejmowała wielką ich liczbę”. Z kolei Ravin-
dran i współautorzy (1987), porównując te dwa typy prawdopodobieństwa, opisują 
prawdopodobieństwo obiektywne jako ustalane w sposób teoretyczny bądź empi-
ryczny, a prawdopodobieństwo subiektywne jako odzwierciedlające stan wiedzy 
i przypuszczenia decydenta.

W niniejszym podrozdziale nie wspomnieliśmy jeszcze o koncepcji skłonno-
ściowej (propensity theory) zaproponowanej przez Poppera (1988). Przeczy ona 
subiektywnej interpretacji prawdopodobieństwa. Według koncepcji Poppera, praw-
dopodobieństwo to cecha fizykalna, to miara skłonności przysługującej sytuacji do 
wywołania jakiegoś typu zdarzeń z określonymi częstościami względnymi, przy 
czym zmiana warunków początkowych (tj. sytuacji) zmienia skłonności i względne 
częstości, czyli statystyczne wyniki zdarzeń. Skłonności S to prawdopodobieństwa, 
które mogą przyjmować wartości z przedziału [0, 1]. Gdy S = 1, skłonność jest 
równoznaczna z przyczynowością, dla 0 < S < 1 istnieją siły rywalizujące, ciągną-
ce w różnych kierunkach, a dla S = 0 skłonność nie występuje, przy czym wszyst-
kie niezerowe skłonności kiedyś się zrealizują, gdyż teraźniejszość jest ciągłym 



20 1. Specyfika problemów decyzyjnych obarczonych niepewnością

procesem aktualizacji skłonności. Rachunek prawdopodobieństwa jest zatem opi-
sem obiektywnych cech świata, a nie miarą naszej niewiedzy o zachowaniu się 
danych obiektów (Załuski, 2002). Skłonnościowa definicja prawdopodobieństwa 
pozwala rozwiązać „problem pojedynczego zdarzenia”, który występuje w wypad-
ku korzystania z częstotliwościowej definicji prawdopodobieństwa. Popper dodaje, 
że dla opisu zachowania mas statystycznych interpretacja częstotliwościowa jest 
wystarczająca, gdyż mówi ona o tym, co się zdarza zazwyczaj. Teorii skłonności 
zarzuca się brak możliwości opisu prawdopodobieństwa, że dany skutek został spo-
wodowany przez daną przyczynę (inverse probability) – potrafi ona jedynie opisać 
prawdopodobieństwo skutku (forward probability).

W końcowej części niniejszego rozdziału autorka pragnie jeszcze przybliżyć 
Czytelnikowi stanowisko ekonomisty Ludwiga von Misesa (1949, 1962) – brata 
matematyka Richarda von Misesa (autora dość mocno krytykowanej teorii czę-
stotliwościowej). Twierdził on (L. von Mises, 1949), że definiowaniem pojęcia 
prawdopodobieństwa nie powinni w ogóle zajmować się matematycy: „Historia 
każdej dyscypliny naukowej odnotowuje przykłady niewłaściwego zastosowania 
rachunku prawdopodobieństwa. Niejednoznaczność rachunku prawdopodobień-
stwa sprawiła, że stał się on zakałą matematyki”14, „Nadmierna koncentracja na 
matematycznym aspekcie rachunku prawdopodobieństwa doprowadziła do nie-
słusznego przekonania, że prawdopodobieństwo to zawsze częstość”. L. von Mises 
nie widzi sensu stosowania rachunku prawdopodobieństwa w grach hazardowych 
(gdyż cechą charakterystyczną hazardu jest styczność z czymś nieznanym, z czy-
stym przypadkiem) czy w ubezpieczeniach (gdzie nie liczy się rachunek prawdo-
podobieństwa, lecz rozłożenie ryzyka na wiele osób). Wyodrębnia on dwa rodzaje 
prawdopodobieństwa: prawdopodobieństwo klas (class probability, CLP), zwane 
również prawdopodobieństwem częstości, oraz prawdopodobieństwo zdarzeń jed-
nostkowych (case probability, CAP). Prawdopodobieństwo klas ma na przykład 
zastosowanie w naukach przyrodniczych, ponieważ tam pojawia się przyczyno-
wość; CAP występuje z kolei w naukach o ludzkim działaniu (także w naukach 
historycznych), gdzie znamy tylko niektóre czynniki decydujące o końcowym re-
zultacie – trudno jest nam bowiem dokładnie ustalić cele i działania innych ludzi. 
Prawdopodobieństwa zdarzeń jednostkowych nie da się wyrazić liczbowo i nie 
powinno się go odnosić do częstości. Dlaczego? Odpowiedź jest prosta – może-
my wiedzieć wszystko na temat przebiegu zdarzeń należących do danej klasy, 
lecz nie wiemy nic o pojedynczym zdarzeniu poza tym, że należy do tej właśnie 
klasy. Nawet jeżeli dysponujemy kompletną wiedzą o śmiertelności w danym re-
gionie w przeszłości, to nie wiemy nic o długości życia danej osoby poza tym, że 

	14	Podobne wnioski wyciągnął także Mill (1843).
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ta osoba należy do klasy ludzi o danych charakterystykach15. „Rachunek praw-
dopodobieństwa przedstawia tę niedoskonałą wiedzę (o prawdopodobieństwie) za 
pomocą symboli matematycznych, co jej nie poszerza, nie pogłębia i nie wzboga-
ca. To jest tylko przetłumaczenie na język matematyki tego, co już wiedzieliśmy 
wcześniej” (L. von Mises, 1949).

Widzimy, że stanowisko L. von Misesa jest zbieżne z postulatami austriackiej 
szkoły ekonomicznej (patrz podrozdział 1.2.1). Pośrednią akceptację jego koncep-
cji odnajdujemy na przykład w pracach Czerwińskiego (1960, 1972), który zazna-
cza, że stosowanie wartości oczekiwanej (a więc wartości ustalanej na podstawie 
rozkładu prawdopodobieństwa) jako kryterium w procesie decyzyjnym jest uza-
sadnione jedynie w wypadku decyzji podejmowanych w sytuacjach wielokrotnie 
powtarzalnych.

Podrozdział ten nie stanowi z pewnością wyczerpującego przeglądu wszyst-
kich opracowanych dotychczas definicji prawdopodobieństwa. Nie omówiliśmy 
jeszcze szczegółowo chociażby algebry zmiennych losowych16 (Springer, 1979), 
logicznej teorii prawdopodobieństwa (Carnap, 1950), zgodnie z którą „prawdo-
podobieństwo to słaba implikacja”17, czy też kompletnościowej teorii prawdopo-
dobieństwa (Piegat, 2010), która, według jej autora, jest pozbawiona wszystkich 
wad teorii częstościowej, gdyż, między innymi, w wiarygodny sposób modeluje 
prawdopodobieństwo dla krytycznych i specjalnych sytuacji (np. mała liczba prób/
dowodów), a  punktowe prawdopodobieństwo zastępuje prawdopodobieństwem 
przedziałowym (podając jego dolną i górną granicę). Ciekawe rozważania na te-
mat probabilistyki znajdziemy także w pracy Smoluka (2007).

Jednakże celem tej części książki było jedynie uświadomienie Czytelnikowi, że 
dotychczas nie udało się opracować uniwersalnej definicji prawdopodobieństwa, 
która zadowoliłaby przedstawicieli wszystkich środowisk naukowych (matematy-
ków, statystyków, ekonomistów, filozofów, fizyków itd.), a to oznacza, że w ko-
lejnych fragmentach monografii konieczne będzie przyjęcie konkretnych założeń 
dotyczących omawianego pojęcia, aby zawarta w niej treść była spójna i zrozumiała.

	15	Prawdopodobieństwo klas bywa mylone z CAP na przykład wówczas, gdy pacjent leczony 
w szpitalu na daną chorobę stwierdza, że na pewno nie umrze, skoro w tymże szpitalu na to schorze-
nie umarło już 30 pacjentów, a lekarze mówią, że dotychczas na 100 chorych 30 umierało. W związku 
z tym, że pomiędzy CLP a CAP istnieje zasadnicza różnica, ubezpieczanie całej grupy ludzi diame-
tralnie różni się od ubezpieczenia jednej osoby. W pierwszym przypadku takie działanie to biznes, 
w drugim zaś – to hazard (L. von Mises, 1949).

	16	Zmienna losowa to funkcja przypisująca zdarzeniom elementarnym liczby.
17	Prawdopodobieństwo bywa łączone z logiką wielowartościową i ma to uzasadnienie. Czasami 

trudno bowiem ocenić prawdziwość danego zdania p za pomocą jedynie dwóch wartości logicznych 
(prawda, fałsz). Wprowadza się wówczas na przykład trzy wartości logiczne: V(p) = 0, V(p) = 0,5, 
V(p) = 1, gdzie pierwsza oznacza, że zdanie p jest fałszywe, druga – że zdanie p jest możliwe, a trze-
cia – że zdanie p jest prawdziwe.
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Warto podkreślić, że brak uniwersalnej definicji prawdopodobieństwa sprawił, 
że rachunek prawdopodobieństwa jest tą dziedziną matematyki, w której istnieje 
szczególnie dużo paradoksów wynikających z błędnego wyobrażenia o losowości. 
Jednym z nich jest tzw. paradoks Bertranda. Zadanie polega na znalezieniu praw-
dopodobieństwa tego, że losowo poprowadzona cięciwa będzie dłuższa od boku 
trójkąta równobocznego wpisanego w okrąg o promieniu R. Na skutek istnienia 
różnych możliwości pojmowania wyrażenia „losowo poprowadzona” (czyli me-
tod wyboru przestrzeni probabilistycznej) osoby rozwiązujące powyższy problem 
mogą dojść nawet do trzech różnych wyników: 1/3, 1/2 i 1/4. Dokładny opis tego 
paradoksu można znaleźć na przykład w pracy Bertranda (1889).

1.3. Opis problemu decyzyjnego

Zanim przejdziemy do rozdziału 2, w którym to omówiono istniejące reguły de-
cyzyjne w warunkach niepewności oraz zaproponowano różne nowe, zmodyfiko-
wane podejścia, warto szczegółowo opisać wszystkie elementy i cechy problemu 
decyzyjnego. Ich znajomość pozwala bowiem:

–– ustalić cel i warunki ograniczające decyzję,
–– zbudować zbiór decyzji dopuszczalnych,
–– wyodrębnić wszystkie istotne kryteria oceny decyzji,
–– dokonać oceny każdej decyzji na podstawie tychże kryteriów,
–– zbudować model decyzyjny umożliwiający wybór decyzji optymalnej (tj. 

najlepszej w zbiorze rozwiązań dopuszczalnych) lub wystarczającej (zado-
walającej).

Zauważmy, że określenia „problem decyzyjny” i „sytuacja decyzyjna” bywają 
w literaturze definiowane w różny sposób. Sytuacja decyzyjna może być rozu-
miana jako zbiór wszystkich czynników (zależnych od decydenta i niezależnych 
od niego) mających wpływ na podjęcie przez decydenta decyzji w procesie decy-
zyjnym, a problem decyzyjny może być traktowany jako sytuacja problemowa, 
w której podmiot staje przed koniecznością wyboru jednego z co najmniej dwóch 
możliwych wariantów działania. W rozprawie natomiast te dwa pojęcia stosowa-
ne są zamiennie, by uniknąć nadmiernych powtórzeń, przy czym definiowane są 
identycznie, jako zbiór wszystkich czynników mających wpływ na wybór przez 
decydenta jednego z co najmniej dwóch możliwych wariantów decyzyjnych. Na 
początku niniejszego podrozdziału użyto także pojęcia „modelu decyzyjnego”. 
Oznacza ono odwzorowanie wycinka rzeczywistości, które w sposób syntetyczny 
opisuje problem decyzyjny (Czechowska, 2014).
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1.3.1. Gry z naturą i gry z drugim graczem

W pracach poświęconych podejmowaniu decyzji w warunkach niepewności au-
torzy wyodrębniają najczęściej dwie podstawowe sytuacje: grę z drugim graczem 
(grę dwuosobową) i grę z naturą (Ignasiak, 1996; Sikora, 2008).

W pierwszym przypadku (gra z drugim graczem) na rezultat końcowy wpływ 
ma zarówno wariant decyzyjny wybrany przez decydenta, jak i  decyzja podję-
ta przez drugi podmiot. Tak zdefiniowaną grą jest dowolna sytuacja konfliktowa, 
a graczem może być człowiek, przedsiębiorstwo, władze danego państwa, a na-
wet zwierzę. Obaj gracze są zainteresowani wynikiem gry (tj. maksymalizacją 
wygranej), zatem poszukiwać należy rozwiązania, które będzie satysfakcjonujące 
dla obu stron18.

W drugim przypadku (gra z naturą) wynik decyzji podjętej przez podmiot zale-
ży nie tylko od samego wyboru decydenta, lecz również od stanu świata zewnętrz-
nego (scenariusza), który wystąpi. „Przeciwnikiem” dla danego gracza jest więc 
natura, dla której wynik gry nie jest istotny. Natura nie zamierza wygrać z pod-
miotem decyzyjnym. Dlatego też problem rozwiązuje się tylko z punktu widzenia 
decydenta. W grze z naturą przeciwnik decydenta traktowany jest jako gracz „nie-
rozumny”, pasywny.

1.3.2. Macierz wypłat i planowanie scenariuszowe

Grę z drugim graczem bądź grę z naturą można przedstawić za pomocą macierzy 
wypłat (payoff matrix, decision matrix). W pierwszym wypadku reprezentuje ona 
poszczególnych graczy wraz z ich wariantami decyzyjnymi (tabela 1.1), a w dru-
gim – gracza i naturę, przy czym graczowi przypisane są decyzje, a naturze – sce-
nariusze (tabela 1.2).

Istotnym elementem problemu decyzyjnego są niewątpliwie warianty decyzyjne 
(decision variants), nazywane także w literaturze decyzjami (decisions), alternaty-
wami (alternatives), opcjami (options) oraz rozwiązaniami alternatywnymi (alter-
native courses of action (Ravindran i in., 1987)) gracza/decydenta. Na ten obszar 
problemu decyzyjnego podmiot ma wpływ – może bowiem dokonać wyboru decyzji.

18	Teoria zajmująca się między innymi grami dwuosobowymi nosi nazwę teorii gier. Istnieją gry 
o sumie stałej, w tym gry o sumie zerowej, lub zmiennej (w pierwszym przypadku suma wypłat obu 
graczy, niezależnie od wybranych strategii, jest zawsze stała); gry sprawiedliwe (wartość oczekiwana 
wypłaty każdego gracza jest taka sama) i niesprawiedliwe. W ramach teorii gier, oprócz gier dwu-
osobowych, analizuje się gry wieloosobowe. Przedmiotem badań są zarówno gry, w których gracze 
dysponują pełną wiedzą o wypłatach wszystkich graczy, jak i gry, w których gracze nie posiadają 
pełnej wiedzy na ten temat (Ignasiak, 1996; Pacuit i Roy, 2012; Patkowski, 2012; Ross, 2010; Siko-
ra, 2008; Straffin, 1996; Trzaskalik, 2008).
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Tabela 1.1. Macierz wypłat (gra z drugim graczem)

Gracz A

Gracz B A1 

Aj 

An

B1 b1, 1, a1, 1 

b1, j, a1, j 

b1, n, a1, n

     

Bi bi, 1, ai, 1 

bi, j, ai, j 

bi, n, ai, n

     

Bm bm, 1, am, 1 

bm, j, am, j 

bm, n, am, n

Objaśnienia: n – liczba wariantów decyzyjnych gracza A; m – liczba wariantów decyzyjnych gracza 
B; bi, j – wypłata gracza B w wypadku wyboru decyzji Bi i Aj przez odpowiednio gracza B i A, ai, j – 
wypłata gracza A w wypadku wyboru decyzji Bi i Aj przez odpowiednio gracza B i A.

Tabela 1.2. Macierz wypłat (gra z naturą)

Decydent

Natura A1 

Aj 

An

S1 a1, 1 

a1, j 

a1, n

     

Si ai, 1 

ai, j 

ai, n

     

Sm am, 1 

am, j 

am, n

Objaśnienia: n – liczba wariantów decyzyjnych decydenta A; m – liczba scenariuszy (stanów natu-
ry S); ai, j – wypłata decydenta A w przypadku wyboru decyzji Aj i zajścia scenariusza Si.

Na warianty decyzyjne wybierane przez przeciwnika (w wypadku gry z dru-
gim graczem) i na scenariusze (w wypadku gry z naturą) decydent już nie ma 
wpływu. Wyjątek stanowi oczywiście sytuacja, w której w grze dwuosobowej 
drugi gracz podejmuje decyzję dopiero po poznaniu wariantu wybranego przez 
pierwszego gracza – wówczas wspomniany wpływ występuje, lecz tylko w jed-
nym kierunku.

Wyjaśnienia wymaga z pewnością sposób szacowania wypłat w obu macie
rzach. Wartości mogą być ustalane przez osoby zainteresowane (tj. przez graczy) 
bądź przez ekspertów w  danej dziedzinie. Pierwsze podejście pociąga za sobą 
generowanie subiektywnych wielkości, drugie zaś może prowadzić do ustalenia 
bardziej obiektywnych wypłat. W obu wypadkach, choć w odmiennym zakresie, 
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zalecane jest przekształcenie pierwotnych wartości w takich sposób, aby uwzględ-
nione zostały preferencje decydenta (Ravindran i in., 1987), zob. podrozdział 1.3.6. 
W zależności od wiedzy podmiotu wyznaczającego poszczególne wygrane, wypła-
ty mogą być prezentowane punktowo (za pomocą konkretnych wartości) lub prze-
działowo (za pomocą dolnej i górnej granicy przedziału) (Huynh, Hu, Nakamori 
i Kreinovich, 2009; Shashikhin, 2004).

Z macierzą wypłat ustalaną dla danego problemu decyzyjnego ściśle wiąże się 
tzw. planowanie scenariuszowe (scenario planning, SP), lub metoda scenariu-
szowa, które(a) stanowi technikę ułatwiającą identyfikowanie niepewnych i nie-
kontrolowanych czynników mogących mieć wpływ na rezultaty podjętych decyzji. 
W ramach planowania scenariuszowego wyodrębniane są właśnie poszczególne 
decyzje, scenariusze i wypłaty im towarzyszące. Pojęcie scenariusza doczekało się 
w literaturze bardzo wielu definicji (Chermack, Lynham i Ruona, 2001; Porter, 1985; 
Schwartz, 1991), lecz wszyscy autorzy zgodnie uznają, że każdy stan powinien być 
wiarygodny, akceptowalny i wewnętrznie zgodny (Daszyńska-Żygadło, 2011). Po-
nadto van der Heijden (1996) stwierdza, że scenariusze to nie prognozy19. Regu-
ły, którymi należy się kierować w planowaniu scenariuszowym, omówili między 
innymi: Dominiak (2006), Pomerol (2001), Schoemaker (1995), van der Heijden 
(1996) oraz Wright i Goodwin (1999), natomiast kolejne kroki tworzenia scena-
riuszy opisano w publikacji The Center for Innovative Leadership (1995). Monti-
beller i Franco (2010) kładą nacisk na to, że poszczególne scenariusze wcale nie 
muszą być rozłączne, a ich zbiór niekoniecznie musi być wyczerpujący, choć jest 
to sprzeczne z założeniami przyjętymi przez Ravindrana i współautorów (1987), 
gdzie akurat stany natury charakteryzowane są w zupełnie odmienny sposób: „The 
events are defined to be mutually excelusive and collectively exhaustive”. Autorzy 
tej drugiej pracy tłumaczą jednak dalej, iż oznacza to, że wystąpi tylko jeden sce-
nariusz spośród wszystkich zidentyfikowanych potencjalnych stanów.

Planowanie scenariuszowe wykorzystywane jest przez przedsiębiorstwa, spo-
łeczność naukową, profesjonalne instytucje futurystyczne, instytucje edukacyj-
ne. Znajduje też zastosowanie w zarządzaniu kryzysowym i w sferze publicznej 
(Daszyńska-Żygadło, 2011). Kierownicy projektów często korzystają z planowa-
nia scenariuszowego, gdyż jest ono wygodne w użyciu (Schoemaker, 1993, 1995; 
Montibeller i Franco, 2010) i pozwala spojrzeć na problem w sposób bardziej de-
terministyczny: „mała liczba scenariuszy prezentuje się wizualnie znacznie lepiej 

19	Zgodnie z definicją zaprezentowaną przez Czerwińskiego i Guzika (1980), prognoza to sąd (tj. 
wypowiedź prawdziwa lub fałszywa, przy czym wartość logiczna tego sądu nie jest z reguły znana 
osobie wypowiadającej tę prognozę) o zajściu określonego zdarzenia w czasie określonym z dokład-
nością do momentu (punktu) lub okresu (przedziału), należącego do przyszłości, przy czym warun-
kiem zastosowania jakiejkolwiek większości metod prognostycznych jest zebranie odpowiedniej 
informacji o przeszłości.
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aniżeli rozkład prawdopodobieństwa” (Durbach, 2014). Ze względu na charakter, 
opracowywane scenariusze można podzielić na scenariusze eksploracyjne – tworzą-
ce ciąg zdarzeń od sytuacji wyjściowej do możliwej przyszłości i uwzględniające 
trendy dominujące w otoczeniu, oraz antycypacyjne – zawierające przewidywany 
obraz przyszłości (Gierszewska i Romanowska, 2017).

Prezentując ideę planowania scenariuszowego, warto zadać sobie pytanie, czy 
w  ramach SP należy też ujmować ewentualną informację o  prawdopodobień-
stwie wystąpienia poszczególnych scenariuszy. Niektórzy autorzy twierdzą, że 
nieodłącznym elementem planowania scenariuszowego powinno być właśnie 
prawdopodobieństwo i że przypisywanie każdemu stanowi konkretnej wielkości 
prawdopodobieństwa (subiektywnego lub obiektywnego) przynosi wiele korzyści, 
między innymi usprawnia cały proces decyzyjny (Millet, 2009; Ravindran i in., 
1987). Inni zaś wręcz przeciwnie – uważają, że informacji o prawdopodobieństwie 
nie uwzględnia się w planowaniu scenariuszowym (Michnik, 2013a, 2013b; Mon-
tibeller i Franco, 2010). Nie uwzględnia się, ponieważ w wypadku SP nie ma wy-
mogu tworzenia wyczerpującego zbioru rozłącznych stanów natury, a taki z kolei 
wymóg występuje w teorii Kołmogorowa.

Na koniec tego podrozdziału powróćmy jeszcze na chwilę do samych wypłat 
towarzyszących poszczególnym parom 〈scenariusz, decyzja〉. Na razie wspomnie-
liśmy o możliwości przedstawienia tychże wypłat w postaci punktowej bądź prze-
działowej w  ramach planowania scenariuszowego. Warto jednak zaznaczyć, że 
niepewność można wyrazić na wiele innych sposobów.

Durbach i Stewart (2012b) wyodrębniają pięć głównych podejść modelowania 
niepewności. Wykorzystują one prawdopodobieństwo, „wagi decyzyjne” (decision 
weights), miary ryzyka (explicit risk measures), liczby rozmyte (fuzzy numbers) 
oraz właśnie scenariusze. Autorzy wspomnianej pracy traktują prawdopodobieństwo 
i planowanie scenariuszowe jako dwie zupełnie niezależne metody. Nie proponują 
oni zatem, podobnie jak Michnik (2013a), przypisywania prawdopodobieństw po-
szczególnym stanom natury. W ramach pierwszej kategorii Durbach i Stewart mają 
także na myśli niektóre rozszerzenia prawdopodobieństwa, np. stopnie wiarygodno-
ści (degrees of belief) (por. też Eriksson i Hajek, 2007; Huber i Schmidt-Petri, 2009; 
Kyburg, 2003). Ich zdaniem wagi decyzyjne (druga kategoria) stanowią zarazem 
rozszerzenie i uogólnienie prawdopodobieństwa. Szacowane są one przez decy-
dentów dla wszystkich scenariuszy. Miary ryzyka z kolei (trzecia kategoria) mają 
za zadanie uwzględnić wpływ niepewności na preferencje decydentów. W owych 
miarach można uchwycić dwa składniki – pierwszy z nich to wartość (np. wartość 
oczekiwana), a drugi to ryzyko z tą wartością związane (np. wariancja, odchyle-
nie standardowe, kwantyle, rozstęp). Liczby rozmyte (czwarta kategoria) służą do 
modelowania tzw. nieprecyzji (imprecision) oraz zewnętrznej i wewnętrznej nie-
pewności (podrozdział 1.2.1). Oprócz liczb rozmytych (Zadeh, 1965) oraz związa-
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nych z nimi rozmytych relacji preferencji i miękkich modeli preferencji20 (Piasecki 
i Świtalski, 1998; Świtalski, 1988, 2002a), coraz większym zainteresowaniem cie-
szą się także skierowane liczby rozmyte (Kosiński, Prokopowicz i Ślęzak, 2003; 
Łyczkowska-Hanćkowiak i  Piasecki, 2018a, 2018b; Łyczkowska-Hanćkowiak, 
2017; Piasecki, 2017a, 2017b), przy czym można je stosować odrębnie dla każdej 
pary 〈scenariusz, decyzja〉 bądź dla każdego wariantu decyzyjnego (bez rozróżnia-
nia scenariuszy). Planowanie scenariuszowe (piąta kategoria) jest więc tylko jedną 
z form opisu niepewności.

1.3.3. Strategie czyste i mieszane

Gdy dysponujemy już zbiorem potencjalnych scenariuszy, zestawem możliwych 
wariantów decyzyjnych i wypłatami dla każdej pary 〈stan, decyzja〉, warto od-
powiedzieć sobie na pytanie, jaki rodzaj strategii nas ostatecznie interesuje. Czy 
zamierzamy w pełni wybrać i zrealizować jedną decyzję, czy też dopuszczamy 
możliwość wyboru pewnej kombinacji przynajmniej dwóch wariantów decyzyj-
nych? W pierwszym wypadku mamy do czynienia ze strategią czystą (pure act, 
pure action), w drugim zaś – ze strategią mieszaną (mixed act, mixed action), tj. 
liniową kombinacją wypukłą strategii czystych (Ignasiak, 1996). Istniejącym re-
gułom decyzyjnym umożliwiającym wybór optymalnej strategii czystej bądź mie-
szanej został poświęcony podrozdział 2.2.

Zauważmy, że matematyczny model optymalizacyjny stosowany do wyłonienia 
odpowiedniej strategii czystej musi się składać z binarnych zmiennych decyzyj-
nych (przy czym każda zmienna dotyczy innej decyzji, a liczba zmiennych równa 
jest liczebności zbioru rozważanych wariantów decyzyjnych) – możliwe wartości 
zmiennych należą do dwuelementowego zbioru {0, 1}. Gdy natomiast celem mo-
delu optymalizacyjnego jest ustalenie właściwej strategii mieszanej, jego zmienne 
decyzyjne powinny być ciągłe i przyjmować wartości z przedziału 〈0, 1〉. Okre-
ślają one udział danej decyzji w całej strategii mieszanej lub częstotliwość, z jaką 
należy realizować ten wariant decyzyjny.

W wielu sytuacjach decyzyjnych natura problemu nie pozwala na realizację 
strategii mieszanej, gdyż poszczególne decyzje wzajemnie się wykluczają. Na 
przykład nieopłacalne jest wykonanie w 40% planu polegającego na budowie sta-
dionu w mieście X i w 60% planu polegającego na budowie centrum handlowego 
w mieście Y, gdyż w wyniku takiego działania żaden wymieniony obiekt budowla-
ny nie mógłby być oddany do użytkowania. Problemom, w których da się wybrać 
i zrealizować strategię mieszaną (np. ustalenie składu portfela papierów warto-

20	Miękkie modele preferencji to modele uwzględniające czynniki niemierzalne, trudno uchwytne.
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ściowych, wyznaczenie struktury upraw), poświęcili swoje prace między innymi: 
Gaspars-Wieloch (2014c, 2015a, 2015e, 2017a), Gilboa (2009), Officer i Ander-
son (1968), Puppe i Schlag (2009), Sikora (2008) oraz Troutt i Pettypool (1989). 
Niezwykle interesujące rozważania na temat wyższości strategii mieszanych nad 
strategiami czystymi znajdziemy w ostatniej wymienionej pracy. Troutt i Pettypool 
podkreślają w niej, że dzięki dywersyfikacji rozwiązania, czyli realizacji pewnej 
kombinacji kilku decyzji, można znacznie zwiększyć zyski. Ich wniosek dotyczy 
oczywiście tylko tych problemów decyzyjnych, dla których możliwe jest poszuki-
wanie zarówno optymalnej strategii mieszanej, jak i optymalnej strategii czystej.

1.3.4. Decyzje realizowane jedno- i wielokrotnie

Kolejna cecha problemu decyzyjnego, od której zależy wybór stosownej reguły de-
cyzyjnej, to jednokrotność bądź wielokrotność realizacji wyłonionej decyzji. Jeżeli 
wskazany wariant ma być wykonany dokładnie raz (one-shot decision (Guo, 2010, 
2011, 2013, 2014; Guo i Ma, 2014)), to tylko jeden scenariusz ma szansę wystąpić. 
Jeżeli natomiast planowane jest wielokrotne wdrożenie wybranej opcji (multi-shot 
decision) w danym przedziale czasowym, to możliwe jest wystąpienie różnych sce-
nariuszy w kolejnych momentach tego okresu. Zauważmy, że drugi przypadek (tj. 
wielokrotną realizację decyzji) można powiązać ze strategiami mieszanymi, pod 
warunkiem że zmienne decyzyjne je opisujące oznaczają częstość występowania 
danego wariantu decyzyjnego (a nie udział tego wariantu w strategii).

Większość reguł decyzyjnych omówionych w rozdziale 2 dotyczy jednak de-
cyzji realizowanych jednokrotnie, gdyż w wypadku decyzji realizowanych wielo-
krotnie kolejne realizacje odbywają się tak naprawdę w innych okolicznościach, 
chociażby dlatego, że już przy drugiej realizacji znane są decydentowi efekty uzy-
skane po pierwszej. Posiadanie tej dodatkowej informacji może zatem go skłonić 
do tego, by na nowo zdefiniować i rozwiązać problem.

1.3.5. Problemy jedno- i wielokryterialne

Dotychczas nasze rozważania opierały się na założeniu, że podmiot decyzyjny przy 
podejmowaniu decyzji w warunkach niepewności kieruje się jednym kryterium 
oceny wariantów. Warto jednak podkreślić, że oprócz jednokryterialnych proble-
mów istotne znaczenie mają także wielokryterialne problemy optymalizacyjne. 
Problematyka wielokryterialnego DMU, tj. MDMU (multi-criteria decision making 
under uncertainty), jest poruszana w bardzo wielu pracach, gdyż w rzeczywistych 
problemach decyzyjnych decydenci najczęściej kierują się więcej niż jednym kry-
terium (Aghdaie, Zolfani i Zavadskas, 2013; Dominiak, 2009; Durbach i Stewart, 
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2012b; Eiselt i Marianov, 2014; Ginevičius i Zubrecovas, 2009; Hopfe, Augenbroe 
i Hensen, 2013; Janjic, Andjelkovic i Docic, 2013; Korhonen, 2001; Lee, 2012; 
Michnik, 2013a, 2013b; Mikhaidov i Tsvetinov, 2004; Montibeller, Gummer i Tu-
midei, 2006; Ram, Montibeller i Morton, 2010; Seker i Zavadskas, 2017; Suo, Li 
i Huang, 2012: Tsaur, Chang i Yen, 2002; Wang i Elhag, 2006; Watkins, McKin-
ney, Lasdon, Nielsen i Martin, 2000).

Gdy rozwiązywany jest wielocelowy problem w warunkach niepewności na pod-
stawie planowania scenariuszowego, decydent ma do dyspozycji nie jedną, lecz P 
macierzy wypłat, gdzie P to liczba rozpatrywanych kryteriów, przy czym lista po-
tencjalnych scenariuszy może być wspólna dla wszystkich kryteriów (tabela 1.3) 
bądź różna (tabela 1.4). W pierwszym przypadku mamy do czynienia z kryteriami 
zależnymi (Michnik, 2011), co oznacza, że jeżeli decydent wybierze wariant A1 
i wystąpi scenariusz S2, to realizacje poszczególnych celów będą równe odpowied-
nio a1

2, 1, a2
2, 1, …, a P2, 1. W drugim przypadku kryteria są niezależne, zatem jeżeli 

podmiot decyzyjny wskaże wariant A1 i wystąpi scenariusz S1
2 w ramach pierw-

szego celu, to realizacja tego celu wyniesie a1
2, 1, natomiast realizacja pozostałych 

kryteriów niekoniecznie musi się wiązać z drugim stanem natury. Przykładowy 
zbiór wypłat może wyglądać następująco: a1

2, 1, a2
3, 1, a3

5, 1, …, a P1, 1.

Tabela 1.3. Macierze wypłat (gra z naturą) – wspólne scenariusze*

Stan 
natury

Kryterium K1 Kryterium Kk Kryterium KP

Decydent Decydent Decydent

A1 Aj An A1 Aj An A1 Aj An

S1 a1
1, 1 a1

1, j a1
1, n a k1, 1 a k1, j a k1, n a P1, 1 a P1, j a P1, n

         

Si a1
i, 1 a1

i, j a1
i, n a ki, 1 a ki, j a ki, n a Pi, 1 a Pi, j a Pi, n

         

Sm a1
m, 1 a1

m, j a1
m, n a km, 1 a km, j a km, n a Pm, 1 a Pm, j a Pm, n

* W tabeli świadomie pominięto kolumny dla pozostałych decyzji i kryteriów, gdyż na ich uwzględ-
nienie nie pozwalają rozmiary strony.

Objaśnienia: n – liczba wariantów decyzyjnych decydenta A; m – liczba scenariuszy (stanów natu-
ry) S; P – liczba kryteriów K; ak

i, j – realizacja kryterium Kk w przypadku wyboru decyzji Aj i zajścia 
scenariusza Si.

Szczegółową analizę problemów jednokryterialnych i  reguł decyzyjnych dla 
tychże problemów przeprowadzono w rozdziale 2, natomiast wielokryterialnego 
podejmowania decyzji dotyczy rozdział 3.
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Tabela 1.4. Macierz wypłat (gra z naturą) – różne scenariusze

Decydent

Stan natury A1 

Aj 

An

Kryterium K1

S1
1 a1

1, 1 

a1
1, j 

a1
1, n

     

S1
i a1

i, 1 

a1
i, j 

a1
i, n

     

S1
m(1) a1

m(1), 1 

a1
m(1), j 

a1
m(1), n



Kryterium Kk

S k1 a k1, 1 

a k1, j 

a k1, n

     

S ki a ki, 1 

a ki, j 

a ki, n

     

S km(k) a km(k), 1 

a km(k), j 

a km(k), n



Kryterium KP

S P1 a P1, 1 

a P1, j 

a P1, n

     

S Pi a Pi, 1 

a Pi, j 

a Pi, n

     

S Pm(P) a Pm(P), 1 

a Pm(P), j 

a Pm(P), n

Objaśnienia: m(k) – liczba scenariuszy (stanów natury) w ramach kryterium Kk, k = 1, …, P.

1.3.6. Nastawienie decydenta do problemu decyzyjnego

W poprzednich podrozdziałach omówiliśmy te elementy problemu decyzyjnego, 
które w wielu wypadkach mogą być takie same dla wszystkich podmiotów decy-
zyjnych, których ten problem dotyczy. Na przykład wszystkim członkom zarządu 
danego przedsiębiorstwa może zależeć na tym, by wybrać jeden projekt inwesty-
cyjny (a nie kombinację kilku projektów), który zostanie wdrożony dokładnie raz 
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(a nie co roku przez pięć lat). Zaprezentowane dotychczas aspekty mają znaczący 
wpływ na wybór odpowiedniej reguły decyzyjnej, za pomocą której da się dany 
problem rozwiązać – różne bowiem reguły stosowane są na przykład dla proble-
mów jedno- i wielokryterialnych czy też dla strategii czystych i mieszanych.

Niniejszy podrozdział ma zupełnie inny charakter – analizowane są w nim aspek-
ty psychologiczne, dotyczące natury decydenta, jego obaw, nadziei, przewidywań, 
preferencji, jego nastawienia do danego problemu decyzyjnego. Będziemy mogli 
więc za chwilę uzmysłowić sobie, że dwaj decydenci, rozwiązujący ten sam pro-
blem, za pomocą tej samej reguły decyzyjnej, na podstawie tej samej macierzy 
wypłat (o ile oczywiście korzystają z macierzy oszacowanej przez tych samych 
ekspertów) i tych samych celów, mogą otrzymać całkowicie odmienne rekomen-
dacje, jeżeli każdy z nich zadeklaruje różne preferencje.

Rozpocznijmy nasze rozważania od użyteczności wypłat. Dla każdego z nas 
nieco inną wartość mają poszczególne zyski i straty zawarte w macierzy wypłat. 
Skoro tak się dzieje, decydenci mogą subiektywnie przypisać jednostki użytecz-
ności poszczególnym pierwotnym wielkościom bądź zastosować jedną z istnieją-
cych funkcji użyteczności (Begg, Fisher i Dornbush, 2007; Gaspars-Wieloch, 2018; 
Ingersoll, 1987; Kahneman i Tversky, 1979; Klimczak, 2003; Malaga, 2012; Ni-
cholson, 1978; Rekowski, 2002; Varian, 2002). Znane są między innymi funkcje 
quasi-liniowe, wykładnicze, potęgowe, logarytmiczne, marginalne czy porządko-
we. Duży wkład w tę dziedzinę wnieśli między innymi Kahneman i Tversky, któ-
rzy uwzględnili w skonstruowanej przez nich funkcji użyteczności to, że decydent 
mocniej odczuwa niezadowolenie ze straty o określonej wartości bezwzględnej niż 
zadowolenie z zysku o tej samej wartości. Temat ten rozwinięto w podrozdziale 2.7.

Z użytecznością ściśle wiąże się punkt referencyjny, który również jest ustala-
ny indywidualnie. Oddziela on subiektywnie korzystne wartości od subiektywnie 
niekorzystnych. Wypłata 5000 zł w ramach danego problemu decyzyjnego może 
zatem dla jednego podmiotu być bardzo atrakcyjną wartością, a dla drugiego – wiel-
kością zupełnie niezadowalającą. Po wyznaczeniu poziomu punktu referencyjne-
go wyjściowe wypłaty mogą zostać przedstawione w postaci względnych wypłat 
– każda wielkość przekraczająca punkt referencyjny służy do obliczenia względ-
nego zysku, natomiast każda wielkość poniżej tego punktu stanowi podstawę do 
obliczenia względnej straty. Punkt referencyjny wykorzystywali w swoich pracach 
między innymi: Bleichrodt (2007), Gaspars-Wieloch (2015c), Gaspars-Wieloch 
i Michalska (2016), Kahneman i Tversky (1979), Kopańska-Bródka i Dudzińska-
-Baryła (2008; 2009), Michalska (2015), Michalska i Dudzińska-Baryła (2015), 
Michalska i Kopańska-Bródka (2015), Schwartz, Goldberg i Hazen (2008) oraz 
Tversky i Kahneman (1992).

Zadaniem użyteczności i punktu referencyjnego jest wyznaczenie subiektywnej 
wartości, jaką mają poszczególne wyjściowe wypłaty. Teraz czas na omówienie 
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narzędzi, za pomocą których decydent może zaprezentować liczbowo swoje przy-
puszczenia związane z przyszłością (swoje przewidywania). Jeżeli eksperci dyspo-
nują zbyt małą wiedzą, by obiektywnie określić prawdopodobieństwa wystąpienia 
poszczególnych stanów, to sami decydenci mogą w sposób subiektywny te wielko-
ści oszacować (podrozdział 1.2.2). Czasem jednak podanie prawdopodobieństwa 
subiektywnego też może się okazać zbyt trudne. Dlatego niektórzy autorzy (Ells-
berg, 1961, 2001; Gaspars-Wieloch, 2013b, 2014a, 2014d, 2014e; Hernández R., 
García G. i Hernández G., 2018; Hurwicz, 1952; Jagodziński, 2014; Perez, Her-
nández R., García G. i Hernández G., 2015) zachęcają decydentów do opisywania 
swego nastawienia do danego problemu decyzyjnego za pomocą współczynni-
ka pesymizmu21 α i współczynnika optymizmu β, przy czym α + β = 1 i 0 ≤ α, 
β ≤ 1. Im bardziej decydent przekonany jest, że w przyszłości wystąpi scenariusz 
z najgorszymi wypłatami, tym niższy jest jego współczynnik optymizmu i wyższy 
współczynnik pesymizmu. Analogicznie opisać można optymistę.

Dla skrajnego pesymisty α = 1 i β = 0, z kolei dla skrajnego optymisty α = 0 
i β = 1. Analizowane parametry mogą być danymi pierwotnymi, na podstawie któ-
rych możliwe jest ustalenie scenariusza (bądź zbioru scenariuszy) czy też wielkości 
(bądź zbioru wielkości) realizacji danego kryterium, o największej, subiektywnej 
szansie wystąpienia. Wspomniane parametry są bardzo wygodnym narzędziem. 
Z jednej strony nie wymagają podawania precyzyjnych informacji o poszczegól-
nych stanach. Z drugiej strony pozwalają jednak decydentowi uwzględnić jego 
stosunek do danej sytuacji decyzyjnej.

W wypadku strategii mieszanych podmiot decyzyjny może wyrazić swoje indy-
widualne preferencje poprzez wprowadzenie dodatkowych warunków do rozwią-
zywanego zadania optymalizacyjnego (podrozdział 4.5). W zadaniu tym zmienne 
decyzyjne oznaczają udziały poszczególnych wariantów decyzyjnych w całej stra-
tegii, dodatkowe warunki zaś mogą określać minimalne bądź maksymalne ogra-
niczenia dla tychże udziałów. W ten sposób decydent pesymista ma szansę nie 
dopuścić do sytuacji, w której w strategii mieszanej dominowałaby na przykład 
decyzja o względnie bardzo dużym rozstępie wypłat lub opcja o względnie bardzo 
niskiej najgorszej wypłacie (podrozdział 2.2.1).

W podrozdziale 1.3.5 wspomniano o możliwości podejmowania decyzji na pod-
stawie więcej niż jednego kryterium. Większa liczba kryteriów stwarza też sytuację, 
w której poszczególne podmioty mogą różnicować swoje preferencje, ponieważ 
ważność każdego celu może być różna w zależności od decydenta. Owo znacze-
nie można prezentować na przykład za pomocą skali porządkowej (np. hierarchia 
celów) lub wag przypisanych do każdego kryterium (np. metakryterium). Te do-
datkowe informacje pozwalają wesprzeć wybraną regułę decyzyjną odpowiednią 

21	Współczynnik pesymizmu zwany jest też współczynnikiem ostrożności.
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metodą programowania wielokryterialnego. Sposobom opisu ważności poszcze-
gólnych celów w analizie wielokryterialnej oraz dyskretnej i ciągłej optymalizacji 
wielocelowej poświęcono bardzo wiele prac, zajmowali się tym między innymi: 
Ehrgott (2005), Nelyubin i  Podinovski (2017), Kaliszewski (2010), Trzaskalik 
(2014a, 2014b) oraz Trzaskalik i Wachowicz (2017).

Kolejna kwestia, którą warto w tej części pracy przedyskutować, to stopień ak-
tywności decydenta. Za decydenta aktywnego (zaangażowanego) uważać będzie-
my osobę, która na różnych etapach procesu decyzyjnego (np. szacowania macierzy 
wypłat, deklarowania poziomu optymizmu, typowania scenariusza/scenariuszy 
o największej subiektywnej szansie wystąpienia, określania zakresu wypłat bar-
dzo korzystnych i bardzo niekorzystnych w ramach danej decyzji, wyznaczania 
supremum i infimum22) chętnie zabiera głos. Z kolei decydenta pasywnego trak-
tować będziemy jako podmiot decyzyjny, któremu zależy na minimalnym zaan-
gażowaniu – deklaruje on jedynie te parametry, które są obowiązkowe. Decydent 
aktywny może w sposób bardziej precyzyjny określić swoje preferencje. Poziom 
zaangażowania podmiotu decyzyjnego ma więc także wpływ na ostatecznie uzy-
skane rekomendacje.

1.3.7. Indywidualne i grupowe podejmowanie decyzji

Wszystkie aspekty poruszone w punktach 1.3.1-1.3.6 były omawiane przy założe-
niu, że tylko jedna jednostka rozwiązuje dany problem decyzyjny, a więc podej-
muje decyzję. Wówczas mamy do czynienia z indywidualnym podejmowaniem 
decyzji (individual decision making, IDM). Warto jednak zdawać sobie sprawę 
z tego, że w wielu sytuacjach wariant decyzyjny wybierany jest przez grupę pod-
miotów, na przykład przez zarząd firmy, pracowników przedsiębiorstwa, członków 
stowarzyszenia czy też przez obywateli danego państwa. Wyznaczenie rozwiązania 
w warunkach niepewności, które jednocześnie byłoby satysfakcjonujące dla całej 
grupy, jest znacznie trudniejszym zadaniem. W wypadku grupowego podejmo-
wania decyzji (group decision making, GDM) konieczne jest uwzględnienie nie 
tylko kryteriów istotnych dla wszystkich decydentów, lecz także ich zróżnicowa-
nych skłonności do ryzyka, ich zróżnicowanych udziałów w procesie decyzyjnym 
(wynikających z funkcji pełnionych w danej grupie). Grupowe podejmowanie de-
cyzji składa się zazwyczaj z większej liczby etapów aniżeli IDM. Odbywa się ono 
w formie dyskusji, wymiany informacji przekazywanych przez specjalistów z róż-
nych dziedzin. Grupowe podejmowanie decyzji jest stosowane zwłaszcza wtedy, 
gdy rozwiązywany problem decyzyjny wymaga znajomości wielu danych i wiąże 
się z dużym ryzykiem rynkowym lub finansowym. Może być ono przeprowadzone 

22	Większość tych elementów szczegółowo omówiono w rozdziale 2.
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w ramach grupy interaktywnej, grupy delfickiej bądź grupy nominalnej. Wśród zalet 
zespołowego podejmowania decyzji wymienia się między innymi: (1) większy za-
sób wiedzy, którym dysponuje cała grupa w stosunku do ilości informacji posiada-
nej przez pojedynczych jej członków; (2) lepsze rozpoznanie problemu i ustalenie 
większej liczby wariantów decyzyjnych; (3) wybór korzystniejszego rozwiązania. 
Słabe strony GDM wynikają z: (1) dłuższego czasu, który należy przeznaczyć na 
cały proces decyzyjny; (2) większych kosztów; (3) możliwości zdominowania gru-
py przez jednostkę; (4) trudności związanych z ustaleniem osoby odpowiedzialnej 
za ewentualne niepowodzenie (Stoner i Wankel, 1996). W literaturze zwraca się 
także uwagę na inne negatywne aspekty (np. syndrom grupowego myślenia, obni-
żenie kreatywności, utrata krytycyzmu co do waloru moralnego projektowanych 
działań) (Griffin, 2010; Koźmiński i Piotrowski, 2013; Supernat, 2005).

1.4. Przyjęte założenia i zakres tematyczny pracy

Podrozdziały 1.2-1.3 uświadamiają nam, jak wiele kwestii jest związanych z po-
dejmowaniem decyzji w warunkach niepewności. Nie sposób byłoby więc zebrać 
i szczegółowo opisać wszystkie możliwe podejścia w jednym opracowaniu. Dla-
tego niniejsza praca dotyczy wybranych obszarów wspomnianego zagadnienia.

W rozważaniach zawartych w dalszej części monografii bliższa jest mi teoria 
ekonomii (aniżeli teoria decyzji), zakładająca, że ryzyko to zagrożenie, możliwość 
wystąpienia niekorzystnych bądź nieoczekiwanych rezultatów, natomiast niepew-
ność to sytuacja, w której decydentowi brakuje pełnej informacji o przyszłych 
zdarzeniach. Nie analizowano jednak wszystkich możliwych klas niepewności – 
skoncentrowano się bowiem wyłącznie na tej kategorii niepewności, w której decy-
dent zna możliwe scenariusze, lecz nie dysponuje wiedzą o prawdopodobieństwie 
ich wystąpienia bądź nie zamierza z tej wiedzy skorzystać (niepewność z niezna-
nymi prawdopodobieństwami). Nawet jeżeli na pewnym etapie procesu decy-
zyjnego pojawiały się wielkości przypominające prawdopodobieństwo, stanowiły 
one wtórne dane zadania, a nie dane pierwotne. Głównym powodem, dla którego 
monografia koncentruje się na problemach decyzyjnych bez znanego prawdopodo-
bieństwa, jest to, że takie właśnie problemy częściej występują w rzeczywistości 
(Benzion, Cohen i Shavit, 2010; Dobrowolski, 2014). Autorka głównie analizo-
wała sytuacje decyzyjne o dużym stopniu nowości23, co implikowało ograniczo-
ną dostępność do wiedzy na temat podobnych sytuacji zaistniałych w przeszłości.

23	Decyzje o dużym stopniu nowości zwane są, zgodnie z podziałem przyjętym przez Stonera 
i Wankela (1996), decyzjami nieprogramowalnymi, tj. decyzjami dotyczącymi problemów występują-
cych zbyt rzadko, by były przedmiotem ustalonej zasady postępowania, ale tak ważnych (niezwykłych, 
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Niekiedy również pojawiają się odwołania do koncepcji szkoły austriackiej, 
która głosi, że prawdopodobieństwa nie da się zaprezentować w sposób liczbowy 
dla pojedynczych zdarzeń. Ta uwaga ma istotne znaczenie w wypadku decyzji re-
alizowanych jeden raz (podrozdział 1.3.4), którym w szczególności poświęcono 
właśnie tę książkę.

W pracy przyjęto, że decydent ma do czynienia z niepewnością zewnętrzną, 
przy czym może ona mieć podłoże zarówno epistemiczne, jak i aleatoryjne.

W podrozdziale 1.2.2 pokazano, jak bardzo zróżnicowane mogą być definicje 
prawdopodobieństwa. W niniejszej pracy prawdopodobieństwo nigdzie nie jest 
traktowane jako pierwotny parametr problemu decyzyjnego, więc właściwie można 
stwierdzić, że nie ma znaczenia, w jaki sposób jest ono pojmowane w monografii. 
Dla porządku, pewne wyjaśnienia zostaną jednak przedstawione. Jeżeli chodzi o to 
nieznane prawdopodobieństwo, to najbliższe jego interpretacji wydają się defini-
cja częstościowa i statystyczna (w analizowanych przypadkach brakowało bo-
wiem danych historycznych, na podstawie których możliwe byłoby wyznaczenie 
takiego prawdopodobieństwa), natomiast ewentualne wielkości wtórne, uzyskane 
za pomocą niektórych reguł decyzyjnych omówionych w rozdziałach 2-3 i mogą-
ce przypominać prawdopodobieństwo, mają charakter subiektywny, przy czym 
ich suma wcale nie jest równa 1.

Mogłoby się wydawać, że skoro praca koncentruje się na decyzjach realizo-
wanych jeden raz, to idealnym rozwiązaniem byłoby odwołanie się do skłonno-
ściowej definicji prawdopodobieństwa, która „radzi sobie” właśnie z „problemem 
pojedynczego zdarzenia”, gdyż każdemu zdarzeniu przypisuje miarę skłonności. 
Jednak ze względu na typ decyzji analizowanych w pracy (charakteryzujących się 
dużym stopniem nowości i niepewności), wyznaczenie wartości tejże miary dla 
poszczególnych stanów byłoby niewykonalne. Decydentom, a nawet ekspertom, 
brakowałoby wiedzy w tym zakresie.

Ustalanie prawdopodobieństwa jest tym bardziej dyskusyjne, że tak naprawdę 
decydent często nie ma w ogóle pewności, czy macierz wypłat, na podstawie któ-
rej zamierza wybrać odpowiedni wariant decyzyjny, pokrywa wszystkie możliwe 
scenariusze, a więc czy analizowane zdarzenia stanowią kompletną przestrzeń zda-
rzeń. Najczęściej dostępna lista scenariuszy jest jedynie wybiórczą listą ustaloną 
przez ekspertów w trakcie planowania scenariuszowego.

W monografii zakładamy również, że decydent nie jest w stanie zdefiniować 
dla danego problemu decyzyjnego parametrów stosowanych w logice rozmytej. 
Nie potrafi na przykład scharakteryzować dla każdej pary 〈scenariusz, decyzja〉 

wyjątkowych), że wymagają szczególnego potraktowania. Przeciwieństwem decyzji nieprogramo-
walnych są decyzje programowalne, podejmowane zgodnie z jakimś zwyczajem, regułą, procedurą 
– dotyczą one powtarzających się sytuacji.



36 1. Specyfika problemów decyzyjnych obarczonych niepewnością

(czy nawet tylko dla każdej decyzji) funkcji przynależności, nośnika i jądra zbio-
ru rozmytego. Zresztą deklarowanie tychże oszacowań dla wszystkich par bądź 
wariantów decyzyjnych byłoby dla podmiotu dość czasochłonne. Zdajemy sobie 
jednak sprawę, że niepewność można też modelować za pomocą logiki rozmytej24.

Wszystkie reguły decyzyjne przedstawione w następnych częściach pracy mają 
bezpośrednie zastosowanie w grach z naturą (podrozdział 1.3.1), przy czym przy-
jęto założenie, że: (1) punktem wyjścia jest planowanie scenariuszowe, (2) ma-
cierz wypłat jest już dana i oszacowana przez ekspertów, (3) wypłaty są ustalane 
punktowo (podrozdział 1.3.2). Na etapie planowania scenariuszowego autorce bliż-
sze było podejście prezentowane przez Durbacha i Stewarta (2012b), Montibellera 
i Franca (2010) oraz Michnika (2013a), zgodnie z którym w ramach SP nie nale-
ży przypisywać prawdopodobieństwa poszczególnym stanom (podrozdział 1.3.2).

W dalszych rozdziałach książki zawarto opisy zarówno reguł decyzyjnych wspie-
rających poszukiwanie optymalnej strategii czystej, jak i procedur umożliwiają-
cych wyznaczenie odpowiedniej strategii mieszanej (podrozdział 1.3.3).

W pracy analizowano zarówno problemy jednokryterialne, jak i wielokryte-
rialne, przy czym rozpatrywano kryteria zależne i niezależne (podrozdział 1.3.5). 
W rozdziale 4 nacisk położono na rozwiązywanie problemów decyzyjnych o du-
żym stopniu nowości, a więc tych, dla których brakuje decydentowi odpowiedniej 
wiedzy i danych historycznych o podobnych sytuacjach decyzyjnych.

Bardzo dużo uwagi poświęcono narzędziom umożliwiającym uwzględnienie 
indywidualnych preferencji decydentów w proponowanych regułach decyzyj-
nych. Odwołano się zatem, między innymi, do użyteczności, punktu referencyjnego, 
współczynnika optymizmu i pesymizmu, ważenia kryteriów oraz do zróżnicowa-
nej aktywności decydentów (podrozdział 1.3.6).

W podrozdziale 1.3.2 wspomniano o pięciu sposobach modelowania niepewno-
ści, które zaproponowali Durbach i Stewart (2012b). Mowa była o prawdopodo-
bieństwie, miarach ryzyka, wagach decyzyjnych, liczbach rozmytych i planowaniu 
scenariuszowym. Biorąc pod uwagę to, że w rozprawie autorka często odwołuje 
się do współczynnika optymizmu i pesymizmu oraz do odchylenia standardowego 
wypłat, można stwierdzić, że według podziału zaprezentowanego przez wspomnia-
nych autorów planowanie scenariuszowe jest główną formą opisu niepewności, 
lecz dodatkowo wspierają ją w wypadku niektórych reguł decyzyjnych dwie inne 
formy: wagi decyzyjne i miary ryzyka.

Cała praca traktuje o metodach znajdujących bezpośrednie zastosowanie w in-
dywidualnym podejmowaniu decyzji, jednakże w podsumowaniu monografii 

24	Logikę rozmytą scharakteryzowali między innymi: Kosko (1994), Novak, Perfilieva i Mockor 
(1999) oraz Rykaczewski (2006).
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zachęca się do wykorzystania chociażby niektórych etapów tychże procedur w gru-
powym podejmowaniu decyzji (podrozdział 1.3.7).

Na koniec tegoż rozdziału warto podkreślić, że w dalszych rozważaniach ście-
rają się dwa podstawowe podejścia wyróżniane w teorii decyzji: podejście norma-
tywne i deskryptywne. Z jednej strony celem prezentowanych reguł decyzyjnych 
było wyznaczenie rozwiązania optymalnego (czyli najlepszego w zbiorze rozwią-
zań dopuszczalnych ze względu na wybrane kryterium) przy założeniu, że decydent 
stara się postępować w pełni racjonalnie, opierając się na dostępnych informacjach 
– jest to charakterystyczne dla podejścia normatywnego. Z drugiej jednak strony 
wspomniane procedury uwzględniają cechy osobowościowe decydenta (np. jego 
skłonność do ryzyka, ocenę użyteczności wypłat) oraz uwarunkowania społeczne 
(np. miejsce decydenta w organizacji), a to z kolei charakterystyczne jest dla po-
dejścia deskryptywnego.



Rozdział 2

Jednokryterialne podejmowanie 
decyzji ekonomicznych

2.1. Wprowadzenie

W drugim rozdziale pracy skupiono się na regułach decyzyjnych mogących wspie-
rać jednokryterialne podejmowanie decyzji w warunkach niepewności. Najpierw 
omówiono istniejące procedury, ich zastosowania oraz mocne i słabe strony. Ko-
lejne podrozdziały zawierają propozycje modyfikacji istniejących podejść bądź 
propozycje zupełnie nowych metod. Powody, dla których powstały wszystkie au-
torskie reguły decyzyjne, są różne. W niektórych wypadkach chodziło o rozszerze-
nie obszaru zastosowań danego pierwotnego podejścia i uzyskanie racjonalnych 
rekomendacji także dla bardzo specyficznych macierzy wypłat. W innych wypad-
kach stworzenie nowej procedury było wynikiem przyjęcia odmiennych wstępnych 
założeń. Końcowe wnioski znajdują się w podrozdziale 2.8. Wszystkie poniższe 
procedury opisano przy założeniu, że decydent kieruje się jednym kryterium mak-
symalizowanym.

2.2. Przegląd i ocena istniejących jednokryterialnych reguł 
decyzyjnych

2.2.1. Klasyczne reguły decyzyjne

Niniejszy podrozdział traktuje o klasycznych regułach decyzyjnych (pierwsza gru-
pa), następny jest poświęcony pozostałym procedurom (grupa druga). Do pierw-
szej grupy zaliczyć można z pewnością regułę Walda (Wald, 1950a, 1950b), regułę 
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max-max, regułę Hurwicza (Hurwicz, 1952), regułę Bayesa (Laplace’a), regu-
łę Savage’a (Savage, 1954, 1961) oraz regułę max-min joy (MJ) (Hayashi, 2006, 
2008). Są one powszechnie znane wśród osób zajmujących się teorią podejmowa-
nia decyzji i metodami ilościowymi w ekonomii, lecz dla porządku zamieszczono 
poniżej ich krótką charakterystykę. Cechy poszczególnych metod zebrano między 
innymi na podstawie prac Chateauneufa, Cohen i Jaffraya (2006), Czerwińskiego 
(1972), Gaspars-Wieloch (2014d, 2018), Ignasiaka (1996); Kaufmanna i Faure’a 
(1965), Sikory (2008) oraz Trzaskalika (2008). Wymienione w książce manka-
menty tychże reguł wynikają w dużej mierze z analiz empirycznych przeprowa-
dzonych przez autorkę.

Celem reguły Walda jest wybór decyzji, której minimalna (najgorsza) wypła-
ta jest maksymalna (tj. najlepsza w  zbiorze najgorszych wypłat ustalonych dla 
wszystkich wariantów). Dlatego reguła ta zwana jest także regułą max-min. Podej-
ście Walda zakłada, że niezależnie od wybranego wariantu decydenta spotka za-
wsze najniższa z wypłat odpowiadających temu wariantowi. Jest to więc podejście 
skrajnie pesymistyczne (ostrożnościowe, asekuranckie), ale inteligentne (Ignasiak, 
1996). Sprowadza się ono do wyznaczenia dla każdej alternatywy wskaźnika wj 
(poziomu bezpieczeństwa):

	 { },minj i ji
w a= ,   j = 1, …, n,� (2.1)

i do wyboru decyzji maksymalizującej ten wskaźnik:

	 * max{ }j jj
w w= ,� (2.2)

gdzie ai, j to wypłata w przypadku wyboru decyzji Aj i zajścia scenariusza Si.
W przeciwieństwie do zasady Walda, reguła max-max jest bardzo optymi-

stycznym (hazardowym) podejściem, w którym decydent zawsze spodziewa się 
wystąpienia najkorzystniejszego stanu natury. Wybiera on zatem decyzję maksy-
malizującą wskaźnik max-max mj (poziom optymizmu):

	 { },maxj i ji
m a= ,    j = 1, …, n,� (2.3)

	 * max{ }j jj
m m= .� (2.4)

W regule Hurwicza (zwanej także regułą kompromisową) przyjmuje się, że 
decydent powinien przeprowadzić ranking decyzji na podstawie średniej ważonej 
poziomu bezpieczeństwa i poziomu optymizmu zgodnie ze wzorem:
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	 hj = α ∙ wj + (1 – α) ∙ mj,    j = 1, …, n, � (2.5)

gdzie:
hj – wskaźnik Hurwicza,
wj i mj – minimalna i maksymalna wypłata związana z j-tą decyzją,
α ∈ [0, 1] – współczynnik pesymizmu.
Dla skrajnych optymistów parametr ten jest bliski zera, z kolei dla skrajnych 

pesymistów współczynnik α dąży do jedności25. Optymalną decyzją jest ta, której 
wartość wskaźnika hj jest najwyższa:

	 * max{ }j jj
h h= .� (2.6)

Reguła Hurwicza powstała z  myślą o  umiarkowanych, umiarkowanie opty-
mistycznych i umiarkowanie pesymistycznych decydentach. Gdy α = 1 (skrajny 
pesymizm), sprowadza się ona do reguły Walda. Natomiast gdy α = 0 (skrajny 
optymizm), daje ona takie same wyniki jak reguła max-max. Współczynnik pesy-
mizmu ustalany jest w sposób subiektywny, najczęściej przez samego decydenta.

Reguła Bayesa, zwana również regułą Laplace’a lub regułą niedostatecznej 
racji (Render, Stair i Hanna, 2006), zakłada, że skoro decydent nie jest w stanie 
określić, który scenariusz ma największe szanse wystąpienia, to może przyjąć, że 
wszystkie stany natury są równoprawdopodobne. Wówczas wystarczy obliczyć dla 
każdej opcji wskaźnik Bayesa jako oczekiwaną wypłatę:

	 ,
1

j i j
i

b a
m

= ∑ ,    j = 1, …, n,� (2.7)

i wybrać tę decyzję, której wskaźnik przyjmuje największą wartość:

	 * max{ }j jj
b b= , � (2.8)

gdzie m to liczba scenariuszy.
Reguła Savage’a nazywana jest także regułą minimalnego żalu, regułą rozcza-

rowania lub regułą min-max i polega na wyborze decyzji minimalizującej maksy-
malną względną stratę na podstawie macierzy względnych strat.

25	Warto podkreślić, że w literaturze parametr α opisuje czasami współczynnik optymizmu decy-
denta, a nie współczynnik jego pesymizmu. Wówczas wzór (2.5) ma oczywiście nieco inną postać 
(Groenewald i Pretorius, 2011; Huynh i in., 2009; Pazek i Rozman, 2009).
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	 { }, , ,maxi j i j i jj
s a a= − ,    j = 1, …, n; i = 1, …, m,� (2.9)

	 { },maxj i ji
s s= ,    j = 1, …, n,� (2.10)

	 * min{ }j jj
s s= ,� (2.11)

gdzie si,  j to względna strata w przypadku wyboru decyzji Aj i zajścia scenariusza Si.
Wreszcie reguła max-min joy (MJ) – sprowadza się ona do wyznaczenia ma-

cierzy względnych zysków:

	 { }, , ,mini j i j i jj
z a a= − ,  j = 1, …, n; i = 1, …, m,� (2.12)

i ustalenia minimalnych względnych zysków dla każdego wariantu decyzyjnego:

	
{ },minj i ji

J z= ,   j = 1, …, n.� (2.13)

Opcja rekomendowana przez tę procedurę to decyzja maksymalizująca mini-
malny względny zysk:

	 * max{ }j jj
J J= ,� (2.14)

gdzie zi,  j to względny zysk w przypadku wyboru wariantu Aj i zajścia stanu Si.
Ostatnie dwie reguły, podobnie jak reguła Walda, zostały stworzone z myślą 

o pesymistach. Celem zasady Savage’a i zasady MJ jest wskazanie tej decyzji, 
która dla żadnego scenariusza nie wypada najgorzej.

Reguła Bayesa jest wykorzystywana do wariantów decyzyjnych realizowanych 
wielokrotnie, a pozostałe wyżej omówione procedury przeznaczone są do wyło-
nienia wariantów realizowanych raz.

Stosowanie poszczególnych reguł może doprowadzić do uzyskania zupełnie od-
miennych rankingów i do wskazania różnych strategii optymalnych. Wybór me-
tody powinien zależeć od preferencji decydenta i przyjętych przez niego założeń.

Wszystkie zaprezentowane dotychczas podejścia dotyczą strategii czystych. 
Jeżeli natomiast dopuszczamy możliwość realizacji strategii mieszanej, wówczas 
konieczne jest rozwiązanie odpowiedniego zadania optymalizacyjnego na podsta-
wie wybranego modelu matematycznego. Poszczególne modele optymalizacyjne 
konstruowane są z uwzględnieniem reguł opracowanych dla strategii czystych. 
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Oto modele najczęściej pojawiające się w literaturze (Sikora, 2008; Troutt i Pet-
typool, 1989).

Model maksymalizujący minimalną gwarantowaną wypłatę (model Walda) 
przyjmuje następującą postać:

	 y → max,� (2.15)

	
,

1

n

i j j
j

a x y
=

≥∑ ,  i = 1, …, m,� (2.16)

	
1

1
n

j
j

x
=

=∑ ,� (2.17)

	 0 ≤ xj ≤ 1,   j = 1, …, n,� (2.18)

gdzie:
y 	 – minimalna gwarantowana wypłata,
xj 	– udział decyzji Aj w strategii mieszanej,
n 	 – liczba decyzji.
Model maksymalizujący średnią wypłatę (model Bayesa) przyjmuje z kolei 

postać:

	
1

max
n

j j
j

b x
=

→∑ ,� (2.19)

	
1

1
n

j
j

x
=

=∑ ,� (2.20)

	 0 ≤ xj ≤ 1,   j = 1, …, n,� (2.21)

gdzie bj nadal oznacza wskaźnik Bayesa, czyli średnią wszystkich wypłat zwią-
zanych z decyzją Aj.

Model maksymalizujący średnią ważoną wypłatę (model Hurwicza) można 
zapisać za pomocą poniższych zależności:

	
1

max
n

j j
j

h x
=

→∑ ,� (2.22)

	
1

1
n

j
j

x
=

=∑ ,� (2.23)

	 0 ≤ xj ≤ 1,   j = 1, …, n,� (2.24)

gdzie hj stanowi wskaźnik Hurwicza wyznaczony dla wariantu Aj.
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Pamiętajmy, że do każdego takiego modelu optymalizacyjnego można dołą-
czyć dodatkowe warunki określające minimalne wymagane bądź maksymalne 
akceptowane udziały poszczególnych opcji w dopuszczalnej strategii mieszanej 
(np. udział decyzji A1 w ostatecznym rozwiązaniu nie może przekroczyć 40%). 
Dzięki nim decydent ma szansę doprecyzować swoje preferencje (podrozdział 
1.3.6). Jeżeli model takich dodatkowych ograniczeń nie posiada, rozwiązanie 
uzyskane za pomocą modelu Bayesa bądź modelu Hurwicza zazwyczaj wskaże 
jakąś strategię czystą.

Podobnie jak w wypadku reguł opracowanych dla strategii czystych, modele 
Walda i Hurwicza mają zastosowanie przy poszukiwaniu optymalnej strategii mie-
szanej realizowanej jeden raz, natomiast model Bayesa jest zalecany dla strategii 
realizowanych wielokrotnie w takiej samej sytuacji decyzyjnej. W modelu Bay-
esa zmienna decyzyjna xj może więc być definiowana w dwojaki sposób (Dobro-
wolski, 2014; Forlicz, 2001): albo jako udział decyzji Aj w strategii mieszanej (np. 
jeżeli x1 = 0,2, x3 = 0,3, x6 = 0,5, to na 20% powierzchni ziemi uprawiać będzie-
my żyto, na 30% obszaru – owies, a resztę działki, czyli 50%, przeznaczymy na 
uprawę pszenicy), albo jako udział decyzji Aj we wszystkich realizacjach (np. 100 
razy realizować będziemy rekomendowaną strategię mieszaną, przy czym 20 razy 
wykonamy plan A1, 30 razy – plan A3, 50 razy – plan A6, a pozostałych opcji nie 
wykonamy ani razu).

Zanim omówimy modyfikacje i rozszerzenia metod klasycznych (patrz kolejny 
podrozdział), warto krótko przeanalizować konstrukcję i znaczenie przedstawio-
nych dotychczas reguł. Wykorzystamy w tym celu różne przykłady zawierające 
dane teoretyczne.

Procedura Walda, uwzględniając jedynie minimalne wypłaty towarzyszące 
poszczególnym opcjom, mocno dyskryminuje wszelkie decyzje charakteryzujące 
się znacznym rozstępem wypłat (a więc wystąpieniem co najmniej jednej względ-
nie bardzo wysokiej wypłaty), jeżeli najniższa z nich jest niższa od minimalnych 
wypłat związanych z pozostałymi wariantami, co wyraźnie pokazuje przykład 1 
(tabela 2.1). Zgodnie z regułą Walda, pesymista powinien oczywiście wybrać de-
cyzję A3, choć tak naprawdę dla żadnego scenariusza decyzja ta nie dominuje nad 
pozostałymi wariantami. Paradoksalne jest więc to, że w każdym przypadku ofe-
ruje ona gorsze wypłaty aniżeli wyniki opcji A1 lub A2.

Przykład 1 pokazuje zatem, że w pewnych okolicznościach (np. wówczas, gdy 
nie ma scenariusza globalnie najgorszego, tj. gorszego od pozostałych stanów dla 
dowolnego wariantu decyzyjnego) nawet skrajny pesymista powinien sceptycznie 
podejść do rekomendacji uzyskiwanych za pomocą reguły Walda.

W przykładzie 2 (tabela 2.2) zachowano te same wypłaty dla poszczególnych 
decyzji, ale zmieniono ich pozycję w macierzy. Tym razem wybór opcji A3 wyda-
wać się może mniej zaskakujący, gdyż istnieje jeden scenariusz (S3), dla którego 
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wariant ten rzeczywiście wypada najlepiej. Niemniej tylko w wypadku zaistnienia 
tego stanu realizacja wariantu decyzyjnego A3 ma sens.

Inna kwestia, która nasuwa się przy analizie konstrukcji tejże metody, to jedna-
kowe traktowanie wszystkich opcji o wspólnej najniższej wypłacie. Wyjaśnimy to 
zjawisko na podstawie przykładu 3 (tabela 2.3). Zauważamy, że minimalne war-
tości są dla wszystkich decyzji równe 1, a to oznacza, że zgodnie z regułą Walda 
nie ma żadnego znaczenia, który wariant zostanie wybrany przez decydenta, gdyż 
każdy z nich jest tak samo dobry. Zdrowy rozsądek każe nam jednak zróżnicować 

Tabela 2.1. Przykład 1 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3

S1 10 000 400 4

S2 10 000 200 3

S3 1 100 5

S4 1 000 000 2 6

S5 500 000 300 7

Tabela 2.2. Przykład 2 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3

S1 10 000 400 4

S2 10 000 200 5

S3 1 2 3

S4 1 000 000 100 6

S5 500 000 300 7

Tabela 2.3. Przykład 3 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3

S1 10 10 1

S2 1 1 10

S3 1 10 10

S4 1 10 1

S5 1 10 1
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ocenę atrakcyjności poszczególnych decyzji, ponieważ szanse wystąpienia najniż-
szej wypłaty nie są takie same.

W podobny sposób można scharakteryzować mankamenty reguły max-max. 
Według tego podejścia wszystkie trzy opcje w przykładzie 4 (tabela 2.4) są tak samo 
dobre, gdyż ich maksymalna wypłata jest w każdym przypadku równa 1 000 000. 
Podmiot racjonalny nigdy jednak nie postawi znaku równości między tymi wa-
riantami – decyzja A1 jest z pewnością gorsza od decyzji A2, ponieważ tylko dla 
jednego scenariusza osiąga wspomnianą wartość (a nie dla czterech), z kolei de-
cyzja A3 wiąże się ze znacznie większym ryzykiem niż pozostałe opcje, gdyż dla 
czterech stanów skazuje decydenta na dotkliwe straty.

Tabela 2.4. Przykład 4 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3

S1 1 1 000 000 –50 000 000

S2 1 1 000 000 –10 000 000

S3 1 1 000 000 –10 000 000

S4 1 000 000 1 000 000 –30 000 000

S5 1 999 999 1 000 000

Reguła max-max nie daje też satysfakcjonującej odpowiedzi w wypadku opty-
malizacji liczby części zamiennych (spare parts quantity problem). Będzie o tym 
mowa w podrozdziale 2.6, ale już teraz wstępnie przedstawimy problem. Otóż, na 
skutek występowania zerowej wypłaty (tj. straty) przy każdej decyzji (tj. podaży 
części zamiennych), ostateczne wskaźniki są dla wszystkich wariantów zawsze 
zerowe, zatem otrzymany ranking jest zupełnie bezużyteczny (Gaspars-Wieloch, 
2016b).

Obu podejściom, tj. regule Walda i regule max-max, Puppe i Schlag (2009) za-
rzucają ryzyko porównywania decyzji jedynie na podstawie jednego scenariusza, 
gdy przedziały wypłat związanych z poszczególnymi stanami nie pokrywają się 
(tj. nie zawierają wspólnych wartości). Taka sytuacja wystąpiła częściowo w przy-
kładzie 2 (tabela 2.2), gdzie najniższe wypłaty pojawią się zawsze w przypadku 
scenariusza S3.

Korzystanie z zasady Hurwicza w podejmowaniu decyzji w warunkach nie-
pewności w większości analizowanych sytuacji decyzyjnych jest rozsądne. Jednak 
warto zaznaczyć, że i ta reguła w bardzo specyficznych przypadkach prowadzi do 
rezultatów sprzecznych z logiką i deklarowanymi przez decydenta preferencjami. 
Niedoskonałości reguły Hurwicza zebrała i  omówiła Gaspars-Wieloch (2012a, 
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2014a, 2014d, 2014e, 2017f, 2017g). Niektóre z nich zostaną tutaj wymienione. 
Najpierw jednak przyjrzyjmy się istocie wspomnianej procedury.

Zauważmy, że wzór (2.5) uwzględnia jedynie skrajne wypłaty. Pośrednie war-
tości, tj. ai, j ∈ ]wj, mj[, nie są w ogóle brane pod uwagę. Nie ma więc znaczenia, 
czy wśród pośrednich wyników dotyczących danej decyzji większość jest bliska 
parametrów wj bądź mj, czy też rozkładają się one w miarę symetrycznie. Pozycja 
konkretnego wariantu decyzyjnego w  rankingu jest zdeterminowana wyłącznie 
przez wj i mj, przy czym wj ≠ mj. Powyższa cecha reguły Hurwicza implikuje dla 
pary wariantów decyzyjnych Ae i Af  następujące konsekwencje:

	 = ∧ > ∧ ∈ ⇒ >( ) ( ) ( [0,1[) ( )e f e f e fw w m m α h h ,� (2.25)

	 = ∧ > ∧ = ⇒ =( ) ( ) ( 1) ( )e f e f e fw w m m α h h ,� (2.26)

	 > ∧ = ∧ ∈ ⇒ >( ) ( ) ( ]0,1]) ( )e f e f e fw w m m α h h ,� (2.27)

	 > ∧ = ∧ = ⇒ =( ) ( ) ( 0) ( )e f e f e fw w m m α h h ,� (2.28)

	 = ∧ = ∧ ∈ ⇒ =( ) ( ) ( [0,1]) ( )e f e f e fw w m m α h h .� (2.29)

Ponadto:

	 )( ) (1 ) (1 )e f e e f f> ⇔ ⋅ + − ⋅ > ⋅ + − ⋅(h h α w α m α w α m ,

	 > ⇔ ⋅ + − ⋅ > ⋅ + − ⋅( ) ( )e f e e e f f fh h α w m α m α w m α m ,

	 > ⇔ ⋅ − + > ⋅ − +( )( ) ( ) ( )e f e e e f f fh h α w m m α w m m ,

	 > ⇔ ⋅ − + > ⋅ − +( )( ) ( ) ( )e f e e f fh h α r m α r m ,

	 > ⇔ − > ⋅ −( )( ) ( )e f e f e fh h m m α r r ,� (2.30)

gdzie re i rf  oznaczają rozstępy między maksymalną a minimalną wypłatą zwią-
zane odpowiednio z decyzjami Ae i Af .

Interesujące jest to, że powyższe implikacje występują zawsze, czyli nawet 
wówczas, gdy decydent jest pesymistą i  zachodzi sytuacja opisana za pomocą 
wzoru (2.31) – wszystkie wypłaty pośrednie opcji Ae są niższe od wypłat pośred-
nich opcji Af :
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Wzór (2.25) ilustruje przykład 5 (tabela 2.5). Chociaż globalna przewaga wa-
riantu A2 nad A1 jest oczywista (A2 w aż czterech przypadkach na pięć daje moż-
liwość realizacji względnie całkiem wysokiego zysku), to dla wszystkich wartości 
współczynnika ostrożności (poza α = 1) opcja A1 wyprzedza wariant A2 w rankin-
gu generowanym za pomocą reguły Hurwicza. Dla skrajnego pesymisty (α = 1) 
wszystkie opcje są tak samo dobre (wzór 2.26).

Tabela 2.5. Przykład 5 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3

S1 1 1 2

S2 2 1 000 000 1

S3 3 999 999 3

S4 1 000 001 999 999 4

S5 4 999 999 5

Analogicznie można wyjaśnić dwie następne zależności. Wzór (2.27) został zi-
lustrowany przykładem 6 (tabela 2.6). Chociaż globalna przewaga wariantu A2 nad 
A1 jest oczywista, to dla wszystkich wartości współczynnika ostrożności (z wyjąt-
kiem α = 0) opcja A1 wyprzedza wariant A2 w rankingu generowanym za pomo-
cą reguły Hurwicza. Dla skrajnego optymisty (α = 0) wszystkie opcje są tak samo 
dobre (wzór 2.28).

W przykładzie 7 (tabela 2.7) ilustrującym sytuację opisaną za pomocą za-
leżności (2.31), niezależnie od poziomu współczynnika pesymizmu, decyzje A1 
i A2 są równoważne (patrz wzór 2.29), choć przewaga wariantu A2 nad A1 jest 
kolosalna. Opcja A2 daje też, nawet pesymistom, znacznie większe poczucie  
bezpieczeństwa.
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Skrajnym przypadkiem, niezwykle rzadko występującym w praktyce, może być 
sytuacja, w której nierosnące m-elementowe ciągi wypłat związanych z rozpatry-
wanymi wariantami spełniają warunki:
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przy czym we = wf i me = mf. Taką strukturę wypłat ukazuje przykład 8 (tabe-
la 2.8). Podmiot postępujący racjonalnie stwierdziłby pewnie, że tylko w przy-
padku skrajnego pesymisty (α = 1) bądź skrajnego optymisty (α = 0) obie opcje 
(tj. A1 i A2) można potraktować równoważnie. Tymczasem reguła Hurwicza przy-
pisuje im identyczną wartość wskaźnika (a więc taką samą pozycję w rankingu) 
dla dowolnego poziomu współczynnika ostrożności. Kierując się zatem zdrowym 

Tabela 2.6. Przykład 6 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3

S1 5 1 000 000 1

S2 2 1 1 000 000

S3 3 999 999 1

S4 1 000 000 999 999 1

S5 4 999 999 1

Tabela 2.7. Przykład 7 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2

S1 2 999 999

S2 1 1

S3 3 999 999

S4 1 000 000 1 000 000

S5 4 999 999
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rozsądkiem, mamy prawo podać w wątpliwość takie rekomendacje. To przecież 
decyzja A2 wydaje się bardziej pożądana, gdyż w aż czterech przypadkach na pięć 
daje możliwość realizacji maksymalnego zysku.

Tabela 2.8. Przykład 8 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2

S1 1 1 000 000

S2 1 1

S3 1 1 000 000

S4 1 000 000 1 000 000

S5 1 1 000 000

Warto w tym momencie podkreślić, że reguła Hurwicza, niezależnie od wartości 
współczynnika pesymizmu, pomija informację nie tylko o pośrednich wypłatach, 
lecz także o częstotliwości występowania – w multizbiorze26 wszystkich wypłat 
związanych z danym wariantem decyzyjnym – wypłat bliskich parametrów wj i mj. 
Taka konstrukcja procedury przyczynia się do uzyskiwania w niektórych przypad-
kach niezwykle zaskakujących rekomendacji i rankingów.

Mankamenty reguły Hurwicza są dotkliwe głównie dla umiarkowanych i skraj-
nych pesymistów. Uzasadnienie powyższego stwierdzenia znajdziemy w pracy Ga-
spars-Wieloch (2014d). Otóż decydent optymista (o współczynniku pesymizmu 
bliskim lub równym zero), a więc osoba zakładająca, że czeka ją najwyższa bądź 
prawie najwyższa wypłata związana z podjętą decyzją, nie przejmuje się zbytnio 
wielkością pozostałych, niższych wypłat. Taki podmiot nie poszukuje za wszelką 
cenę bezpiecznych wariantów decyzyjnych (w pracy przyjmujemy, że decyzja jest 
tym bardziej bezpieczna, im jej wypłaty pośrednie są bliższe wypłaty maksymal-
nej). Rekomendowane przez regułę Hurwicza opcje dla decydenta optymisty od-
zwierciedlają więc raczej jego preferencje. Poważny problem pojawia się wtedy, 
gdy współczynnik pesymizmu decydenta rośnie, a więc gdy w procesie decyzyjnym 
udział bierze pesymista. Postawa pesymisty wyraża się w skłonności do dostrzega-
nia tylko ujemnych stron życia, do negatywnej oceny rzeczywistości i przyszłości. 
Stosunek pesymisty do świata jest nacechowany lękiem i poczuciem bezsilności 
(Garewicz, 1989). Pesymista spodziewa się, że spotka go raczej scenariusz związa-
ny z niską wypłatą. Skoro tak jest, to pesymista stara się unikać decyzji, dla których 
większość scenariuszy oferuje niskie wypłaty. Takie warianty decyzyjne nazywać 

26	Multizbiór (wielozbiór) to zbiór, w którym dany element może występować wiele razy.
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będziemy w skrócie decyzjami niebezpiecznymi. Tymczasem okazuje się, że im 
wyższy współczynnik ostrożności, tym gorzej w rankingu ustalonym na podsta-
wie zasady Hurwicza uwzględniane jest ostrożnościowe podejście decydenta. Po-
wróćmy na chwilę jeszcze raz do rozpatrywanej wcześniej pary decyzji Ae i Af . 
Ze wzorów (2.25) i (2.27) wynika, że ta reguła nigdy nie zarekomenduje osobom 
o wysokim współczynniku pesymizmu decyzji Af , nawet wówczas, gdyby wy-
stąpił przypadek (2.31) lub (2.32)-(2.33), a różnice me – mf  (wzór 2.25) i we – wf  
(wzór 2.27) były bliskie zera, choć wiadomo, że pesymista postępuje ostrożnie i woli 
wybierać decyzje bezpieczne. Według reguły Hurwicza decyzja A1 w przykładzie 5 
(tabela 2.5) jest we wszystkich przypadkach (tzn. dla wszystkich wartości parame-
tru α) nie gorsza od wariantu A2, tymczasem ta pierwsza jest dość niebezpieczna. 
Tylko dla scenariusza S4 daje ona nieco lepszy wynik niż opcja A2 (1 000 001 > 
999 999), a dla stanu S1 oferuje taką samą wypłatę (1 = 1), natomiast dla pozosta-
łych scenariuszy (tj. S2, S3 i S5) opcja A1 wypada przecież bardzo słabo na tle A2 
(2 < 1 000 000; 3 < 999 999; 4 < 999 999). Dla pesymisty wybór decyzji A1 byłby 
więc raczej nieracjonalnym posunięciem, dlatego proponowane przez omawianą 
procedurę rozwiązania są niekiedy zdumiewające.

Skoro w regule Hurwicza ważne są tylko skrajne wypłaty, nasuwa się wniosek, 
że powinno się ją raczej stosować w problemach, w których dla każdej j-tej de-
cyzji wszystkie (a nie tylko niektóre) wypłaty z przedziału [wj , mj] są możliwe, 
a więc gdy liczba scenariuszy jest nieskończona. Natomiast w wypadku zadań ze 
skończoną liczbą wypłat reguła Hurwicza owszem, dobrze uwzględnia preferencje 
decydenta, lecz jedynie wtedy, gdy dla każdego wariantu decyzyjnego rozkład wy-
płat jest w miarę symetryczny, tj. gdy nie występują w nadmiarze wartości zbliżone 
do jednej ze skrajnych wypłat (Gaspars-Wieloch, 2014a, 2014d). W pracy poję-
cie „rozkładu” pojawia w dwóch znaczeniach. Pisząc o „rozkładzie prawdopodo-
bieństwa” będziemy mieli na myśli miarę probabilistyczną określoną na zbiorze 
wartości pewnej zmiennej losowej (czyli funkcji przypisującej liczby zdarzeniom 
elementarnym) i przypisującą prawdopodobieństwa wartościom tej zmiennej. Na-
tomiast pojęcie rozkładu wypłat (rozkładu wartości) będziemy rozumieli jako spo-
sób, w jaki oddalone są od siebie poszczególne wypłaty związane z daną decyzją. 
Wariant decyzyjny charakteryzuje się idealnie symetrycznym rozkładem wypłat, 
gdy średnia tych wartości jest równa dominancie (tj. wartości najczęściej występu-
jącej) i medianie (tj. mierze centralnej dzielącej rozkład na dwie równe części). Im 
bardziej rozkład wypłat jest asymetryczny, tym bardziej widoczna jest jego asyme-
tria prawo- lub lewostronna (w postaci wydłużonego prawego lub lewego ramienia 
rozkładu). Kształt takiego rozkładu można wówczas badać za pomocą współczyn-
nika skośności (przyjmuje on wartości dodatnie w wypadku asymetrii prawostron-
nej i ujemne w wypadku asymetrii lewostronnej). Pojęcie rozkładu wypłat nie ma 
więc (a przynajmniej nie musi mieć) nic wspólnego z prawdopodobieństwem.
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Analizując dogłębnie regułę Hurwicza, warto się jeszcze pochylić nad kwestią 
związaną z rozwiązaniami niezdominowanymi27. Rozwiązania niezdominowane 
są oczywiście pojęciem używanym głównie w optymalizacji wielokryterialnej, 
zatem na pierwszy rzut oka odwoływanie się do tego terminu w kontekście jed-
nokryterialnego podejmowania decyzji w warunkach niepewności może się wyda-
wać niestosowne. Zauważmy jednak, że jeżeli poszczególne kryteria, na podstawie 
których oceniana jest dana decyzja, zastąpimy kolejnymi scenariuszami mogącymi 
wystąpić w przyszłości, to korzystanie z tego pojęcia może mieć sens. Gdybyśmy 
więc założyli, że wszystkie potencjalne decyzje rozpatrywane w danej macierzy 
wypłat są optymalne w sensie Pareta, to oczekiwalibyśmy, że ranking tych de-
cyzji generowany za pomocą reguły Hurwicza będzie, wraz ze zmianą poziomu 
współczynnika ostrożności, również ulegał zmianom. Wzór (2.30) jednak jasno 
pokazuje, że kolejność wariantów decyzyjnych w rankingu zależy jednocześnie 
od trzech czynników: współczynnika pesymizmu zadeklarowanego przez decy-
denta, wartości skrajnych i  rozstępów wypłat dotyczących poszczególnych de-
cyzji. Niemniej biorąc pod uwagę fakt, że dwa ostatnie wymienione elementy są 
stałe, w niektórych problemach decyzyjnych, w których rozpatrywane są jedynie 
decyzje niezdominowane, ranking (wraz ze zmianą poziomu parametru α) będzie 
się zmieniał bardzo rzadko.

Do zobrazowania tego aspektu wykorzystamy przykład 9 (tabela 2.9), zaczerp-
nięty z pracy Gaspars-Wieloch (2017f). Mając na względzie wyjaśnienia dotyczące 
optymalności w sensie Pareta w kontekście jednokryterialnych decyzji podejmowa-
nych w warunkach niepewności, można stwierdzić, że warianty decyzyjne A1–A4 są 
niezdominowane (pierwsza opcja dominuje nad pozostałymi w przypadku scenariu-
sza S1, druga opcja jest najlepsza w ramach S2, trzecia – dla S3, a czwarta dla S4).

27	Rozwiązanie niezdominowane (zwane również rozwiązaniem efektywnym, sprawnym lub 
optymalnym w sensie Pareta) jest to takie rozwiązanie, że znalezienie innego lepszego rozwiąza-
nia z punktu widzenia jednej funkcji celu pociągnęłoby za sobą pogorszenie realizacji innego kry-
terium.

Tabela 2.9. Przykład 9 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4

S1 3 0 –3 –6

S2 3 6 3 0

S3 3 6 9 6

S4 3 6 9 12

Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2017f.
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Tabela 2.10 zawiera wartości wskaźnika Hurwicza dla wszystkich czterech de-
cyzji przy różnych poziomach współczynnika ostrożności. Szarym kolorem za-
znaczono najwyższe wartości tego wskaźnika. Ranking otrzymany na podstawie 
reguły Hurwicza tylko raz ulega zmianie (nie licząc fazy „przejściowej” α = 0,5, 
kiedy to wszystkie warianty plasują się na pierwszej pozycji). Decyzja A1 zajmu-
je pierwszą pozycję, gdy α ∈ ]0,50, 1,00], natomiast dla α ∈ [0,00, 0,50[ pierwsze 
miejsce przejmuje opcja A4. W przykładzie zaskoczyła więc nas mała wrażliwość 
rankingów na zmiany wielkości współczynnika pesymizmu.

Tabela 2.10. Przykład 9 – wartości wskaźnika Hurwicza

Współczynnik 
pesymizmu 

Decyzja

A1 A2 A3 A4

1,00 3,00 0,00 –3,00 –6,00

0,95 3,00 0,30 –2,40 –5,10

0,90 3,00 0,60 –1,80 –4,20

0,85 3,00 0,90 –1,20 –3,30

0,80 3,00 1,20 –0,60 –2,40

0,75 3,00 1,50 0,00 –1,50

0,70 3,00 1,80 0,60 –0,60

0,65 3,00 2,10 1,20 0,30

0,60 3,00 2,40 1,80 1,20

0,55 3,00 2,70 2,40 2,10

0,50 3,00 3,00 3,00 3,00

0,45 3,00 3,30 3,60 3,90

0,40 3,00 3,60 4,20 4,80

0,35 3,00 3,90 4,80 5,70

0,30 3,00 4,20 5,40 6,60

0,25 3,00 4,50 6,00 7,50

0,20 3,00 4,80 6,60 8,40

0,15 3,00 5,10 7,20 9,30

0,10 3,00 5,40 7,80 10,20

0,05 3,00 5,70 8,40 11,10

0,00 3,00 6,00 9,00 12,00

Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2017f.
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Reguła Hurwicza, mimo wielu zaobserwowanych niedoskonałości, ma jednak 
znaczącą przewagę nad wszystkimi pozostałymi procedurami klasycznymi. Jako 
jedyna ma charakter uniwersalny. Może być stosowana, przynajmniej teoretycznie, 
zarówno przez optymistów, umiarkowanych decydentów, jak i przez pesymistów.

Na tle wcześniej omówionych reguł bardzo przyzwoicie wypada zasada Bayesa. 
Nie można jej zarzucić pomijania pośrednich wypłat związanych z poszczególnymi 
wariantami, ponieważ bierze ona właśnie pod uwagę wszystkie wypłaty (w postaci 
średniej arytmetycznej). Pamiętajmy jednak, że uśrednianie wszystkich wyników 
skazuje tę procedurę na zupełnie inny obszar zastosowań. Reguły Bayesa nie po-
winno się raczej używać w wypadku wariantów decyzyjnych realizowanych jeden 
raz (Guzik, 2009)28. To bardzo poważne ograniczenie, gdyż ze względu na szyb-
ko zmieniającą się rzeczywistość w większości problemów dominuje założenie, że 
wybrany wariant należy realizować tylko jeden raz (Guo, 2010, 2011, 2013, 2014; 
Guo i Ma, 2014). Drugim mankamentem metody jest brak możliwości uwzględnie-
nia nastawienia decydenta do danego problemu decyzyjnego – reguła ta rekomen-
duje to samo rozwiązanie pesymistom, umiarkowanym decydentom i optymistom.

W związku z tym, że zasada Bayesa, jako jedyna, odwołuje się do prawdopodo-
bieństwa, postrzegana jest czasem jako procedura opracowana dla innego poziomu 
niepewności, tj. niepewności z znanymi prawdopodobieństwami29.

Niezwykle interesująca jest konstrukcja ostatnich dwóch wymienionych reguł 
klasycznych. Reguła Savage’a i reguła max-min joy są bardzo do siebie podobne. 
Obie wymagają przekształcenia pierwotnej macierzy wypłat w celu wygenerowania 
odpowiednio macierzy względnych strat i macierzy względnych zysków (w obu 
wypadkach wielkości te są podawane jako liczby nieujemne). Pierwsza z nich mini-
malizuje maksymalne względne straty, a więc punktem odniesienia w ramach każ-
dego scenariusza jest najlepsza wypłata (analizowana jest różnica między wypłatą 
uzyskaną dla danej decyzji a wypłatą, którą można by osiągnąć, gdyby wybrany 
został najlepszy wariant decyzyjny). Z kolei reguła MJ maksymalizuje minimalne 
względne zyski, zatem punktem odniesienia w obrębie każdego stanu jest najgor-
sza wypłata (analizowana jest różnica między wypłatą uzyskaną dla danej opcji 
a wypłatą, którą można by osiągnąć, gdyby wybrany został najgorszy wariant de-
cyzyjny). Mimo że zasada max-min joy może wydawać się symetrycznym odbi-
ciem zasady Savage’a, znane są jednak problemy decyzyjne, w których metody 
te rekomendują inne warianty i prowadzą do otrzymania odmiennych rankingów 

28	Autor cytowanej pracy stwierdza: „Liczenie średniej ma sens dopiero wtedy, gdy wszystkie 
stany natury mogą się zrealizować w analizowanym okresie. […] Gdybyśmy konstruowali strategię 
na dłuższy okres, w którym należy się liczyć z «pełną» zmiennością stanów, analizę można byłoby 
oprzeć na kryterium Bayesa”.

29	Oczywiście, w  ramach teorii decyzji taka sytuacja jest nazywana podejmowaniem decyzji 
w warunkach ryzyka (podrozdział 1.2.1).
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(Gaspars-Wieloch, 2014b, 2018). Sytuację tę przedstawimy na podstawie przykła-
du 10 (tabela 2.11). Względne straty wyznaczono w tabeli 2.12, a względne zyski 
zawiera tabela 2.13. Według reguły Savage’a ranking powinien być następujący: 
I – A2, II – A3, III – A1, z kolei zastosowanie reguły MJ prowadzi do otrzymania 
rankingu: I – A3, II – A1 i A2.

Tabela 2.11. Przykład 10 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 5 1 2

S2 2 0 3

S3 3 10 4

S4 0 4 4

S5 7 2 6

Tabela 2.12. Przykład 10 – macierz względnych strat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 0 4 3

S2 1 3 0

S3 7 0 6

S4 4 0 0

S5 0 5 1

Maksymalna względna strata 7 5 6

Tabela 2.13. Przykład 10 – macierz względnych zysków

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 4 0 1

S2 2 0 3

S3 0 7 1

S4 0 4 4

S5 5 0 4

Minimalny względny zysk 0 0 1
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Dość poważnym zastrzeżeniem formułowanym w odniesieniu do reguły Sava-
ge’a i reguły max-min joy jest ryzyko uzyskania zupełnie odwróconego rankingu 
po usunięciu wybranej decyzji ze zbioru potencjalnych wariantów decyzyjnych. 
Taka wrażliwość rankingu wielu badaczom wydaje się nieracjonalna. W tabelach 
2.14-2.17 przedstawiono sytuację, w której po wyeliminowaniu opcji A3, decyzja 
A1 z trzeciego miejsca w pierwotnym rankingu uzyskanym za pomocą reguły Sa-
vage’a (przykład 11, tabela 2.15, ranking: I – A2, II – A3, III – A1) przeniosła się 
w nowym rankingu … na pierwsze miejsce (przykład 12, tabela 2.17, ranking: I – 
A1, II – A2). Ten fenomen pojawia się wówczas, gdy z listy możliwych decyzji zni-
ka wariant, który dla co najmniej jednego scenariusza osiągał względnie najwyższy 
wynik, a ten z kolei generował znaczące względne straty dla pozostałych decyzji 
w ramach danego stanu. W przykładzie 11 decyzja A3 osiąga wypłatę równą 10 dla 
scenariusza S3 i to właśnie ta wypłata jest odpowiedzialna za pojawienie się wyso-
kiej względnej straty w wariancie A1 (jest ona równa 7). Gdy tylko pominiemy opcję 
A3 (przykład 12), znika jednocześnie wspomniana wysoko postawiona poprzecz-
ka (10) i towarzyszące jej duże względne straty dla alternatywnych decyzji (7 i 5).

Tabela 2.14. Przykład 11 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 5 3 2

S2 2 0 3

S3 3 5 10

S4 10 5 4

S5 7 2 6

Tabela 2.15. Przykład 11 – macierz względnych strat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 0 2 3

S2 1 3 0

S3 7 5 0

S4 0 5 6

S5 0 5 1

Maksymalna względna strata 7 5 6
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Tabela 2.16. Przykład 12 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2

S1 5 3

S2 2 0

S3 3 5

S4 10 5

S5 7 2

Tabela 2.17. Przykład 12 – macierz względnych strat

Stan 
Decyzja

A1 A2

S1 0 2

S2 0 2

S3 2 0

S4 0 5

S5 0 5

Maksymalna względna strata 2 5

W kolejnych czterech tabelach (2.18-2.21) zaprezentowano sytuację, w której 
po wyeliminowaniu wariantu A3 decyzja A2 zajmująca drugie, a zarazem ostatnie 
miejsce w pierwotnym rankingu otrzymanym przy użyciu zasady MJ (przykład 13, 
tabela 2.19, ranking: I – A1, II – A2 i A3) przenosi się w nowym rankingu na pierw-
sze miejsce, ex aequo z opcją A1 (przykład 14, tabela 2.21, ranking: I – A1 i A2), 
choć poziom jej minimalnego względnego zysku po tej zmianie w ogóle się nie 
zmienił – nadal wynosi 0!

Tabela 2.18. Przykład 13 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 6 3 2

S2 3 0 0

S3 7 9 4

S4 10 5 6

S5 7 2 6
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Tabela 2.19. Przykład 13 – macierz względnych zysków 

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 4 1 0

S2 3 0 0

S3 3 5 0

S4 5 0 1

S5 5 0 4

Minimalny względny zysk 3 0 0

Tabela 2.20. Przykład 14 – macierz wypłat 

Stan 
Decyzja

A1 A2

S1 6 3

S2 3 0

S3 7 9

S4 10 5

S5 7 2

Tabela 2.21. Przykład 14 – macierz względnych zysków

Stan 
Decyzja

A1 A2

S1 3 0

S2 3 0

S3 0 2

S4 5 0

S5 5 0

Minimalny względny zysk 0 0

W pracy Gaspars-Wieloch (2014b) konstrukcja reguły MJ została dodatkowo 
przeanalizowana ze względu na jeszcze inny ciekawy aspekt. Otóż bardzo często 
nie da się za pomocą tego podejścia uzyskać sensownego rankingu. Owa sytuacja 
występuje wówczas, gdy minimalne względne zyski dla wszystkich rozpatrywanych 
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wariantów decyzyjnych są równe 0. Tabela 2.22 (przykład 15) zawiera dane doty-
czące takiego przypadku. Według reguły max-min joy decydent może wybrać do-
wolną opcję, gdyż każda z nich uzyskała taki sam poziom wskaźnika, tzn. zerowy 
minimalny względny zysk (tabela 2.23). Czy jest to logiczne, racjonalne? Przecież 
decyzja A1, w przeciwieństwie do pozostałych, nie odnotowuje żadnej straty, a suma 
jej potencjalnych wypłat przewyższa średnio dziewięciokrotnie sumy potencjalnych 
wypłat towarzyszących pozostałym opcjom! Powodem, dla którego wszystkie wa-
rianty osiągają zerowe wskaźniki, jest obecność przynajmniej jednego względnie 
najniższego wyniku w ramach każdej decyzji. Opcja A1 osiąga najgorszy wynik 
(tj. 9) dla scenariusza S3 i dlatego właśnie jej względny zysk przy tym stanie natu-
ry wynosi 0. Opcja A2 osiąga najgorszy wynik (tj. –10) dla scenariusza S2, więc jej 
względny zysk przy tym stanie również wynosi 0 itd. Zatem gdy dana decyzja jest 
choć w jednym przypadku najgorsza, wówczas nawet bardzo wysokie względne zy-
ski dla pozostałych zdarzeń nie mają żadnego znaczenia! Obecność samych zero-
wych wskaźników MJ dla wszystkich rozpatrywanych wariantów z pewnością nie 
ułatwia decydentowi podjęcia ostatecznej decyzji. Zaobserwowany defekt w proce-
durze max-min joy dość mocno zawęża obszar możliwych zastosowań tejże metody.

Tabela 2.22. Przykład 15 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 36 3 –2 4 8

S2 24 –10 9 2 7

S3 9 12 9 9 13

S4 12 5 6 1 –21

S5 25 2 6 –5 7

Tabela 2.23. Przykład 15 – macierz względnych zysków

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 38 5 0 6 10

S2 34 0 19 12 17

S3 0 3 0 0 4

S4 33 26 27 22 0

S5 30 7 11 0 12

Minimalny względny zysk 0 0 0 0 0
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Kolejna kwestia związana z dwiema ostatnimi wymienionymi regułami klasycz-
nymi, czyli z regułą Savage’a i regułą MJ, została poruszona przez Gaspars-Wieloch 
(2018). Są one jedynymi procedurami, w których ostateczny ranking wariantów de-
cyzyjnych istotnie zależy od struktury macierzy wypłat. Wystarczy jedynie zmienić 
kolejność wypłat związanych z poszczególnymi opcjami (a więc przypisać pierwot-
ne wartości innym scenariuszom), aby otrzymać zupełnie inny ranking! W obu tych 
regułach, w przeciwieństwie do innych reguł klasycznych, wartości wskaźników 
obliczonych dla poszczególnych decyzji zależą nie tylko od zbiorów wypłat zwią-
zanych z tymi opcjami, lecz także od kolejności tychże wypłat w macierzy. Zjawi-
sko to dla reguły Savage’a przedstawiają tabele 2.14-2.15 (przykład 11) i 2.24-2.25 
(przykład 16). Z kolei dla reguły max-min joy podobną sytuację można prześledzić, 
porównując tabele 2.26-2.27 (przykład 17) z tabelami 2.28-2.29 (przykład 18).

Przykład 16 różni się od przykładu 11 tym, że w pierwszym przestawiono wy-
płaty w kolumnie dotyczącej decyzji A1. Ta drobna modyfikacja struktury macierzy 
wypłat doprowadziła do istotnych zmian w rankingu wygenerowanym za pomocą 
reguły Savage’a. Pierwotny ranking wyglądał następująco: I – A2, II – A3, III – A1, 
natomiast nowy ranking przyjął taką postać: I – A3, II – A1, III – A2.

Tabela 2.24. Przykład 16 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 5 3 2

S2 10 0 3

S3 2 5 10

S4 3 5 4

S5 7 2 6

Tabela 2.25. Przykład 16 – macierz względnych strat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 0 2 3

S2 0 10 7

S3 8 5 0

S4 2 0 1

S5 0 5 1

Maksymalna względna strata 8 10 7
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Tabela 2.26. Przykład 17 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 3 1 0

S2 10 9 6

S3 7 5 4

S4 8 9 6

S5 6 3 2

Tabela 2.27. Przykład 17 – macierz względnych zysków

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 3 1 0

S2 4 3 0

S3 3 1 0

S4 2 3 0

S5 4 1 0

Minimalny względny zysk 2 1 0

Stosując regułę MJ dla dwóch bardzo podobnych przykładów (17 i 18), również 
uzyskujemy odmienne rankingi. W obu sytuacjach zbiory wypłat dla kolejnych opcji 
są identyczne. W przykładzie 18 przestawiono jedynie „3” z „10” (decyzja A1) oraz 
„9” z „3” (decyzja A2) i to wystarczy, by diametralnie zmienić pozycje wariantów 
decyzyjnych w rankingu. W przykładzie 17 poszczególne decyzje otrzymały różne 
oceny: I – A1, II – A2, III – A3. Natomiast w przykładzie 18 decyzje z tymi samy-
mi wypłatami, lecz podanymi w nieco innym ustawieniu, uzyskały oceny równo-
rzędne: I – A1, A2 i A3.

Zaobserwowane zjawisko może być oceniane pozytywnie lub negatywnie (sze-
rzej na ten temat w podrozdziale 2.5). W pracy traktować będziemy tę cechę raczej 
jako atut, gdyż wrażliwość rekomendacji na strukturę macierzy wypłat jest równo-
znaczna z możliwością uwzględnienia w rankingach informacji o pozycji poszcze-
gólnych wypłat względem pozostałych wyników występujących w ramach danego 
stanu natury. W tym kontekście pierwsza omówiona cecha reguły Savage’a i regu-
ły max-min joy (tabele 2.14-2.21), dotycząca możliwości uzyskania odwróconego 
rankingu na skutek wykluczenia jednej decyzji ze zbioru pierwotnie rozpatrywa-
nych wariantów (a więc na skutek pewnej bardzo specyficznej zmiany struktury 
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macierzy wypłat), niekoniecznie musi być traktowana jako ograniczenie metod – 
może jest to właśnie ich mocna strona.

W pewnych sytuacjach rekomendacje uzyskiwane za pomocą reguły Savage’a 
i reguły Walda mogą być różne, choć obie metody opracowano dla pesymistów. 
Wynika to z faktu, że w pierwszym przypadku wartości wskaźników obliczonych 
dla wszystkich wariantów decyzyjnych zależą od struktury macierzy wypłat, nato-
miast w drugim przypadku taka zależność nie występuje (Giocoli, 2013).

Ogólna uwaga krytyczna kierowana do wszystkich procedur klasycznych opraco-
wanych dla gier z naturą i wykorzystujących maksymalne bądź minimalne wypłaty 
dotyczące poszczególnych opcji to przyjęcie nieracjonalnych wstępnych założeń. 
Reguły te są tak skonstruowane, jakby zakładały, że natura jest świadomym graczem 
(przeciwnikiem), który zmienia swoją „decyzję” (czyli tak naprawdę scenariusz) 
w zależności od wariantu wybranego przez decydenta (czyli jedynego faktycznego 
gracza), co jest sprzeczne z założeniem o neutralności natury (Luce i Raiffa, 1957; 
Milnor, 1954; Officer i Anderson, 1968). Ową nieuzasadnioną zmienność („perso-
nalizację”) natury wyjaśnimy na podstawie przykładu 6 (tabela 2.6). Maksymalne 
i minimalne wypłaty potrzebne do wyznaczenia wskaźnika Walda, max-max lub 

Tabela 2.28. Przykład 18 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 10 1 0

S2 3 9 6

S3 7 5 4

S4 8 3 6

S5 6 9 2

Tabela 2.29. Przykład 18 – macierz względnych zysków

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 10 1 0

S2 0 6 3

S3 3 1 0

S4 5 0 3

S5 4 7 0

Minimalny względny zysk 0 0 0
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Hurwicza „pobierane” są w przypadku każdej kolejnej decyzji z różnych scenariu-
szy. Gdyby decydent wybrał opcję A1, to skrajne wypłaty wynosiłyby 1 000 000 
i 2, a więc natura „odpowiedziałaby” w najlepszym razie według scenariusza S4, 
a w najgorszym – według S2, ale jeżeli ten sam podmiot zdecydowałby się na wa-
riant A2, to skrajne wypłaty wynosiłyby 1 000 000 i 1, zatem natura dostosowa-
łaby się do tego wyboru, realizując w skrajnych przypadkach odpowiednio stan 
S1 i S2. Na jeszcze inne scenariusze musiałaby się natura „zdecydować”, gdyby 
decydent postanowił obrać plan A3 (S2 – w najlepszym razie i S1, S3, S4 lub S5 – 
w najgorszym razie).

Zauważmy, że każdą omówioną regułę decyzyjną można poprzedzić etapem, 
w ramach którego wypłaty, wstępnie oszacowane przez ekspertów bądź samych 
decydentów, są przedstawiane w postaci użyteczności (podrozdziały 2.2.2 i 2.7). 
Dzięki temu zabiegowi dwaj decydenci, nawet w wypadku zastosowania tej sa-
mej procedury, mogą otrzymać odmienne rekomendacje dla tego samego proble-
mu decyzyjnego.

Ze względu na istotne zróżnicowanie wypłat w przykładach analizowanych 
w podrozdziale 2.2.1, mogą one się wydawać dość mało realne w praktyce. Rze-
czywiście, wartości w tabelach zostały celowo dobrane w taki sposób, aby można 
było z łatwością wychwycić słabości poszczególnych procedur. Takie struktury 
zysków są jednak możliwe, jeżeli na przykład w macierzy wypłat rozpatrujemy 
zupełnie odmienne decyzje finansowe. W tabeli 2.1 decyzja A1 może się wiązać 
na przykład z masową produkcją i sprzedażą jakiegoś dobrze zapowiadającego 
się, opatentowanego urządzenia, decyzja A2 może dotyczyć konstrukcji zdywer-
syfikowanego portfela papierów wartościowych (akcji, obligacji itd.), a  opcja 
A3 może stanowić jakąś decyzję depozytową (lokata w banku). Z kolei sytuacja 
zaprezentowana w tabeli 2.3 może przedstawiać grę, w której szanse na główną 
wygraną zależą od tego, kto do niej przystąpi: osoba A1, osoba A2 lub osoba A3. 
Każda z nich ma bowiem zupełnie inne predyspozycje (wiedzę, umiejętności, re-
fleks, pewność siebie, wiek itd.). Wreszcie tabela 2.4 jest charakterystyczna dla 
sytuacji, w której decydent rozpatruje trzy portfele papierów wartościowych o róż-
nym poziomie ryzyka.

Wszystkie zaprezentowane dotychczas podejścia, czyli reguły klasyczne, Ells-
berg (1961, 2001) nazywa decision criteria for complete ignorance, gdyż zakładają 
one, że decydent nie posiada żadnych informacji o szansie wystąpienia poszczegól-
nych scenariuszy, zatem nie jest w stanie wyznaczyć rozkładu prawdopodobieństwa. 
W następnym podrozdziale krótko scharakteryzowano metody, które korzystają 
z prawdopodobieństwa obiektywnego bądź subiektywnego.
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2.2.2. Pozostałe reguły decyzyjne

Tytuł niniejszego podrozdziału wymaga wyjaśnienia. Otóż ta część monografii 
poświęcona jest procedurom, których nie omówiono w poprzednim podrozdzia-
le, a które można stosować w podejmowaniu decyzji w warunkach niepewności. 
Niektóre z nich stanowią rozszerzenie lub hybrydę metod klasycznych bądź za-
wierają istotne modyfikacje tychże metod. Umownie przyjmiemy, że tworzą one 
drugą grupę procedur. Ze względu na to, że grupa ta odwołuje się, w mniejszym 
bądź większym stopniu, do rachunku prawdopodobieństwa, nie została tak szcze-
gółowo zaprezentowana jak grupa pierwsza, czyli reguły klasyczne. Przypomnijmy 
bowiem, że zgodnie z założeniami przedstawionymi w podrozdziale 1.4, mono-
grafia koncentruje się na problemach decyzyjnych, w których decydent z różnych 
przyczyn nie wykorzystuje prawdopodobieństwa jako pierwotnego parametru zada-
nia. Kolejnym powodem, dla którego nie sposób byłoby dogłębnie przestudiować 
na kartach tegoż opracowania każdą metodę z grupy drugiej, jest ogromna liczba 
przeróżnych koncepcji omówionych w literaturze. Mimo że te reguły nie są bezpo-
średnio przedmiotem naszych zainteresowań, warto choć w ograniczonym zakresie 
zaznajomić się z ich konstrukcją. Niektóre ich cechy zresztą wykorzystano w au-
torskich regułach decyzyjnych zaprezentowanych w dalszych częściach książki.

Przegląd metod z  grupy drugiej rozpoczynamy od metody maksymalizacji 
oczekiwanej wypłaty (expected payoff maximization, EPM) inaczej zwanej kry-
terium wartości oczekiwanej (expected value criterion, EVC), której autorstwo 

Tabela 2.30. Przykład 19 – macierz wypłat i rozkład prawdopodobieństwa

Stan Prawdopodo-
bieństwo

Decyzja

A1 A2 A3

S1 0,34 10 1 0

S2 0,47 3 9 6

S3 0,19 7 5 11

Tabela 2.31. Przykład 20 – macierz wypłat i rozkład prawdopodobieństwa

Stan

Decyzja

A1 A2 A3

Wypłata Prawd. Wypłata Prawd. Wypłata Prawd.

S1 10 0,15 1 0,70 0 0,65

S2 3 0,29 9 0,10 6 0,25

S3 7 0,56 5 0,20 11 0,10
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przypisuje się B. Pascalowi. Polega ona na wyznaczeniu, dla każdego wariantu 
decyzyjnego, wskaźnika będącego sumą iloczynów wypłat i prawdopodobieństw 
ich wystąpienia. Decydentowi rekomendowana jest ta decyzja, której wskaźnik 
jest najwyższy. Warto podkreślić, że to podejście stosowane jest w dwóch odmia-
nach: przy założeniu, że rozkład prawdopodobieństwa jest taki sam dla każdej 
opcji (prawdopodobieństwo wystąpienia danego scenariusza jest stałe dla wszyst-
kich rozpatrywanych decyzji), przy założeniu, że rozkład prawdopodobieństwa jest 
różny dla poszczególnych decyzji (Guzik, 2009), patrz podrozdział 1.2.1. W dru-
gim przypadku szanse wystąpienia danego zdarzenia zależą zatem od tego, która 
decyzja zostanie wybrana. Obie sytuacje ilustrują tabele 2.30 i 2.31 (przykłady 19 
i 20). Według teorii decyzji (podrozdział 1.2.1), metoda maksymalizacji oczekiwa-
nej wypłaty powinna być stosowana w DMR, gdyż prawdopodobieństwo wystą-
pienia poszczególnych stanów znane jest właśnie w warunkach ryzyka.

Koncepcja B. Pascala została zanegowana przez D. Bernoulliego, który stwier-
dził, że wartość każdej dodatkowej jednostki pieniężnej nie jest dla beneficjenta 
taka sama, a więc podmiot racjonalny powinien się kierować maksymalizacją 
oczekiwanej użyteczności (expected utility maximization, EUM) będącej sumą ilo-
czynów użyteczności i prawdopodobieństw ich wystąpienia, przy czym sama uży-
teczność zależna jest od stanu bieżącego posiadania. Koncepcja ta jest definiowana 
jako deskryptywna teoria wyboru, ponieważ jednostki użyteczności przypisywane 
są pierwotnym wypłatom na podstawie preferencji deklarowanych przez decyden-
ta. W tym podejściu nastawienie podmiotu decyzyjnego do ryzyka uwzględniane 
jest w następujący sposób. Jeżeli jest ono neutralne, to wybór dokonywany jest tak 
naprawdę poprzez maksymalizację oczekiwanej wartości. Przy awersji decydenta 
do ryzyka funkcja użyteczności jest wklęsła. Przy skłonności podmiotu do ryzyka 
funkcja ta jest wypukła (Dobrowolski, 2014). Maksymalizacji oczekiwanej uży-
teczności zarzuca się między innymi: (1) brak uwzględnienia punktu referencyjnego 
(podrozdział 1.3.6); (2) trudności związane z oszacowaniem prawdopodobieństwa 
i oceną preferencji (Gilboa, 2009; Officer i Anderson, 1968) oraz (3) abstrahowa-
nie od przeszłych stanów posiadania (Kahneman, 2011).

Kolejną procedurą jest maksymalizacja subiektywnej oczekiwanej użyteczno-
ści (subjective expected utility maximization, SEUM) (Savage, 1954, 1961), która 
jest próbą dostosowania wyżej omówionej procedury (EUM) do sytuacji, w której 
podmiot nie dysponuje informacją o prawdopodobieństwie obiektywnym. Ma to 
więc być pewna adaptacja EUM na potrzeby podejmowania decyzji w warunkach 
niepewności (DMU) definiowanego zgodnie z teorią decyzji (podrozdział 1.2.1). 
Subiektywna oczekiwana użyteczność wyrażana jest jako suma iloczynów uży-
teczności i subiektywnych prawdopodobieństw ich wystąpienia, przy czym praw-
dopodobieństwo subiektywne jest determinowane przez cechy osobowościowe, 
doświadczenie i wiedzę podmiotu (Zaleśkiewicz, 2011).
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Koncepcja Savage’a była kwestionowana między innymi przez Ellsberga, który 
stwierdził, że przy modelowaniu psychologii ryzyka istotna jest nie tylko matema-
tyczna wartość oczekiwanej użyteczności, ale również jej rozkład wokół średniej. 
Ellsberg jest autorem metody noszącej nazwę Restricted Bayes/Hurwicz Crite-
rion (RBHC), w której wybór optymalnego wariantu jest uzależniony od dwóch 
elementów: współczynnika pesymizmu α ∈ [0, 1] oraz współczynnika niejedno-
znaczności ρ ∈ [0, 1] (degree of ambiguity). Determinuje on prawdopodobieństwa 
poszczególnych wypłat. Gdy ρ = 1, reguła sprowadza się do maksymalizacji ocze-
kiwanej użyteczności. Z kolei im parametr ρ jest niższy, tym większe znaczenie 
przypisuje się wartościom skrajnym. Dla ρ = 0 podmiot maksymalizuje ważoną 
średnią maksymalnej i minimalnej użyteczności (Ellsberg, 1961, 2001).

Kontynuując wątek użyteczności, należy koniecznie wspomnieć o teorii perspek-
tywy Kahnemana i Tversky’ego (1979) (perspective theory, PT). Według obu ba-
daczy użyteczność to pewna wartość psychologiczna, którą powinno się oceniać nie 
na podstawie stanu posiadania, lecz biorąc pod uwagę zmiany stanu posiadania, czy-
li zyski i straty, w porównaniu z przyjętym subiektywnym punktem referencyjnym 
(poziomem dostosowania, punktem odniesienia), zob. podrozdział 1.3.6. Autorzy 
prezentowanej koncepcji, po przeprowadzeniu licznych eksperymentów, doszli do 
wniosku, że funkcja użyteczności jest wklęsła powyżej punktu referencyjnego i wy-
pukła poniżej tego punktu. Maleje zatem użyteczność zarówno kolejnych jednostek 
zysku, jak i kolejnych jednostek strat (kolejne zyski cieszą coraz mniej, ale także ko-
lejne straty „bolą” coraz mniej). Dodajmy, że krzywa zaproponowana przez Kahnema-
na i Tversky’ego jest bardziej stroma w dziedzinie strat aniżeli w dziedzinie zysków, 
gdyż decydent mocniej odczuwa niezadowolenie ze straty o określonej wartości bez-
względnej niż zadowolenie z zysku o tej samej wartości (Dobrowolski, 2014). Kah-
neman i Tversky określili też nieliniową funkcję wag prawdopodobieństwa, której 
cechy zostały wymienione między innymi przez Czerwonkę i Gorlewskiego (2012). 
Jej twórcy zauważyli, że decydenci przewartościowują prawdopodobieństwa zdarzeń 
mało prawdopodobnych, niedowartościowują zaś prawdopodobieństwa zdarzeń śred-
nio i wysoce prawdopodobnych. Wolą też pewne zyski od prawdopodobnych zysków 
oraz prawdopodobne straty od pewnych strat. W myśl teorii Kahnemana i Tversky’ego 
proces podejmowania decyzji składa się z etapu obróbki i etapu oceny. Pierwszy etap 
polega na umysłowej analizie możliwych wypłat za pomocą kodowania (tj. wyzna-
czania względnych wypłat na podstawie punktu referencyjnego), upraszczania (np. 
pomijania wypłat bardzo mało prawdopodobnych), oddzielania (tj. wyodrębnienia 
pewnej części wypłaty od niepewnej części tej wypłaty) i pomijania (tj. eliminowa-
nia elementów wspólnych dla wszystkich wypłat). Z kolei w ramach drugiego etapu 
oceniane są poszczególne warianty decyzyjne z punktu widzenia prawdopodobień-
stwa (funkcja ważąca) i subiektywnej wartości względnych wypłat (funkcja oceny) 
(Dudzińska-Baryła, 2011, 2013; Kopańska-Bródka i Dudzińska-Baryła, 2008).
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Alternatywą dla SEUM, czyli oczekiwanej użyteczności opartej na prawdopodo-
bieństwie subiektywnym, może być także maksymalizacja oczekiwanej użytecz-
ności Choqueta (Choquet expected utility maximization, CEUM) zaproponowana 
w pracach Schmeidlera (1986, 1989). Zauważono bowiem, że ludzie mają tenden-
cję do zniekształcania prawdopodobieństw subiektywnych, z jakimi możliwe jest 
osiągnięcie danego wyniku. Całka Choqueta30, na podstawie której opracowano 
koncepcję CEUM, może posłużyć do zmierzenia oczekiwanej użyteczności przy 
jednoczesnym uwzględnieniu owego zniekształcenia. Schmeidler odwołuje się do 
prawdopodobieństwa nieaddytywnego (por. podrozdział 1.2.2).

W tym samym okresie Gilboa i Schmeidler (1989) opracowali maksyminową 
oczekiwaną użyteczność (max-min expected utility, MEU). W przeciwieństwie 
do EUM, która zakłada jednoznaczne przypisanie prawdopodobieństw poszcze-
gólnym stanom natury, MEU, podobnie jak RBHC, dopuszcza niejednoznaczność 
(niepewność) w tym zakresie, a więc możliwość deklarowania licznych rozkładów 
a priori (podrozdział 1.2.2). Koncepcja maksyminowa uważana jest za niezwykle 
pesymistyczną regułę decyzyjną.

Skumulowana teoria perspektywy (kumulacyjna teoria perspektywy, cumu-
lative perspective theory, CPT) to także dzieło Tversky’ego i Kahnemana (1992). 
Teoria perspektywy polegała na ważeniu prawdopodobieństw towarzyszących 
pojedynczym wypłatom. Natomiast w skumulowanej teorii perspektywy waże-
nie dotyczy skumulowanych prawdopodobieństw. Teoria ta, podobnie jak CEUM, 
również wykorzystuje całkę Choqueta. Kumulacyjna teoria perspektywy doczeka-
ła się różnych rozszerzeń (Nilsson, Rieskamp i Wagenmakers, 2011; Stott, 2006; 
Wakker, 2010).

W literaturze można znaleźć jeszcze propozycję konfiguralnie ważonej uży-
teczności (rank-dependent expected utility, RDEU, lub anticipated utility, AU) 
(Quiggin, 1982, 1993), na której opiera się właśnie CPT i która jest uogólnieniem 
MEU. Quiggin założył, że ocena prawdopodobieństwa danego wyniku zależy od 
pozycji, którą ten wynik zajmuje w rozkładzie innych wyników, a jeżeli tak jest, to 
nieliniowe przekształcenia psychologiczne są dokonywane nie na pojedynczych, 
ale na skumulowanych prawdopodobieństwach (Babuła i  Blajer-Gołębiewska, 
2009; Sokołowska, 2005).

Na podstawie koncepcji CEUM, Basili (2006) opracował regułę decyzyjną ze 
zdarzeniami ekstremalnymi (decision rule with extreme events, DREE) – metodę 
przypisującą inne prawdopodobieństwa wartościom pośrednim i inne prawdopo-
dobieństwa wartościom skrajnym (Basili, Chateauneuf i Fontini, 2008).

30	Całka Choqueta to dzieło Gustawa Choqueta (1954). Początkowo całka ta miała znaleźć zasto-
sowanie w mechanice statystycznej i teorii potencjałów. Obecnie jest często wykorzystywana w ma-
tematyce aktuarialnej i ekonomii behawioralnej (Krzeszowiec, 2013).



2.3. Asymetryczne rozkłady wypłat 67

Basili i Zappia (2010) oraz Ghirardato, Maccheroni i Marinacci (2004) propo-
nują z kolei kryterium α-maksyminowej oczekiwanej użyteczności (α-max-min 
expected utility, α-MEU), w którym uwzględnia się zarówno prawdopodobień-
stwa dla poszczególnych wypłat, jak i poziom pesymizmu. Kryterium α-MEU jest 
traktowane jako udoskonalona wersja MEU, gdyż ma bardziej ogólny charakter – 
bierze pod uwagę nie tylko najniższe użyteczności, ale też najwyższe. Dzięki tej 
modyfikacji może być stosowane przez decydentów prezentujących różne nasta-
wienie do ryzyka31.

Jak już podkreślano, lista zebranych w podrozdziale 2.2.2 reguł decyzyjnych 
reprezentujących drugą grupę procedur z pewnością nie jest kompletna. Świado-
mie pominięto metody związane chociażby z  teorią nieprecyzji (Walley, 1991), 
teorią Dempstera-Shafera (Sentz i Ferson, 2002; Shafer, 1976), teorią możliwości 
(Dubois i Prade, 2001; Zadeh, 1999) czy też teorią niepewności (Liu, 2007, 2009).

Z jednej strony podrozdział 2.2.2 może się wydawać zbędny, skoro monografia 
poświęcona jest problemom, w których decydent nie korzysta z prawdopodobień-
stwa. Z drugiej jednak strony znajomość reguł przedstawionych w tej części roz-
prawy może się okazać przydatna przy konstruowaniu własnych procedur.

2.3. Asymetryczne rozkłady wypłat

W podrozdziale 2.2.1 zasygnalizowano, że stosowanie reguły Hurwicza daje nie-
zadowalające rezultaty, a więc nie do końca odzwierciedla upodobania decyden-
ta, gdy rozkład wypłat dla co najmniej jednej opcji jest asymetryczny. Dzieje się 
tak, ponieważ wspomniana procedura tworzy wskaźnik tylko na podstawie skraj-
nych wyników – nie uwzględnia poziomu pośrednich wypłat ani częstotliwości 
występowania wartości bliskich bądź równych skrajnym wypłatom. W rezultacie 
dwie decyzje, diametralnie różne pod względem rozkładów wypłat, mogą otrzy-
mać wskaźniki Hurwicza o tych samych wartościach. Może też tak się zdarzyć, że 
reguła Hurwicza zarekomenduje umiarkowanemu pesymiście opcję, której atrak-
cyjność mierzona oferowanym poczuciem bezpieczeństwa jest dość wątpliwa32. 
W kolejnych podrozdziałach zaproponowano trzy autorskie podejścia, które nie 

31	Kryterium α-MEU nie jest jedynym rozszerzeniem klasycznej reguły Hurwicza. Interesującą 
propozycją jest na przykład koncepcja Nakamury (1986). W jego pracy zaprezentowano pewne roz-
myte rozszerzenie reguły Hurwicza oparte na odległości Hamminga między dwoma zbiorami rozmytej 
użyteczności: g.u.s (the greatest upper set), tj. supremum, i g.l.s (the greatest lower set), tj. infimum 
(Piasecki, 1990). Kolejne modyfikacje zasady Hurwicza przedstawili między innymi: Hernández R. 
i współautorzy (2018), Jagodziński (2014), Kundisch (2013) oraz Perez i współautorzy (2015).

32	Przypomnijmy, że charakterystykę asymetrycznego rozkładu wypłat i bezpiecznego wariantu 
decyzyjnego podano również w podrozdziale 2.2.1.
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tylko uwzględniają preferencje decydenta, ale również biorą pod uwagę ewentualne 
asymetryczne rozkłady wypłat. Reguła H+B (podrozdział 2.3.1) odwołuje się do 
zasad Hurwicza i Bayesa – adresowana jest do decydentów pragnących uwzględ-
nić wszystkie wyniki dotyczące poszczególnych wariantów decyzyjnych. Pozostałe 
dwie reguły: APO (podrozdział 2.3.2) i SAPO (podrozdział 2.3.3) kierowane są do 
decydentów zamierzających się skupić na dwóch zbiorach: zbiorze najwyższych 
wypłat i zbiorze najniższych wypłat. Regułę APO opracowano z myślą o decyden-
tach pasywnych, natomiast koncepcja SAPO powinna zainteresować decydentów 
aktywnych. We wszystkich trzech procedurach zakładamy, że macierz wypłat jest 
już oszacowana przez ekspertów.

2.3.1. Reguła H+B

Autorską regułę H+B po raz pierwszy opisała Gaspars-Wieloch (2014d), a przykła-
dy zastosowań tejże procedury znajdziemy w innych pracach autorki (Gaspars-Wie-
loch, 2015b, 2015c, 2016a, 2017e, 2017f, 2017g; Gaspars-Wieloch i Michalska, 
2016). Poniżej zamieszczono opis algorytmu dla reguły H+B.

Algorytm dla reguły H+B

Krok 1. Ustalamy wartość współczynnika pesymizmu α podmiotu dla danej sy-
tuacji decyzyjnej.
Krok 2. Dla każdej decyzji Aj wyznaczamy nierosnący ciąg wypłat Sqj:

	 1, , ,( , , , , )j j s j m jSq a a a=   ,   j = 1, …, n,� (2.34)

gdzie:
m 	– liczba scenariuszy,
s 	 – numer wyrazu tego ciągu,
as, j ≥ as+1, j (s = 1, 2, …, m – 1),
a1, j = mj, am, j = wj, przy czym mj i wj to nadal odpowiednio najwyższa i naj-

niższa wypłata związana z decyzją Aj.
Krok 3. Dla każdej decyzji obliczamy wskaźnik hbj (tj. hbj

p, hbj
o lub hbj

0,5, w za-
leżności od wartości parametru α).

1) Jeżeli α ∈ ]0,5, 1], obliczamy wskaźnik hbj
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gdzie αp i βp to odpowiednio współczynnik pesymizmu i współczynnik optymi-
zmu dla decydenta pesymisty.

2) Jeżeli α ∈ [0, 0,5[, obliczamy wskaźnik hbj
o zgodnie ze wzorem:
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gdzie αo i βo to odpowiednio współczynnik pesymizmu i współczynnik optymi-
zmu dla decydenta optymisty.

3) �Jeżeli α = 0,5, dla każdej decyzji obliczamy wskaźnik hbj
0,5, korzystając ze 

wzoru:

	 hbj
0,5 = hbj

p = hbj
o = bj    j = 1, …, n,� (2.37)

gdzie bj to wskaźnik Bayesa wyznaczany zgodnie z formułą (2.7).
Jak widać, w tym wypadku nie ma znaczenia, która zależność zostanie zasto-

sowana (hbj
p czy hbj

o), ponieważ oba wzory prowadzą do uzyskania tych samych 
wartości. Są one równe wskaźnikom Bayesa, gdyż wagi dla wszystkich wypłat są 
identyczne.
Krok 4. Wybieramy tę strategię, która spełnia warunek:

	 * max{ }j jj
hb hb= .� (2.38)

Reguła H+B jest w swej konstrukcji dość prosta, jednak jej idea wymaga wy-
jaśnienia. Łatwo można w niej dostrzec elementy charakterystyczne dla zasady 
Hurwicza i zasady Bayesa. Z pierwszą procedurą łączy ją możliwość określenia 
poziomu współczynnika ostrożności, czyli zadeklarowania swojego nastawienia 
do ryzyka, oraz konieczność wyznaczenia pewnej średniej ważonej. Z drugą pro-
cedurą łączy ją ustalenie końcowego wskaźnika na podstawie wszystkich wyni-
ków, nie tylko skrajnych33.

Przejdźmy teraz do przeanalizowania kroku 3, tj. zasadniczego etapu całej pro-
cedury. Z zależności (2.35)-(2.37) wynika, że w wypadku pesymisty należy prze-
mnożyć współczynnik pesymizmu przez ostatni wyraz ciągu Sqj, który jest równy 
najniższej wypłacie, a współczynnik optymizmu przez wszystkie pozostałe wyra-
zy tego ciągu, czyli przez (m – 1) najwyższych wyrazów. Natomiast w wypadku 

33	W regule H+B widoczne są też cechy metody WOWA (Weighted Ordered Weighted Averaging), 
czyli przypisywanie różnych wag poszczególnym scenariuszom (Ogryczak i Śliwiński, 2009).
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optymisty konieczne jest przemnożenie współczynnika optymizmu przez pierwszy 
wyraz ciągu Sqj, który jest równy najwyższej wypłacie, a współczynnika ostrożno-
ści przez (m – 1) najniższych wyrazów tego ciągu. Powyższe objaśnienia ilustruje 
dodatkowo rysunek 2.1.

Aby obliczone wskaźniki hbj mieściły się w przedziale [wj , mj], wspomniane 
sumy odpowiednio zważonych wypłat są na koniec dzielone przez sumę wszyst-
kich wykorzystanych wag. Zabieg ten nie jest jednak kluczowy, a brak mianow-
nika we wzorach (2.35)-(2.37) nie wpłynąłby na ranking wariantów decyzyjnych. 
Dla pesymisty stosujemy raz parametr α i (m – 1) razy parametr β. Dla optymisty 
korzystamy raz ze współczynnika β i (m – 1) razy ze współczynnika α. Każdo-
razowe uwzględnienie wszystkich wypłat pozwala nam z pewnością zawrzeć we 
wskaźniku hbj informację o  częstotliwości poszczególnych wyników (zarówno 
skrajnych, jak i pośrednich).

Zauważmy, że w całym wzorze (2.35) największą wagę będzie miał ostatni wy-
raz ciągu, gdyż dla pesymisty α ∈ ]0,5, 1] (i jest to oczywiście logiczne), zatem po-
zostałe wypłaty (tj. (m – 1) najwyższych wyrazów ciągu) będą potraktowane tym 
bardziej marginalnie, im wyższy będzie współczynnik pesymizmu: β ∈ [0, 0,5[, 
lecz im wyższą wartość będą miały te wypłaty i im więcej takich wypłat będzie, 
tym wyższy będzie wskaźnik hbj

p. Dzięki temu, że – w przeciwieństwie do wskaź-
nika Hurwicza – współczynnik optymizmu w formule (2.35) jest przyporządko-
wany wszystkim wyrazom nierosnącego ciągu wypłat poza ostatnim, pesymiście 
zarekomendowana zostanie ta strategia, której minimalna wypłata jest względnie 
najwyższa lub której najwyższe wypłaty występują stosunkowo często – taki bo-
wiem rozkład jest preferowany przez pesymistów, gdyż daje on im poczucie bez-

PESYMISTA
0,5 < α ≤ 1,0

OPTYMISTA
0 ≤ α < 0,5

Rysunek 2.1. Ważenie wypłat w regule H+B
Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2014d.
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pieczeństwa. Znaczenie (m – 1) najwyższych wyrazów ciągu zależy oczywiście od 
poziomu współczynnika pesymizmu. Dla skrajnego pesymisty tylko ostatni wyraz 
ciągu będzie odgrywać istotną rolę, a reszta wypłat nie będzie się liczyć prawie 
wcale; (m – 1) najwyższych wyrazów ciągu będzie przybierać na znaczeniu tym 
bardziej, im bardziej umiarkowany będzie pesymizm decydenta.

Analogicznie, we wzorze (2.36) największe znaczenie ma pierwszy wyraz cią-
gu, gdyż dla optymisty β ∈ ]0,5, 1] (co również jest zrozumiałe), natomiast reszta 
wypłat (czyli (m – 1) najniższych wyrazów ciągu) jest uwzględniana tym bardziej 
symbolicznie, im wyższy jest współczynnik optymizmu: α ∈ [0, 0,5[.  Jednakże im 
wyższą wartość będą miały te wyniki i im więcej takich wypłat będzie, tym wyższy 
będzie wskaźnik hbj

o. Dzięki temu, że współczynnik pesymizmu we wzorze (2.36) 
jest, w przeciwieństwie do wskaźnika Hurwicza, przyporządkowany wszystkim 
wyrazom nierosnącego ciągu wypłat, z wyjątkiem pierwszego, optymiście zosta-
nie zarekomendowana ta strategia, której maksymalna wypłata jest względnie naj-
wyższa lub której pozostałe wypłaty są często wysokie – taki bowiem rozkład jest 
bardzo atrakcyjny dla optymistów. Wszystko będzie jednak zależało od poziomu 
współczynnika optymizmu. W wypadku skrajnego optymisty tylko pierwszy wy-
raz ciągu będzie miał istotne znaczenie, a pozostałe wypłaty będą miały znikomy 
wpływ na ranking wariantów – taki optymista liczy na to, że będzie miał szczęście 
i że wystąpi akurat najlepszy scenariusz dla wybranej decyzji. Waga (m – 1) najniż-
szych wyrazów ciągu będzie natomiast coraz wyższa – tym bardziej, im bardziej 
umiarkowany będzie optymizm decydenta; w tym wypadku optymista nie jest już 
taki pewien wystąpienia najkorzystniejszego wyniku, poszukuje więc wariantu 
z dość licznymi wysokimi wypłatami pośrednimi.

Z konstrukcji proponowanych wzorów (2.35) i (2.36) wynika, że we wskaźni-
kach ustalanych dla pesymisty wraz ze wzrostem liczby stanów natury maleje zna-
czenie minimalnej wypłaty i rośnie znaczenie sumy (m – 1) najwyższych wypłat, 
a we wskaźnikach obliczanych dla optymisty maleje znaczenie maksymalnej wy-
płaty i rośnie znaczenie sumy (m – 1) najniższych wypłat. Zależność ta nie wystę-
puje w pierwotnej wersji reguły Hurwicza, gdzie niezależnie od liczby scenariuszy 
ważne są tylko dwie wypłaty: maksymalna i minimalna. Zaobserwowana cecha 
reguły H+B jest natomiast charakterystyczna dla zasady Bayesa, zgodnie z którą 
szansa wystąpienia danego scenariusza maleje tym bardziej, im stanów jest więcej 
(Gaspars-Wieloch, 2014d).

Dla współczynników α oscylujących wokół wartości 0,5 prezentowana zasada 
proponuje takie same rankingi jak rankingi generowane za pomocą reguły Bayesa, 
co jest zrozumiałe, gdyż podobnie ważone są wszystkie wypłaty.

Reguła H+B, w odróżnieniu od zasady Hurwicza, daje więc następujące korzyści:
–– dla umiarkowanego pesymisty: im więcej jest stanów, tym wyższy wskaź-

nik otrzyma wariant decyzyjny, dla którego większość scenariuszy oferuje 



72 2. Jednokryterialne podejmowanie decyzji ekonomicznych

wypłaty bliskie wartości maksymalnej związanej z tym wariantem (jest to 
pewna forma zabezpieczenia dla pesymisty);

–– dla umiarkowanego optymisty: im więcej jest scenariuszy, tym mniejszy
wskaźnik otrzyma wariant decyzyjny, dla którego większość stanów oferu-
je wypłaty bliskie wartości minimalnej związanej z tym wariantem (dzięki
temu optymiście zarekomendowana zostanie strategia, której najwyższe wy-
płaty są znacznie wyższe od najwyższych wypłat innych strategii) (Gaspars-
-Wieloch, 2014d).

W cytowanej pracy znajdziemy opis jeszcze jednej zalety reguły H+B. Otóż 
ważenie wszystkich wyników, a nie tylko skrajnych wartości, daje istotną prze-
wagę tejże zasady nad regułą Hurwicza wówczas, gdy decydent ma do wyboru 
dwie decyzje (A i B) o zbiorach wypłat przedstawionych na rysunku 2.2 (przy-
kład 21). Opcja A charakteryzuje się jedną bardzo wysoką wypłatą (kilkakrotnie 
przewyższającą maksymalną wypłatę związaną z decyzją B), natomiast pozosta-
łe jej wypłaty są kilkakrotnie niższe od minimalnej wypłaty wariantu B). Z ko-
lei wyniki decyzji B są dość wyrównane i, poza jednym scenariuszem, wyższe 
od wypłat opcji A.

Decydent o nastawieniu skrajnie pesymistycznym (parametr α równy jedno-
ści) będzie zainteresowany realizacją strategii B, której minimalna wypłata jest 
względnie wyższa, i tak też się dzieje w przypadku zastosowania obu procedur. 
Problem pojawia się, gdy podmiot nie jest skrajnym pesymistą bądź też jest po 

Rysunek 2.2. Zbiór wypłat dla decyzji A i B (przykład 21)
Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2014d.
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prostu umiarkowanym decydentem. Omawiane reguły zaproponują decydentowi 
strategię A dopiero wtedy, gdy maksymalna wypłata tej decyzji spełni odpowied-
nio warunek (2.39) lub (2.40):
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Jak widać, minimalny poziom wypłaty a1 dla reguły Hurwicza jest znacznie niż-
szy od minimalnego poziomu tego wyniku dla zasady H+B (w liczniku we wzorze 
(2.40) występują ze znakiem dodatnim wszystkie wypłaty decyzji B, a nie tylko 
skrajne wartości). Zatem klasyczna reguła Hurwicza sugeruje pesymistom decyzje 
o rzadkich wysokich wypłatach przy stosunkowo małej przewadze maksymalnej 
wypłaty nad maksymalnymi wypłatami innych strategii. Takie decyzje wcale nie 
charakteryzują się bezpiecznymi rozkładami wypłat (Gaspars-Wieloch, 2014d).

Konkludując, należy stwierdzić, że metoda H+B, dzięki uwzględnieniu specyfiki 
całego zbioru wypłat, może znacząco się przyczynić do zredukowania negatywnych 
skutków asymetryczności rozkładów charakterystycznych dla oryginalnej reguły 
Hurwicza. Jej stosowanie pozwoli otrzymać logiczne odpowiedzi dla szerszego 
spektrum problemów decyzyjnych. Do analizy wartości pośrednich dotyczących 
poszczególnych opcji zachęcają także Perez i współautorzy (2015).

Na koniec tego podrozdziału zaprezentujemy krótki przykład ilustrujący ideę 
reguły H+B. Odwołamy się do danych z tabeli 2.32 (przykład 22). Warto podkre-
ślić, że celowo rozpatrujemy sytuację, w której rozkłady wypłat są asymetryczne. 
W przypadku pierwszej decyzji dominują wypłaty bliższe wypłaty minimalnej, 
z kolei dla pozostałych dwóch decyzji zauważalna jest przewaga wyników bliskich 
wartości maksymalnych.

Krok 1 reguły H+B pominiemy, ponieważ tworzymy ranking decyzji dla różnych 
wartości parametru α. W kroku 2 generujemy nierosnące ciągi wypłat: Sq1 = (10, 3, 
2, 0, –1), Sq2 = (8, 7, 7, 6, 0), Sq3 = (7, 6, 6, 3, 1). W kroku 3 wyznaczamy wartość 
wskaźnika hbj. Tabela 2.33 zawiera dokładne obliczenia dla α = 0,3 (umiarkowa-
ny optymista) i dla α = 0,7 (umiarkowany pesymista). Dla pozostałych poziomów 
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współczynnika ostrożności (oraz tych dwóch konkretnych wartości) końcowe wy-
niki zawiera tabela 2.34 (przeanalizowano wszystkie wartości parametru α z roz-
winięciem dziesiętnym do drugiego miejsca po przecinku, różniące się o 0,05). 
W ostatnim kroku każdorazowo wybieramy wariant o najwyższym wskaźniku.

Tabela 2.32. Przykład 22 – macierz wypłat

Stan 
Decyzja

A1 A2 A3

S1 2 8 3

S2 –1 0 7

S3 0 7 6

S4 10 7 1

S5 3 6 6

Tabela 2.33. Przykład 22 – obliczenia dla wskaźników hbj (α = 0,3 i α = 0,7)

Wariant
Decydent

Umiarkowany optymista 
αo = 0,3

Umiarkowany pesymista 
αp = 0,7

A1
1

0,3 4 0,7 10 4,3
(5 1) 0,3 (1 0,3)

o
Ah ⋅ + ⋅
= =

− ⋅ + − 1

0,7 ( 1) 0,3 15 2,0
(1 0,3) (5 1) 0,3

p
Ah ⋅ − + ⋅
= =

− + − ⋅

A2
1

0,3 20 0,7 8 6,1
(5 1) 0,3 (1 0,3)

o
Ah ⋅ + ⋅
= =

− ⋅ + − 2

0,7 0 0,3 28 4,4
(1 0,3) (5 1) 0,3

p
Ah ⋅ + ⋅

= =
− + − ⋅

A3
3

0,3 16 0,7 7 5,1
(5 1) 0,3 (1 0,3)

o
Ah ⋅ + ⋅
= =

− ⋅ + − 2

0,7 1 0,3 22 3,8
(1 0,3) (5 1) 0,3

p
Ah ⋅ + ⋅

= =
− + − ⋅

Ranking A2, A3, A1 A2, A3, A1

Zauważmy, że wszystkie rozpatrywane opcje są optymalne w  sensie Pareta 
(zgodnie z definicją przyjętą w podrozdziale 2.2.1), gdyż każdy wariant, przynaj-
mniej dla jednego scenariusza, jest lepszy od pozostałych decyzji. Dla skrajnie 
niskich poziomów współczynnika α (należących do przedziału [0, 0,1]) wygry-
wa decyzja A1. Dla decydentów umiarkowanie pesymistycznych, umiarkowanych 
i umiarkowanie optymistycznych zwycięża opcja A2, podmiotom zaś o bardzo wy-
sokim współczynniku ostrożności (należącym do przedziału [0,85, 1,0]) rekomen-
dowana jest decyzja A3. Otrzymane rankingi wydają się logiczne, zważywszy na to, 
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że wariant A1 oferuje najwyższą wypłatę, ale też charakteryzuje się największym 
rozstępem wypłat, a dwie wartości jego wskaźnika są nawet ujemne – trudno by-
łoby więc umiarkowanym decydentom i pesymistom zaakceptować taką decyzję. 
Decyzja A3 z kolei ma względnie najniższą maksymalną wypłatę, ale za to cechu-
je ją najmniejszy rozstęp wypłat i względnie najwyższy minimalny wynik – jest to 
zatem bardzo bezpieczny wariant, idealny dla skrajnych pesymistów. Na koniec 
opcja A2 – nie ma ona ani względnie najwyższej wypłaty maksymalnej, ani względ-
nie najwyższej wypłaty minimalnej, ani też największego bądź najmniejszego roz-
stępu wypłat. Nadaje się dla umiarkowanych decydentów, a także dla podmiotów 
o umiarkowanym pesymizmie lub optymizmie.

Tabela 2.34. Przykład 22 – wskaźniki hbj dla α ∈ [0, 1] (reguła H+B)

Współczynnik 
pesymizmu 

Decyzja

A1 A2 A3

0,00 10,0 8,0 7,0

0,05 8,4 7,5 6,5

0,10 7,2 7,1 6,1

0,15 6,3 6,8 5,8

0,20 5,5 6,5 5,5

0,25 4,9 6,3 5,3

0,30 4,3 6,1 5,1

0,35 3,9 6,0 5,0

0,40 3,5 5,8 4,8

0,45 3,1 5,7 4,7

0,50 2,8 5,6 4,6

0,55 2,6 5,4 4,4

0,60 2,5 5,1 4,3

0,65 2,2 4,8 4,1

0,70 2,0 4,4 3,8

0,75 1,7 4,0 3,6

0,80 1,4 3,5 3,3

0,85 1,0 2,9 2,9

0,90 0,5 2,2 2,4

0,95 –0,2 1,2 1,8

1,00 –1,0 0,0 1,0
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Gdybyśmy wygenerowali dla tego samego przykładu ranking na podstawie re-
guły Hurwicza, bylibyśmy być może nieco zaskoczeni proponowanymi rozwiąza-
niami (tabela 2.35). Reguła Hurwicza zaleca bowiem wybór pierwszej decyzji nie 
tylko skrajnym optymistom, lecz też podmiotom o współczynniku α = 0,6 (umiar-
kowany pesymizm), choć wariant ten jest konkurencyjny względem pozostałych 
opcji tylko w wypadku jednego scenariusza. Dla pozostałych stanów wypada sła-
bo. Co więcej, mimo że decyzja A2 jest niezdominowana i, poza jednym scena-
riuszem, oferuje całkiem dobre wyniki, reguła Hurwicza nie zaleca jej realizacji 
żadnemu decydentowi.

Tabela 2.35. Przykład 22 – wskaźniki hj dla α ∈ [0, 1] (reguła Hurwicza)

Współczynnik 
pesymizmu 

Decyzja

A1 A2 A3

0,00 10,0 8,0 7,0

0,05 9,5 7,6 6,7

0,10 8,9 7,2 6,4

0,15 8,4 6,8 6,1

0,20 7,8 6,4 5,8

0,25 7,3 6,0 5,5

0,30 6,7 5,6 5,2

0,35 6,2 5,2 4,9

0,40 5,6 4,8 4,6

0,45 5,1 4,4 4,3

0,50 4,5 4,0 4,0

0,55 4,0 3,6 3,7

0,60 3,4 3,2 3,4

0,65 2,9 2,8 3,1

0,70 2,3 2,4 2,8

0,75 1,8 2,0 2,5

0,80 1,2 1,6 2,2

0,85 0,7 1,2 1,9

0,90 0,1 0,8 1,6

0,95 –0,5 0,4 1,3

1,00 –1,0 0,0 1,0
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2.3.2. Reguła APO

Kolejna autorska propozycja metody mogącej znaleźć zastosowanie w podejmo-
waniu decyzji w warunkach niepewności, która jednocześnie uwzględniałaby asy-
metryczny charakter rozkładu wypłat i dawałaby możliwość wzięcia pod uwagę 
nastawienia jednostki do ryzyka, to reguła APO. Obszerny opis tego podejścia za-
mieszczono w pracy Gaspars-Wieloch (2014a). Poniżej zaprezentowano algorytm 
dla wspomnianej reguły.

Algorytm dla reguły APO

Krok 1. Ustalamy wartość współczynnika pesymizmu α decydenta dla danej sy-
tuacji decyzyjnej.
Krok 2. Dla każdej decyzji Aj wyznaczamy nierosnący ciąg wypłat Sqj według 
wzoru (2.34).
Krok 3. Obliczamy parametr C, który oznacza liczebność (moc) podzbioru do-
brych i podzbioru złych wyników w ciągu:

	 = ⋅ −{ }max 1, min{ ,1 }C m α α   ,� (2.41)

gdzie m to liczba scenariuszy.
Krok 4. Dla każdego wariantu ustalamy średnią dobrych wyników (Aj

I, max) i śred-
nią złych wyników (Aj

I, min), korzystając z formuł:

	 , max
,

1

1 C
I
j s j

s
A a

C =
= ∑  ,    j = 1, …, n,� (2.42)

	 , min
,

1

1

= − +
= ∑

m
I
j s j

s m C
A a

C
 ,    j = 1, …, n,� (2.43)

gdzie s to numer wyrazu ciągu Sqj, a n to liczba decyzji.
Krok 5. Dla każdej decyzji obliczamy wskaźnik APO na podstawie zależności:

	 , min , max(1 )I II
j j jH = ⋅ + − ⋅α A α A  ,    j = 1, …, n,� (2.44)

gdzie Hj
I oznacza wskaźnik APO dla decyzji Aj.

Krok 6. Wybieramy strategię spełniającą warunek:

	 * max{ }I I
j jj

H H= .� (2.45)
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Podzbiorem dobrych wyników danej decyzji będziemy nazywać zbiór zawie-
rający pierwszy wyraz nierosnącego ciągu Sqj oraz pewną nieujemną liczbę ko-
lejnych wyrazów tego ciągu. Natomiast podzbiorem złych wyników danej opcji 
będzie zbiór zawierający ostatni wyraz ciągu oraz pewną nieujemną liczbę wyra-
zów bezpośrednio poprzedzających ostatni wyraz (patrz krok 3). Liczebność pod-
zbioru (C) zależy od dwóch czynników: liczby scenariuszy w macierzy wypłat 
oraz poziomu współczynnika pesymizmu. Gdy α = 0,5, parametr C jest równy 
połowie liczby wszystkich analizowanych stanów (w wypadku parzystej liczby 
scenariuszy) bądź jest większy od tej połowy (w wypadku nieparzystej liczby 
scenariuszy). Wówczas przy obliczaniu obu średnich we wzorach (2.42) i (2.43) 
uwzględniane są wszystkie wypłaty dotyczące danej decyzji, a  środkowy wy-
raz ciągu bywa czasem brany pod uwagę podwójnie (jako element znajdujący 
się w obu podzbiorach). Podzbiory dobrych i złych wyników ulegają zawężeniu 
wraz ze wzrostem bądź spadkiem wartości współczynnika α oraz wraz ze spad-
kiem liczby scenariuszy. W skrajnej sytuacji (dla α = 0 lub α = 1) podzbiory te 
są jednoelementowe (C = 1), co ma oczywiście sens, gdyż wtedy skrajny opty-
mista lub skrajny pesymista skupia się wyłącznie na odpowiednio pierwszym lub 
ostatnim wyrazie ciągu Sqj. Oznacza to, że w takim przypadku wartość średniej 
Aj

I, max we wzorze (2.42) jest po prostu równa mj, a wartość średniej Aj
I, min w for-

mule (2.43) sprowadza się do wj. Parametr C będzie także równy 1, gdy między 
współczynnikiem pesymizmu a liczbą stanów natury spełniona będzie następują-
ca zależność: 1min{ ,1 }α α

m
− ≤ .

Uzyskane wartości dla wskaźnika Hj
I zawsze będą się mieścić w przedziale 

[wj, mj].
Reguła APO jest pewną pośrednią procedurą między oryginalną regułą Hurwi-

cza a zasadą H+B. Wpływ reguły Bayesa, podobnie jak w regule H+B, jest również 
widoczny, lecz w mniejszym wymiarze, gdyż tym razem konstruowane wskaź-
niki nie zawsze uwzględniają wszystkie wypłaty związane z daną opcją (zakres 
uśrednianych wyników zależy od deklarowanego przez decydenta współczynnika 
ostrożności i liczby scenariuszy). Choć metoda ta nie ma nic wspólnego ze zbio-
rami rozmytymi, to zauważamy, że jest ona nieco podobna do koncepcji Nakamu-
ry (podrozdział 2.2.2), wykorzystującej kres górny i dolny, czyli tzw. supremum 
i infimum. Istotną cechą zasady APO, odróżniającą ją od reguły SAPO, którą za-
prezentowano w podrozdziale 2.3.3, jest to, że ta procedura jest skierowana przede 
wszystkim do pasywnych decydentów, a więc podmiotów, którym zależy na uzy-
skaniu odpowiednich rekomendacji bez nadmiernego angażowania się w cały pro-
ces decyzyjny. Są oni skłonni, po przeanalizowaniu macierzy wypłat dla danego 
problemu decyzyjnego, zadeklarować poziom swojego współczynnika ostrożności, 
ale w kolejnych krokach procedury woleliby już nie brać udziału.
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Zanim jednak omówimy regułę SAPO, przeanalizujmy sposób działania po-
dejścia APO, korzystając z  przykładu 22 (tabela 2.32). Świadomie pomijamy 
krok 1, gdyż dla celów poznawczych sprawdzimy, jakie rankingi można otrzymać 
za pomocą tej reguły przy różnych wartościach parametru α. Krok 2 wykonano 
już przy okazji omawiania zasady H+B. Pokażemy sposób obliczania parame-
tru C (krok 3) dla współczynników ostrożności α = 0,3 i α = 0,7. Gdy α = 0,3, 

{ }max 1, 5 min{0,3,1 0,3} 2C = ⋅ − =  { }max 1, 5 min{0,3,1 0,3} 2C = ⋅ − =  { }max 1, 5 min{0,3,1 0,3} 2C = ⋅ − =   . Oczywiście tę samą wartość przyjmie pa-
rametr C dla α = 0,7: { }max 1, 5 min{0,7,1 0,7} 2C = ⋅ − =  { }max 1, 5 min{0,7,1 0,7} 2C = ⋅ − =  { }max 1, 5 min{0,7,1 0,7} 2C = ⋅ − =   . Oznacza to, że zarów-
no dla umiarkowanego optymisty, jak i dla umiarkowanego pesymisty pominięty 
zostanie środkowy wyraz każdego ciągu przy wyznaczaniu średnich dla poszcze-
gólnych podzbiorów. Obliczenia związane z krokiem 4 i 5 zawarto w tabeli 2.36. 
W kroku 6 wybieramy decyzję o najwyższej wartości wskaźnika (patrz wartości 
zaznaczone szarym kolorem w tabeli 2.37). Otrzymane rekomendacje są zbliżone 
do rekomendacji uzyskanych za pomocą reguły H+B. Tym razem jednak decyzja 
A1 proponowana jest jeszcze przy współczynniku α = 0,2, z kolei decyzja A3 pro-
ponowana jest już od α = 0,8.

Tabela 2.36. Przykład 22 – obliczenia dla wskaźników Hj
I (α = 0,3 i α = 0,7)

Wariant
Decydent

Umiarkowany optymista 
αo = 0,3

Umiarkowany pesymista 
αp = 0,7

A1
Sq1 =

(10, 3, 2, 0, –1)

, max
1

1 (10 3) 6,5
2

IA = + =

, min
1

1 ( 1 0) 0,5
2

IA = − + = −

H1
I = 0,3 ∙ (–0,5) + 0,7 ∙ 6,5 = 4,4

, max
1

1 (10 3) 6,5
2

IA = + =

, min
1

1 ( 1 0) 0,5
2

IA = − + = −

H1
I = 0,7 ∙ (–0,5) + 0,3 ∙ 6,5 = 1,6

A2
Sq2 =

(8, 7, 7, 6, 0)

, max
2

1 (8 7) 7,5
2

IA = + =

, min
2

1 (0 6) 3
2

IA = + =

H2
I = 0,3 ∙ 3 + 0,7 ∙ 7,5 = 6,2

, max
2

1 (8 7) 7,5
2

IA = + =

, min
2

1 (0 6) 3
2

IA = + =

H2
I = 0,7 ∙ 3 + 0,3 ∙ 7,5 = 4,4

A3
Sq3 =

(7, 6, 6, 3, 1)

, max
3

1 (7 6) 6,5
2

IA = + =

, min
3

1 (1 3) 2
2

IA = + =

H3
I = 0,3 ∙ 2 + 0,7 ∙ 6,5 = 5,2

, max
3

1 (7 6) 6,5
2

IA = + =

, min
3

1 (1 3) 2
2

IA = + =

H3
I = 0,7 ∙ 2 + 0,3 ∙ 6,5 = 3,4

Ranking A2, A3, A1 A2, A3, A1
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Po przestudiowaniu idei całej procedury łatwiej będzie nam zrozumieć, dlacze-
go nazwano ją regułą APO. Jest to skrót od angielskiego wyrażenia „the averages 
of good and bad results weighted by the pessimism and optimism index” (średnie 
dobrych i złych wyników ważonych współczynnikiem pesymizmu i optymizmu).

Tabela 2.37. Przykład 22 – wskaźniki Hj
I dla α ∈ [0, 1] (reguła APO)

Współczynnik 
pesymizmu 

Decyzja

A1 A2 A3

0,00 10,0 8,0 7,0

0,05 9,5 7,6 6,7

0,10 8,9 7,2 6,4

0,15 8,4 6,8 6,1

0,20 7,8 6,4 5,8

0,25 4,8 6,4 5,4

0,30 4,4 6,2 5,2

0,35 4,1 5,9 4,9

0,40 3,7 5,7 4,7

0,45 2,9 6,0 5,0

0,50 2,7 5,8 4,8

0,55 2,4 5,7 4,7

0,60 2,3 4,8 3,8

0,65 2,0 4,6 3,6

0,70 1,6 4,4 3,4

0,75 1,3 4,1 3,1

0,80 1,2 1,6 2,2

0,85 0,7 1,2 1,9

0,90 0,1 0,8 1,6

0,95 –0,5 0,4 1,3

1,00 –1,0 0,0 1,0
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2.3.3. Reguła SAPO

Jak już wspomniano, reguła SAPO ma wiele wspólnego z regułą APO (uwzględ-
nia więc obecność asymetrycznych rozkładów wypłat), choć tym razem głównym 
adresatem są decydenci zamierzający brać aktywny udział w całym procesie de-
cyzyjnym. Obszerny opis tego podejścia też znajdziemy w pracy Gaspars-Wieloch 
(2014a), a przykłady zastosowań zawarto w innej pracy autorki (Gaspars-Wieloch, 
2014e). Zasadniczo reguła SAPO tym różni się od podejścia APO, że decydent ma 
prawo indywidualnie określić liczebność podzbioru dobrych i podzbioru złych wy-
ników. Ta liczebność może być różna dla poszczególnych decyzji, a zawartość obu 
podzbiorów można ustalać w sposób względny (na podstawie współczynnika od-
chylenia od skrajnych wypłat) lub w sposób bezwzględny (za pomocą górnej i dol-
nej granicy). Opis algorytmu dla reguły SAPO przedstawiono poniżej.

Algorytm dla reguły SAPO

Krok 1. Ustalamy wartość współczynnika pesymizmu (α) decydenta dla danej sy-
tuacji decyzyjnej.
Krok 2. Dla każdej decyzji Aj wyznaczamy nierosnący ciąg wypłat Sqj według 
wzoru (2.34).
Krok 3. Obliczamy parametr C, tj. liczebność podzbioru dobrych i podzbioru złych 
wyników w ciągu, według wzoru (2.41) oraz szacujemy parametry dj

max i dj
min lub 

bj
max i bj

min. Pierwsze oznaczają dopuszczalne współczynniki odstępstwa (odchyle-
nia) od odpowiednio najwyższej (mj) i najniższej (wj) wypłaty (metoda względna). 
Drugie to dopuszczalna dolna i górna granica dla odpowiednio podzbioru dobrych 
i podzbioru złych wyników (metoda bezwzględna).
Krok 4. Dla każdego wariantu generujemy podciąg dobrych wyników (SSqj

max) 
i podciąg złych wyników (SSqj

min)34, korzystając ze wzorów (gdy dane są para-
metry dj

max i dj
min):

( ) ( ){ }max max max
, , ,: ( ) ( max)j s j j j j j j s j j j s jSSq a Sq m d m w a m SSq C a= ∈ − − ≤ ≤ ∧ ≤ ∧ → 

	( ) ( ){ }max max max
, , ,: ( ) ( max)j s j j j j j j s j j j s jSSq a Sq m d m w a m SSq C a= ∈ − − ≤ ≤ ∧ ≤ ∧ → ,   j = 1, …, n,    (2.46)

( ) ( ){ }min min min
, , ,: ( ) ( min)j s j j j s j j j j j j s jSSq a Sq w a w d m w SSq C a= ∈ ≤ ≤ + − ∧ ≤ ∧ → 

	( ) ( ){ }min min min
, , ,: ( ) ( min)j s j j j s j j j j j j s jSSq a Sq w a w d m w SSq C a= ∈ ≤ ≤ + − ∧ ≤ ∧ → ,   j = 1, …, n,    (2.47)

34	Dobre i złe wyniki są tu tak samo rozumiane jak w podrozdziale 2.3.2.
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lub wzorów (gdy dane są parametry bj
max i bj

min):

( ){ }max max max
, , ,: ( ) ( max)j s j j j s j j j s jSSq a Sq b a m SSq C a= ∈ ≤ ≤ ∧ ≤ ∧ → , 

�     j = 1, …, n,    (2.48)

( ){ }min min min
, , ,: ( ) ( min)j s j j j s j j j s jSSq a Sq w a b SSq C a= ∈ ≤ ≤ ∧ ≤ ∧ → , 

�     j = 1, …, n,    (2.49)

gdzie:
s – numer wyrazu ciągu Sqj,
|SSqj

max| i |SSqj
min| – ostateczne liczebności obu podciągów.

Krok 5. Dla każdego wariantu ustalamy średnią dobrych wyników (Aj
II, max) i śred-

nią złych wyników (Aj
II, min), korzystając z formuł:

	
max

,

II, max
,max

1

∈

= ∑
s j j

j s j
j a SSq

A a
SSq

 ,    j = 1, …, n,� (2.50)

	
min

,

II, min
,min

1

∈

= ∑
s j j

j s j
j a SSq

A a
SSq

 ,    j = 1, …, n.� (2.51)

Krok 6. Dla każdej opcji wyznaczamy wskaźnik Hj
II na podstawie zależności:

II, min II, max
j j j

min max
II

2 2
(1 )j jm C SSq m SSq C

H α A α A
m m

+ − ⋅ + ⋅ −
= ⋅ + − ⋅  ,

�    j = 1, …, n.    (2.52)

Krok 7. Wybieramy strategię spełniającą warunek:

	 II II
* max{ }j jj

H H= .� (2.53)

Przejdźmy teraz do wyjaśnienia niektórych kroków powyższej procedury. W kro-
ku 3, zarówno parametry dj

max i dj
min, jak i bj

max i bj
min ustalane są arbitralnie przez 

decydenta. Można deklarować odrębne parametry dla każdej decyzji bądź wspól-
ne dla wszystkich rozpatrywanych wariantów (wówczas zamiast stosować dj

max 
i dj

min lub bj
max i bj

min upraszczamy zapisy we wzorach do postaci d max i d min 
lub b max i b min). Użycie wspólnych parametrów b max i b min dla wszystkich opcji 
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ma sens jedynie wtedy, gdy poziomy wypłat dotyczących poszczególnych wa-
riantów decyzyjnych są zbliżone. Związki pomiędzy tymi parametrami ukazano 
za pomocą formuł:

	
max

max j j
j

j j

m b
d

m w

−
=

−
,� (2.54)

	
min

min j j
j

j j

b w
d

m w

−
=

−
.� (2.55)

Szacowane współczynniki powinny zawsze spełniać warunki:

	 wj ≤ bj
min < bj

max ≤ mj,� (2.56)

	 dj
max + dj

min < 1,� (2.57)

	 dj
max, dj

min ≥ 0.� (2.58)

Ze wzorów przedstawionych w kroku 4 wynika, że tym razem liczebność pod-
ciągu dobrych i  podciągu złych wyników jest ustalana nie tylko na podstawie 
współczynnika pesymizmu i liczby scenariuszy (patrz parametr C), lecz także na 
podstawie dodatkowych parametrów (dj

max i dj
min lub bj

max i bj
min). Dzięki nim 

decydent może określić, które wypłaty są naprawdę dla niego atrakcyjne, a które 
wyniki są zdecydowanie niekorzystne. Zauważmy, że parametru C nie zastępujemy 
w metodzie SAPO współczynnikami odstępstwa lub odpowiednimi progami, choć 
jego obecność we wzorach (2.46)-(2.49) może na pierwszy rzut oka wydawać się 
zbędna. Jego rola jest nadal bardzo istotna – to on wskazuje nam, jaki maksymalnie 
zakres wypłat powinien być przez decydenta rozpatrywany. Im bardziej umiarko-
wane podejście go cechuje, tym więcej uwagi powinien poświęcić na przeanalizo-
wanie wypłat pośrednich.

Objaśnijmy teraz rolę, jaką w formule (2.52) odgrywają ilorazy 
min2 jm C SSq

m

+ − ⋅
 

i 
max2 jm SSq C

m

+ ⋅ −
. Parametry min max, , ,j jm C SSq SSq  umożliwiają uwzględnie-

nie ostatecznych rozmiarów obu podciągów, a więc ich znaczenie przy ustalaniu 
ważonej średniej wypłat. Im liczniejszy jest dany podciąg, tym większy (pozy-
tywny lub negatywny) wpływ na końcową wartość wskaźnika Hj

II powinna mieć 
średnia jego wyrazów. Decyzja jest tym bardziej atrakcyjna, im więcej zawiera 
dobrych i mniej złych wypłat. Wraz ze wzrostem min max, , ,j jm C SSq SSq  pierwszy iloraz maleje, 
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lecz zawsze przyjmuje wartości z przedziału ]0, 2[. Waga 
min2 jm C SSq

m

+ − ⋅
 sta-

nowi pewnego rodzaju karę dla wariantu, który ma dużo złych wyników (im bliższa 
parametru C jest liczba takich wyników, tym gorzej świadczy to o danej decyzji) – 
taki rozkład wypłat nie jest pożądany przez decydenta. Z kolei wraz ze wzrostem 
|SSqj

max| drugi iloraz rośnie, choć zawsze przyjmuje wartości z przedziału ]0, 2[. 

Waga 
max2 jm SSq C

m

+ ⋅ −
 jest zatem nagrodą dla opcji, która zawiera wiele dobrych 

wyników (im bliższa parametru C jest liczba takich wyników, tym lepiej świadczy 
to o danej decyzji) – podmioty decyzyjne są takimi rozkładami wypłat bardzo za-
interesowane. Warto podkreślić, że w przeciwieństwie do reguły H+B czy APO, 
wartości wskaźników uzyskiwanych za pomocą reguły SAPO mogą czasem prze-
kraczać parametr mj lub być niższe od parametru wj (zob. tabela 2.39).

Zanim omówimy konkretny przykład, cenne wydają się dwie następujące uwa-
gi. Po pierwsze, możliwość samodzielnego szacowania parametrów dj

max i dj
min 

lub bj
max i bj

min jest równoznaczna z możliwością określenia użyteczności, jaką 
dla decydenta mają poszczególne wyniki (pojęciu użyteczności poświęcono pod-
rozdziały 1.3.6, 2.2.2 i 2.7). Krok ten jest więc dodatkowym sposobem pozwala-
jącym uwzględnić preferencje decydenta. Po drugie, wspomniany etap procedury 
jest z jednej strony pracochłonny dla podmiotu decyzyjnego, lecz z drugiej strony 
umożliwia dokładną kontrolę zawartości podciągu dobrych i podciągu złych wy-
ników. Taką zaletą nie może pochwalić się reguła APO. Na przykład jeżeli wy-
płaty danej decyzji to 10, 1, 1, 1, 1, 1, a α = 0,4, to z tego wynikałoby, że zgodnie 
z podejściem APO, dobre wyniki to 10, 1, 1, a złe wyniki to 1, 1, 1. Przy samo-
dzielnym deklarowaniu współczynników odstępstwa bądź górnych i dolnych gra-
nic takie przyporządkowanie wypłat nigdy nie będzie zachodziło. Z tego jednak 
powodu nie należy przekreślać reguły APO. Choć istnieje ryzyko, że obiektywnie 
niekorzystny wynik związany z daną decyzją zostanie przydzielony do podzbioru 
dobrych wyników, to właśnie jego obecność w tym podzbiorze sprawi, że wyzna-
czona dlań średnia odpowiednio zmniejszy się, co wpłynie na obniżenie atrakcyj-
ności rozpatrywanego wariantu. Stosowanie reguły APO prowadzi zatem, nawet 
w takich sytuacjach, do uzyskania racjonalnych rozwiązań.

Zaprezentowaną w tym podrozdziale regułę nazwano zasadą SAPO, gdyż jest 
to skrót od „the shortened averages of good and bad results weighted by the pessi-
mism and optimism index”, a więc „zawężonych średnich dobrych i złych wyni-
ków ważonych współczynnikiem pesymizmu i optymizmu”.

Jak już wspomniano, regułę SAPO po raz pierwszy opisała Gaspars-Wieloch 
(2014a). Warto jednak podkreślić, że w niniejszej monografii przedostatni krok 
tejże procedury uległ drobnej modyfikacji. Otóż w licznikach we wzorze (2.52) 
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zastąpiono pierwotne jedynki parametrem C i zwiększono znaczenie liczebności 
podciągów, przypisując im wagę równą 2. Autorka postanowiła dokonać tej zmia-
ny, by podciągi dobrych (złych) wyników mogły być jeszcze bardziej „nagradza-
ne” („ukarane”), gdy liczba ich wyrazów jest bliska bądź równa parametrowi C.

Niniejszy podrozdział zakończymy przykładem. W związku ze względnie więk-
szą złożonością reguły SAPO i możliwością jej stosowania w czterech różnych 
odmianach (I – wspólne współczynniki odstępstwa; II – różne współczynniki od-
stępstwa; III – wspólne górne i dolne progi; IV – różne górne i dolne progi), tym 
razem pozwolimy sobie przeanalizować działanie procedury nieco bardziej wy-
biórczo. Pozostaniemy przy przykładzie 22, lecz rozpatrywać będziemy tylko 
przypadek z równymi współczynnikami odchylenia dla wszystkich decyzji. Załóż-
my, że interesuje nas uzyskanie rankingu za pomocą reguły SAPO przy różnych 
wartościach parametru α (krok 1). Krok 2 wykonaliśmy już w podrozdziale 2.3.1. 
Sposób obliczenia parametru C (krok 3) został z kolei przedstawiony w podroz-
dziale 2.3.2. Przyjmujemy, że d max = 0,2 i d min = 0,3 dla wszystkich rozpatrywa-
nych decydentów: α ∈ [0, 1]. Podciągi dobrych i złych wyników (krok 4) tworzymy 
na podstawie wzorów (2.46) i (2.47), patrz tabela 2.38. Krok 5 polega na oblicze-
niu średnich wszystkich wyrazów znajdujących się w  poszczególnych podcią-
gach. Na przykład dla decyzji A3, przy α = 0,5, średnia dobrych wyników wynosi  
A3

II, max = (7+6+6)/3 = 19/3. Tabela 2.39 zawiera obliczone wartości wskaźni-
ków Hj

II (krok 6). Tu już przy α = 0,6 decyzja A3 jest rekomendowana. Warto mieć 
jednak świadomość tego, że te wyniki nie są do końca porównywalne z wynika-
mi dla pozostałych reguł (tabele 2.34, 2.35, 2.37), gdyż w regule SAPO stosuje-
my dodatkowo parametry dj

max i dj
min lub bj

max i bj
min, które również wpływają na 

ostateczną postać rankingu.

Tabela 2.38. Przykład 22 – podciągi dobrych i złych wyników dla wybranych 
wartości parametru α, d max = 0,2, d min = 0,3 (reguła SAPO)

Wariant Podciągi dobrych i złych wyników

A1
Sq1 =

(10, 3, 2, 0, –1)

b1
max = 7,8, b1

min = 2,3
1) α = 0 lub α = 1 → C = 1: SSq1

max = (10), SSq1
min = (–1)

2) α = 0,3 lub α = 0,7 → C = 2: SSq1
max = (10), SSq1

min = (0, –1)
3) α = 0,5 → C = 3: SSq1

max = (10), SSq1
min = (0, –1,2)

A2
Sq2 =

(8, 7, 7, 6, 0)

b2
max = 6,4, b2

min = 2,4
1) α = 0 lub α = 1 → C = 1: SSq2

max = (8), SSq2
min = (0)

2) α = 0,3 lub α = 0,7 → C = 2: SSq2
max = (8, 7), SSq2

min = (0)
3) α = 0,5 → C = 3: SSq2

max = (8, 7, 7), SSq2
min = (0)

A3
Sq3 =

(7, 6, 6, 3, 1)

b3
max = 5,8, b3

min = 2,8
1) α = 0 lub α = 1 → C = 1: SSq3

max = (7), SSq3
min = (1)

2) α = 0,3 lub α = 0,7 → C = 2: SSq3
max = (7, 6), SSq3

min = (1)
3) α = 0,5 → C = 3: SSq3

max = (7, 6, 6), SSq3
min = (1)
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Tabela 2.39. Przykład 22 – wskaźniki Hj
II dla α ∈ [0, 1] (reguła SAPO)

Współczynnik 
pesymizmu

Decyzja

A1 A2 A3

0,00 12,0 9,6 8,4

0,05 11,4 9,1 8,0

0,10 10,7 8,6 7,6

0,15 10,1 8,2 7,3

0,20 9,4 7,7 6,9

0,25 7,4 7,9 7,1

0,30 6,9 7,4 6,7

0,35 6,4 6,8 6,3

0,40 5,9 6,3 5,9

0,45 4,5 6,5 6,1

0,50 4,1 5,9 5,7

0,55 3,7 5,3 5,2

0,60 3,8 4,2 4,2

0,65 3,3 3,7 3,8

0,70 2,8 3,2 3,4

0,75 2,3 2,6 3,0

0,80 1,8 1,9 2,3

0,85 1,1 1,4 1,9

0,90 0,5 1,0 1,6

0,95 –0,2 0,5 1,2

1,00 –0,8 0,0 0,8

Reguła SAPO, podobnie jak APO, przypomina nieco koncepcję Nakamury (pod-
rozdział 2.2.2), gdyż również sprowadza się do podjęcia decyzji na podstawie ana-
lizy najlepszych i najgorszych wyników.

2.3.4. Konkluzje

Wnioski końcowe dla podrozdziału 2.3 są następujące.
1)	� Wszystkie trzy zaprezentowane reguły (H+B, APO i SAPO) stanowią pewne 

modyfikacje oryginalnej metody Hurwicza. Zostały wprowadzone po to, by re-
komendacje uzyskiwane za pomocą przekształconych procedur były logiczne 
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nawet wówczas, gdy przynajmniej jedna rozpatrywana decyzja charakteryzuje 
się asymetrycznym rozkładem wypłat.

2)	� Podobnie jak reguła Hurwicza, zmodyfikowane podejścia również nadają się 
do poszukiwania odpowiedniej strategii czystej bądź mieszanej35 (por. podroz-
dział 2.2.1).

3)	� Głównym zastosowaniem metody pierwotnej i jej modyfikacji są jednokrotne 
realizacje wybranego wariantu decyzyjnego, gdyż po wykonaniu danej opcji, 
a więc po jej weryfikacji, macierz wypłat oraz nastawienie danego decydenta 
do ryzyka mogą przed kolejnymi realizacjami ulec zmianie, co pociągnie za 
sobą konieczność obliczenia nowych wskaźników i wygenerowania zaktuali-
zowanych rankingów. Niemniej ze względu na to, że proponowane w pracy re-
guły uwzględniają nie tylko skrajne wypłaty, lecz także wszystkie (H+B, APO, 
SAPO) bądź niektóre (APO, SAPO) wypłaty pośrednie, można wykorzystać je 
również do wyboru wariantów decyzyjnych realizowanych wielokrotnie, choć 
w ograniczonym zakresie, ponieważ wypłaty uzyskujące największe wagi w po-
szczególnych procedurach to wartości skrajne.

4)	� W analizowanym przykładzie rozstęp między najwyższą a najniższą wypła-
tą był w miarę zbliżony dla wszystkich wariantów decyzyjnych (od 11 do 7). 
Gdyby jednak pojawiła się w macierzy wypłat choć jedna opcja mocno róż-
niąca się pod tym względem od pozostałych wariantów, należałoby być może 
poddać pod rozwagę wprowadzenie jakiegoś dodatkowego kroku (lub zmianę 
istniejącego) w omówionych procedurach. Problem ten szerzej opisano w pod-
rozdziale 2.6.

5)	� Każda reguła opisana w tej części pracy, w większym lub mniejszym stopniu, 
umożliwia uwzględnienie preferencji decydenta na podstawie współczynni-
ka pesymizmu (wszystkie metody) oraz dopuszczalnych współczynników od-
stępstw lub dolnej i górnej granicy (SAPO).

6)	� W przypadku skrajnych pesymistów bądź optymistów rankingi uzyskiwane za 
pomocą reguł H+B, APO lub SAPO przypominają rankingi otrzymywane na 
podstawie zasady Hurwicza (zwłaszcza wówczas, gdy liczba scenariuszy jest 
mała). W pozostałych sytuacjach, a więc gdy mamy do czynienia z umiarkowa-
nymi pesymistami bądź optymistami (lub gdy liczba stanów natury jest duża), 
rankingi wariantów proponowane przez nowe podejścia nie przypominają już 
rankingów otrzymywanych za pomocą reguły Hurwicza.

7)	� W wypadku problemu decyzyjnego, w którym warianty są niezdominowane, 
rankingi generowane przez zmodyfikowane zasady Hurwicza będą bardziej 
wrażliwe na poziom parametru α niż przy oryginalnej regule Hurwicza, gdyż 

35	W wypadku wyznaczania strategii mieszanej zmodyfikowane wskaźniki Hurwicza wykorzy-
stywane są jako wagi funkcji celu w modelu optymalizacyjnym (2.22)-(2.24).
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zmiana wartości współczynnika ostrożności powoduje zmianę wag dla wielu 
wypłat (nie tylko skrajnych).

8)	� Miejmy świadomość tego, że gdyby tabele z ostatecznymi wskaźnikami były 
nieco bardziej rozbudowane (np. dla wartości parametru α różniących się o 0,01, 
a nie 0,05), wówczas można byłoby dokładniej zaobserwować, gdzie następu-
je zmiana pozycji danej decyzji w rankingu. Jednak dla naszych analiz podane 
zestawienia były wystarczające.

9)	� Spośród wszystkich czterech reguł (oryginalnej zasady Hurwicza i jej modyfi-
kacji: H+B, APO, SAPO) procedura SAPO wymaga od decydenta największego 
zaangażowania, dając w zamian większe możliwości uwzględnienia indywidu-
alnych preferencji.

10)	�Reguła H+B nieco przypomina metodę oczekiwanej wypłaty (podrozdział 2.2.2) 
ze względu na ważenie wszystkich wypłat. Tu jednak podobieństwo się kończy, 
gdyż w wypadku EPM wagi określają prawdopodobieństwa wystąpienia po-
szczególnych stanów, a ich suma wynosi 1, natomiast w podejściu H+B wagi 
określają naturę decydenta i najczęściej nie sumują się do jedności.

2.4. „Personalizacja” natury i „problem pojedynczego 
zdarzenia”

Kolejnym zarzutem padającym pod adresem reguł klasycznych i  omówionym 
w  podrozdziale 2.2.1 jest problem „personalizacji” natury (Officer i Anderson, 
1968). Gdybyśmy chcieli opracować jakąś metodę, w której nie dochodziłoby do 
takiej zmienności „postawy” natury (przejawiającej się występowaniem różnych 
scenariuszy w zależności od decyzji podjętej przez decydenta), musielibyśmy przy-
jąć, że tym razem status danego scenariusza powinien być określony globalnie (tj. 
względem wszystkich rozpatrywanych decyzji), a nie lokalnie (tj. dla każdej decyzji 
odrębnie). Zanim zaprezentujemy dwie procedury spełniające powyższe założenie, 
przywołamy jeszcze „problem pojedynczego zdarzenia” poruszony w podrozdzia-
le 1.2.2. Jak pamiętamy, według L. von Misesa (1949, 1962) prawdopodobieństwa 
zdarzeń jednostkowych nie da się wyrazić liczbowo, gdyż jeżeli po zrealizowaniu 
(lub w trakcie realizacji) danego wariantu decyzyjnego ma szanse wystąpić tyl-
ko jedno z przewidywanych zdarzeń, to pozostałe nigdy się nie spełnią – nie będą 
miały ani razu takiej możliwości. W niniejszej monografii właśnie takimi sytu-
acjami się zajmujemy, ponieważ rozpatrujemy przypadki jednokrotnej realizacji 
wybranego wariantu (one-shot decisions). Skoro więc nie ma sensu przypisywać 
na siłę wszystkim zdarzeniom prawdopodobieństw, to może warto wytypować 
scenariusz bądź podzbiór scenariuszy, który(e) ma(ją) największą, subiektywną 
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oczywiście, szansę wystąpić. Takie podejście byłoby też zgodne z obserwacjami 
Roszkowskiej i Wachowicza (2015b), którzy stwierdzają, że ludzie wolą stoso-
wać miary porządkowe aniżeli miary kardynalne, a więc łatwiej jest decydentowi 
uszeregować scenariusze niż oszacować prawdopodobieństwa ich wystąpienia36. 
Zawężenie pierwotnego zbioru potencjalnych scenariuszy do zbioru stanów natury 
o największej subiektywnej szansie wystąpienia byłoby też zbieżne z podejściem 
proponowanym przez Courtneya i współautorów (1997).

W tym podrozdziale zaprezentujemy dwie metody: regułę SF+AS(p) i regułę 
SF+AS(m). W porównaniu z istniejącymi już regułami, wspomniane autorskie po-
dejścia mają dość nowatorski charakter, gdyż w zupełnie inny sposób wykorzystują 
dostępną macierz wypłat do wyboru odpowiedniej strategii czystej (SF+AS(p)) bądź 
mieszanej (SF+AS(m)). Obie reguły, podobnie jak procedury omówione w pod-
rozdziale 2.3, pozwalają uwzględnić preferencje decydenta. Tym razem jednak we 
wzorach będzie występować współczynnik optymizmu β. Ze względu na relację 
pomiędzy współczynnikiem optymizmu a współczynnikiem pesymizmu nie ma to 
jednak większego znaczenia.

W omawianych dwóch regułach, podobnie jak w podrozdziale 2.3, założymy, 
że macierz wypłat, na podstawie której decydent podejmuje decyzję, jest już dana.

2.4.1. Reguła SF+AS(p)

Opis reguły SF+AS(p) przedstawiła Gaspars-Wieloch (2013b, 2015d), a przykłady 
zastosowań ekonomicznych tej metody można znaleźć w innych pracach autorki 
(Gaspars-Wieloch, 2017d, 2017f). Algorytm dla wspomnianej reguły zamieszczo-
no poniżej.

Algorytm dla reguły SF+AS(p)

Krok 1. Szacujemy współczynnik optymizmu decydenta β.
Krok 2. Dla każdego scenariusza Si obliczamy sumy tzw. przypadków dominacji 
(dominance cases), czyli di, według wzorów:

	 { }, ,max ( )j
i j i jd m p a= − ,    i = 1, …, m; j = 1, …, n,� (2.59)

	 ,
1

n

i i j
j

d d
=

=∑  ,    i = 1, …, m,� (2.60)

36	Warto oczywiście podkreślić, że w niektórych sytuacjach zarówno miary kardynalne, jak i po-
rządkowe zbyt słabo opisują preferencje decydentów (Świtalski, 2002a).
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gdzie:
di, j – liczba wypłat związanych z decyzją Aj, które są gorsze (niższe) od wy-
płaty ai,  j,
m – liczba stanów natury,
p j(ai, j) – pozycja wyniku ai, j w nierosnącym ciągu (Sqj) wszystkich wypłat 
dotyczących wariantu Aj; jeżeli dana wypłata ai, j ma taką samą wartość jak co 
najmniej jedna inna wypłata tej samej opcji, przy wyznaczaniu p j(ai, j) należy 
ostatecznie wybrać we wzorze (2.59) najdalszą pozycję tego wyniku we wspo-
mnianym ciągu37.

Krok 3. Przyporządkowujemy każdemu scenariuszowi przedział [bi, ti] dla współ-
czynnika optymizmu, korzystając z formuł:

	
max min

1
1

w
d d

=
− +

,� (2.61)

( )min

max min
max | ( | ) [0;1 ]i

i
d d

b b b w b b w
d d

   −  = ∧ ≤ ∧ ∈ −    −     
, i = 1, …, m,� (2.62)

( )min
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i i
d d

t t t w t t w t b w
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   −  = ∧ ≥ ∧ ∈ ∧ = +    −     
, 

� i = 1, …, m.    (2.63)

Symbol w oznacza szerokość przedziału dla każdego stanu, przy czym dmax i dmin 
stanowią odpowiednio największą i najmniejszą sumę przypadków dominacji spo-
śród tych, które zostały wyznaczone dla kolejnych scenariuszy:

	 max max{ }ii
d d= ,� (2.64)

	 min min{ }ii
d d= .� (2.65)

Z wyjątkiem przedziału(ów) z najmniejszą sumą przypadków dominacji, przyjmij-
my, że przedziały [bi, ti] są lewostronnie otwarte: ]bi, ti].

37	Na przykład, jeżeli rozpatrujemy ciąg Sq1 = (5, 4, 3, 3, 3, 3, 0, –9), to dla wszystkich czterech 
wypłat równych 3 parametr di,  j = 8 – max{3, 4, 5, 6} = 8 – 6 = 2 (gdyż wynik 3 jest lepszy od dwóch 
wypłat: 0 i –9).



2.4. „Personalizacja” natury i „problem pojedynczego zdarzenia” 91

Krok 4. Wskazujemy V, czyli zbiór wartości, na podstawie których decydent bę-
dzie podejmować ostateczną decyzję (n to liczba decyzji):

	 { }1 2, , , , ,j nV v v v v=   .� (2.66)

a)	� Jeżeli parametr β danego decydenta należy do przedziału [bi, ti] lub ]bi, ti], który 
jest przyporządkowany dokładnie jednemu scenariuszowi, to zbiór V zawiera 
wszystkie wypłaty związane z tym stanem natury:

	 ( ) { },1 , 2 , ,[ , ] ] , ] , , , , ,! i i i i i i i j i n
i
β b t β b t V a a a a∈ ∨ ∈ ⇒ =∃   .� (2.67)

b)	� Jeżeli parametr β należy do przedziału [bi, ti] lub ]bi, ti], który jest przyporząd-
kowany więcej niż jednemu scenariuszowi, V wyznaczamy na podstawie za-
leżności:

	 ( ) ( ) { }[ , ] ] , ]) | ( ) | 1 arit
i i i i i j

i
β b t β b t S S V A∈ ∨ ∈ ∧ > ⇒ =∃ ,� (2.68)
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gdzie:
S(Si) 	 – �podzbiór zawierający scenariusze Si z przedziałem [bi, ti] lub ]bi, ti] po-

krywającym deklarowany przez decydenta współczynnik β,
|S(Si)| 	– �moc tego podzbioru (czyli liczba stanów natury, na podstawie których 

podmiot podejmie ostateczną decyzję).
c) �Jeżeli β nie należy do żadnego przedziału przypisanego kolejnym scenariuszom, 

zbiór V ustala się następująco:
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i
β b t β b t V A¬ ∈ ∨ ∈ ⇒ =∃ ,� (2.70)
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gdzie:
�e i f dotyczą scenariuszy, których granice przedziałów dla współczynnika β są od-
powiednio nieco niższe (wzór 2.72) i nieco wyższe (wzór 2.73) niż parametr βk,
te i bf  – koniec przedziału dla stanu Se oraz początek przedziału dla stanu Sf,
ae,  j i af,  j  – wypłaty związane z decyzją Aj i stanami Se lub Sf ,
S(Se) i S(Sf ) – podzbiory zawierające odpowiednio scenariusze Se lub Sf .
Jeżeli w danym problemie decyzyjnym istnieje więcej niż jeden scenariusz Se 

lub Sf , wypłaty ae,  j i af,  j we wzorze (2.71) zastępujemy średnimi arytmetycznymi 
odpowiednich wypłat:
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1( ) 1
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gdzie |S(Se)| i |S(Sf )| to moc podzbiorów S(Se) i S(Sf ).
Krok 5. Znajdujemy decyzję Aj(1), tj. decyzję, której wartość vj w zbiorze V jest 
najwyższa:

	 (1) arg max{ }j jj
A v= .� (2.76)

a) Wariant Aj(1) jest jednocześnie decyzją optymalną (Aj(1) = Aj*), jeżeli spełnia 
poniższe warunki:
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gdzie:
p – minimalna liczba scenariuszy, których wypłaty powinny być przynajmniej 
równe wj*,
at,  j(1) – wypłata uzyskana w przypadku wyboru decyzji Aj(1) i wystąpienia sce-
nariusza St ,
wj* – wskaźnik Walda dla optymalnego wariantu wyznaczony na podstawie 
wzorów (2.1)-(2.2),
M(β) – minimalny poziom wypłaty, którą powinien mieć przynajmniej jeden 
wynik dla wybranej decyzji; poziom ten zależy od współczynnika optymizmu 
(im wyższy, tym wyższy wymagany wynik) oraz od optymalnego wskaźnika 
Walda i optymalnego wskaźnika max-max mj* (zob. wzory (2.3)-(2.4)).
�Jeżeli istnieją dwie lub więcej decyzji spełniających zależność (2.76), optymal-
ne są tylko te, które spełniają jednocześnie warunki (2.77)-(2.81).

b) �Jeżeli nie znaleziono opcji, dla której zachodzą zależności (2.76) i (2.77)-(2.81), 
znajdujemy decyzję Aj(2) spełniającą warunek:
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Taki wariant decyzyjny zawsze istnieje (Aj(2) = Aj*).

Prezentację przykładu liczbowego poprzedzimy jak zwykle niezbędnym wyja-
śnieniem poszczególnych kroków procedury. W powyższej metodzie można wy-
raźnie wyodrębnić dwa etapy:

1.	� Typowanie scenariusza (kroki 1-4) – przewidywanie scenariusza mającego 
subiektywnie największe szanse wystąpienia (ustalenia dokonywane są na 
podstawie wcześniej zadeklarowanego współczynnika optymizmu).

2.	� Wybór decyzji (kroki 4-5) – wariant wybierany jest na podstawie skróconej 
macierzy wypłat zawierającej wyniki tylko tych scenariuszy, których prze-
dział [bi, ti] lub ]bi, ti] pokrywa współczynnik optymizmu decydenta lub jest 
najbliżej tej wartości38.

To właśnie dwuetapowość omawianej reguły sprawiła, że nazwano ją SF+AS(p) 
(scenario forecasting and alternative selection for pure strategies).

38	Krok 4 realizuje oba etapy procedury.
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Status scenariusza (niekorzystny, przeciętny, atrakcyjny) nie zależy od wybranej 
decyzji – jest on stały i opisany za pomocą przedziału [bi, ti] lub ]bi, ti]. Im większe 
wartości zawiera ten przedział, tym bardziej atrakcyjny jest dany stan natury, gdyż 
częściej dominuje nad pozostałymi (jego wypłaty są względnie wyższe), a więc, 
kierując się zdrowym rozsądkiem, można przyporządkowywać scenariusze o coraz 
wyższych wartościach we wspomnianym przedziale podmiotom o coraz wyższym 
współczynniku optymizmu i  odwrotnie – rekomendować scenariusze o  niskich 
wartościach w tym przedziale odpowiednio umiarkowanym i skrajnym pesymi-
stom. Warto podkreślić, że stosowanie tzw. przypadków dominacji i współczynni-
ka optymizmu w celu określenia statusu poszczególnych stanów natury jest tylko 
propozycją. Można bowiem wykorzystać inne kryteria, inne miary.

Zauważmy, że krok 5 nie polega na prostym znalezieniu decyzji, której wypłata, 
średnia arytmetyczna wybranych wypłat bądź średnia ważona wskazanych wypłat 
są najwyższe. Optymalna decyzja musi spełnić jeszcze dwa kluczowe warunki. 
Z jednej strony powinna zawierać odpowiednią liczbę wyników nie mniejszych 
aniżeli wskaźnik Walda (wzory 2.77-2.79). Im większym pesymistą jest decydent, 
tym więcej takich wypłat powinno pojawić się w nierosnącym ciągu wypłat roz-
patrywanej decyzji. Wprowadzenie tego dodatkowego zastrzeżenia jest pewną for-
mą zabezpieczenia dla umiarkowanych decydentów i pesymistów, którym zależy 
na tym, by uzyskać wynik co najmniej równy temu wskaźnikowi. Z drugiej strony 
ostatecznie wybrany wariant powinien mieć co najmniej jeden wynik nie mniej-
szy niż parametr M(β), co jest z kolei pewnym zabezpieczeniem dla optymistów, 
którzy liczą na szczęście (wzory 2.80-2.81). W bardzo specyficznych sytuacjach 
decyzyjnych drugi warunek należy jednak stosować ostrożnie. W końcowej części 
niniejszego podrozdziału ten wątek rozwinięto. Wprowadzenie obu dodatkowych 
założeń zabezpieczających głównie skrajnych decydentów wynika z tego, że wy-
stąpienie typowanych scenariuszy nie jest gwarantowane, a więc w rzeczywistości 
może się pojawić zupełnie inny stan natury.

Zawartość kroku 5 prezentowana w niniejszej rozprawie różni się nieco od 
ostatniego kroku oryginalnej wersji procedury SF+AS(p) opisanej w pracach Ga-
spars-Wieloch (2013b, 2015d). W pierwotnej postaci owej reguły brakuje wzorów 
(2.80)-(2.82). Wprowadzona zmiana wynika z tego, że jeżeli dołączymy na końco-
wym etapie powyższe zależności, mamy szansę lepiej zadbać o „interesy” umiar-
kowanych i skrajnych optymistów, którzy oczekują, niezależnie od wybranej opcji, 
najwyższych bądź prawie najwyższych wypłat.

W celu zilustrowania reguły SF+AS(p) ponownie skorzystamy z przykładu 22 
(tabela 2.32). Będziemy się starali zbadać działanie procedury przy różnych po-
ziomach współczynnika optymizmu, dlatego w kroku 1 nie podajemy konkretnej 
wartości tego parametru. W kroku 2 wyznaczamy liczby przypadków dominacji 
i ich sumy (tabela 2.40, przedostatnia kolumna). Na przykład d3, 2 = 2, ponieważ 
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wypłata a3, 2 = 7 jest wyższa od dwóch wyników (0 i 6). W kroku 3 obliczenia 
rozpoczynamy od ustalenia szerokości przedziału dla współczynnika optymizmu: 
w = 1/(7 – 4 + 1) = 0,25. Początki i końce poszczególnych przedziałów (tabela 2.40, 
ostatnia kolumna) wyznaczamy na podstawie wzorów (2.62)-(2.63).

Tabela 2.40. Przykład 22 – przypadki dominacji i ich suma

Stany

Decyzje
Suma 

(di)
[bi, ti]Wypłaty Przypadki dominacji

A1 A2 A3 A1 A2 A3

S1 2 8 3 2 4 1 7 ]0,75, 1,0]

S2 –1 0 7 0 0 4 4 [0, 0,25]

S3 0 7 6 1 2 2 5 ]0,25, 0,5]

S4 10 7 1 4 2 0 6 ]0,5, 0,75]

S5 3 6 6 3 1 2 6 ]0,5, 0,75]

Wiemy już zatem, że według przyjętego kryterium najbardziej atrakcyjnym sce-
nariuszem jest stan S1, a najmniej – stan S2. W kroku 4 należy ustalić scenariusz 
bądź scenariusze o największej subiektywnej szansie wystąpienia. Na przykład dla 
umiarkowanego pesymisty (β1 = 0,3) typowany scenariusz to S3, gdyż wartość 0,3 
należy do przedziału ]0,25, 0,5], który został przypisany temu stanowi natury. Na-
tomiast dla umiarkowanego optymisty (β2 = 0,7) przewidywane scenariusze to S4 
i S5, ponieważ wartość 0,7 należy do dwóch identycznych przedziałów ]0,5, 0,75] 
związanych właśnie z tymi stanami natury. W tym samym kroku wskazujemy war-
tości (wypłaty bądź średnie wypłat), na podstawie których będzie można ostatecznie 
podjąć decyzję. Dla umiarkowanego pesymisty (β1 = 0,3) sytuacja jest trywialna. 
Skoro tylko jeden scenariusz został wytypowany (krok 4a, wzór (2.67)), to zbiór 
V1 = {a3, 1, a3, 2, a3, 3} = {0, 7, 6}. W wypadku umiarkowanego optymisty (β2 = 0,7) 
wytypowano dwa stany natury (krok 4b, wzory (2.68)-(2.69)), zatem V2 będzie 
zawierać średnie wypłat z dwóch scenariuszy: V2 = {(a4, 1+a5, 1)/2, (a4, 2+a5, 2)/2, 
(a4, 3+a5, 3)/2} = {6,5, 6,5, 3,5}. W ostatnim kroku na początek kierujemy się za-
leżnością (2.76), czyli umiarkowany pesymista (β1 = 0,3) powinien wybrać decy-
zję A2, a umiarkowany optymista (β2 = 0,7) – wariant A1 lub A2.

Sprawdźmy jednak, czy proponowane opcje spełniają dodatkowe założenia. Dla 
umiarkowanego pesymisty minimalna liczba wypłat, które powinny być co naj-
mniej równe wskaźnikowi Walda, wynosi 4, umiarkowanemu optymiście zaś zaleca 
się, by wybrał wariant zawierający co najmniej dwie takie wypłaty (wzór (2.78)):

	 1 2(1 0,3) 5 0,7 5 4, (1 0,7) 5 0,3 5 2.p p= − ⋅ = ⋅ = = − ⋅ = ⋅ =              
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Wskaźnik Walda wynosi wj* = max{–1, 0, 1} = 1, a wskaźnik max-max jest 
równy mj* = max{10, 8, 7} = 10. Decyzja A2 ma aż 4 wypłaty przekraczające 1 (tj. 
8, 7, 7 i 6). Opcja A1 ma 3 takie wartości (tj. 10, 3 i 2). Minimalny wymagany po-
ziom choć jednej wypłaty to odpowiednio M(β1) = 0,3(10 – 1) + 1 = 3,7 i M(β2) = 
= 0,7(10 – 1) + 1 = 7,3. Dla umiarkowanego pesymisty decyzja A2 jest ostateczną 
optymalną decyzją (liczba wypłat co najmniej równa wskaźnikowi Walda jest wystar-
czająca, ponadto prawie wszystkie wypłaty przekraczają poziom M(β1)). Dla umiar-
kowanego optymisty obie decyzje (A1 i A2) mogą mu być zarekomendowane jako 
ostateczne rozwiązania optymalne (choć decyzja A2 jest nieco bardziej bezpieczna).

Tabela 2.41. Przykład 22 – typowane scenariusze oraz wartości vj i p dla β ∈ [0, 1] 
(reguła SF+AS(p))

Współ-
czynnik 

optymizmu
Si

k
Decyzja

p M(β)
A1 A2 A3

1,00 S1 2 8 3 0 10,0

0,95 S1 2 8 3 1 9,6

0,90 S1 2 8 3 1 9,1

0,85 S1 2 8 3 1 8,7

0,80 S1 2 8 3 1 8,2

0,75 S4, S5 (6,5) 6,5 3,5 2 7,8

0,70 S4, S5 (6,5) 6,5 3,5 2 7,3

0,65 S4, S5 (6,5) 6,5 3,5 2 6,9

0,60 S4, S5 (6,5) 6,5 3,5 2 6,4

0,55 S4, S5 (6,5) 6,5 3,5 3 6,0

0,50 S3 0 7 6 3 5,5

0,45 S3 0 7 6 3 5,1

0,40 S3 0 7 6 3 4,6

0,35 S3 0 7 6 4 4,2

0,30 S3 0 7 6 4 3,7

0,25 S2 –1 0 7 4 3,3

0,20 S2 –1 0 7 4 2,8

0,15 S2 –1 0 7 5 2,4

0,10 S2 –1 0 7 5 1,9

0,05 S2 –1 0 7 5 1,5

0,00 S2 –1 0 7 5 1,0
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Tabela 2.41 zawiera zbiorcze zestawienie wyników dla różnych poziomów pa-
rametru β. Wartości te obliczono dla coraz mniejszych poziomów współczynnika 
optymizmu, a nie jak w podrozdziale 2.3 – dla coraz większych poziomów współ-
czynnika ostrożności. Jednak ze względu na to, że suma obu współczynników 
jest równa 1, nie ma to żadnego znaczenia, gdyż w gruncie rzeczy w kolejnych 
wierszach wszystkich tabel zbiorczych chodzi o to samo nastawienie do ryzyka, 
tj. coraz większą ostrożność podmiotu decyzyjnego. Decydentom o współczynni-
ku β z przedziału ]0,5, 0,75] proponowane są dwie różne decyzje (A1 i A2), przy 
czym wyniki dla A1 ujęto w tabeli celowo w nawias, by zaznaczyć, że ten wariant 
ma mniej wypłat co najmniej równych wskaźnikowi Walda (decyzja A1 jest nieco 
mniej bezpieczna).

Z analizowanego zadania wynikła dość ciekawa sytuacja. Otóż wariant A1 został 
zarekomendowany skrajnym optymistom (było tak też w przypadku reguł H+B, 
APO i SAPO), choć scenariusz o największej sumie przypadków dominacji (tj. 
S1) nie oferuje akurat tej opcji korzystnej wypłaty. Teoretycznie, zgodnie z regułą 
SF+AS(p), to decyzja A2 powinna być proponowana skrajnym optymistom, lecz 
w związku z tym, że ani ona, ani opcja A3 nie spełniają warunków (2.80)-(2.81), 
jedyną możliwością jest wybór wariantu A1 (nawet jeżeli wypada on najgorzej 
w ramach scenariusza S1).

O ile warunki (2.77)-(2.79), zabezpieczające pesymistów, są cenne dla dowol-
nego problemu decyzyjnego, o tyle warunki (2.80)-(2.81), dające szansę skrajnym 
optymistom na osiągnięcie wysokiej wypłaty, mogą być w niektórych sytuacjach 
wątpliwe. Przyjrzyjmy się strukturze macierzy wypłat zaprezentowanej w tabeli 
2.42 (przykład 23), w którym maksymalna wypłata mocno różni się od wszystkich 
pozostałych maksymalnych wypłat. Jest nią wynik równy 1000. Jeżeli skorzysta-
my teraz ze wzorów (2.80)-(2.81), to okaże się, że nawet dla skrajnego pesymisty 
(β = 0,0091) jedyną opcją spełniającą powyższe założenia jest decyzja A1, która 
jest przecież bardzo ryzykowna! Oczywiście wariant ten nie zostanie na szczę-
ście ostatecznie zaproponowany decydentowi, gdyż warunki (2.77)-(2.79) nie są 

Tabela 2.42. Przykład 23 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3

S1 –1000 8 3

S2 –100 000 0 7

S3 0 7 6

S4 1000 7 1

S5 –10 000 6 6
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spełnione przez wspomnianą opcję. W tej sytuacji konieczne jest skorzystanie 
z formuły (2.82), dzięki której podmiot decyzyjny może jeszcze raz zastanowić 
się, na czym mu bardziej zależy: na jak największej liczbie wypłat nie gorszych 
od optymalnego wskaźnika Walda, czy na pojedynczej wypłacie nie mniejszej od 
ustalonego progu.

W związku z powyższym zaleca się rozważne stosowanie warunków (2.80)
‑(2.81), zwłaszcza w wypadku występowania zróżnicowanych rozstępów wypłat 
dla poszczególnych wariantów decyzyjnych. Tej rozważnej postawie ma właśnie 
służyć krok 5b (wzór (2.82)). Charakter założeń (2.80)-(2.81) jest więc raczej opcjo-
nalny, a decydent powinien dokonać ostatecznego wyboru po dokładnym zbada-
niu macierzy wypłat. Jeżeli nie jest on gotowy na poniesienie zbyt dużego ryzyka, 
rozsądniej będzie zadowolić się opcją o bardziej stabilnych wypłatach – w przy-
kładzie 23 alternatywą dla opcji A1 byłaby decyzja A2.

2.4.2. Reguła SF+AS(m)

Dotychczas skupiliśmy się na regułach decyzyjnych wspierających poszukiwanie 
optymalnej strategii czystej (choć w podrozdziale 2.3.4 stwierdzono, że prezen-
towane modyfikacje reguły Hurwicza również da się zastosować do wyznaczenia 
odpowiedniej strategii mieszanej). Teraz zobaczmy, na czym może polegać reguła 
decyzyjna pozwalająca wyznaczyć strategię mieszaną, która jednocześnie uwzględ-
nia nastawienie decydenta do ryzyka i wprowadza możliwość uprzedniego wyła-
niania scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia. Proponowana 
zasada to reguła SF+AS(m), której opis autorka zawarła po raz pierwszy w swojej 
wcześniejszej pracy (Gaspars-Wieloch, 2014c)39. Poniżej zaprezentowano algo-
rytm dla tej reguły.

Algorytm dla reguły SF+AS(m)

Krok 1. Szacujemy współczynnik optymizmu decydenta β.
Krok 2. Na podstawie macierzy wypłat formułujemy i rozwiązujemy problem opty-
malizacyjny, korzystając ze wzorów (2.15)-(2.18). Otrzymane rozwiązanie to y*, 
czyli maksymalny minimalny gwarantowany dochód, oraz udziały poszczególnych 
decyzji w strategii mieszanej, dzięki którym możliwe jest osiągnięcie tego docho-
du. Takim rozwiązaniem zadowoli się zawsze skrajny pesymista.
Krok 3. Wyznaczamy m*, tj. maksymalną wypłatę, zgodnie ze wzorami (2.3)-(2.4). 
Na takie rozwiązanie liczy zawsze skrajny optymista.

39	W cytowanej pracy reguła SF+AS(m) nosi nazwę β-decision rule.
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Krok 4. Ustalamy S(Si) – podzbiór scenariuszy o największej subiektywnej szan-
sie wystąpienia. Wykorzystujemy w tym celu wzory:
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gdzie:
ai, j – wypłata w wypadku wyboru decyzji Aj i wystąpienia scenariusza Si,
M(β) – zależny od współczynnika optymizmu minimalny poziom wypłaty, któ-
rą powinien mieć co najmniej jeden wynik związany z wytypowanym scena-
riuszem40,
di – suma tzw. przypadków dominacji (dominance cases),
d(β) – minimalna suma przypadków dominacji, którą powinien się charaktery-
zować typowany scenariusz (zależy ona od współczynnika optymizmu),
di, j – liczba wypłat związanych z decyzją Aj, które są gorsze (niższe) od wy-
płaty ai, j,
dmax i dmin – odpowiednio największa i najmniejsza suma przypadków domi-
nacji spośród tych, które zostały wyznaczone dla kolejnych scenariuszy (wzo-
ry (2.64)-(2.65)),
n – liczba decyzji,
m – liczba stanów natury,
pj(ai, j) – pozycja wyniku ai, j w  nierosnącym ciągu (Sqj) wszystkich wypłat 
dotyczących wariantu Aj; jeżeli dana wypłata ai, j ma tę samą wartość co przy-
najmniej jedna inna wypłata tej samej opcji, to przy ostatecznym wyznaczaniu 
p j(ai, j) należy wybrać najdalszą pozycję tego wyniku we wspomnianym ciągu41.

40	Uwaga! Parametr M(β) wystąpił też w regule SF+AS(p), lecz jego interpretacja jest tam nieco 
inna. W procedurze sformułowanej dla strategii czystych symbol ten oznacza minimalny poziom, 
jaki musi osiągnąć co najmniej jedna wypłata związana z daną decyzją. Natomiast w metodzie opra-
cowanej dla strategii mieszanych parametr M(β) określa minimalną wartość, jaką powinna mieć co 
najmniej jedna wypłata dotycząca rozpatrywanego scenariusza.

41	Odpowiedni wyjaśniający przykład liczbowy podano już w podrozdziale 2.4.1.



100 2. Jednokryterialne podejmowanie decyzji ekonomicznych

Krok 5. Rozwiązujemy zadanie sformułowane za pomocą modelu optymali-
zacyjnego (2.88)-(2.92) lub (2.88)-(2.91) i dodatkowych warunków, jeżeli to ko-
nieczne:

	
( )

max{ , 0} min
∈

→∑
i i

i
S S S

g ,� (2.88)

	 , ( )
n

i j j i
j

a x M= −∑ β g ,    i ∈ S(Si),� (2.89)

	 1
n

j
j

x =∑ ,� (2.90)

	 xj ≥ 0,    j = 1, …, n,� (2.91)

	 gi* ≤ 0,� (2.92)

gdzie:
gi – odchylenie rzeczywistego dochodu od minimalnego wymaganego poziomu 
M(β), jeżeli wystąpi scenariusz Si;
xj – udział decyzji Aj w strategii mieszanej,
gi* – odchylenie wyznaczone dla, specjalnie wybranego przez decydenta, sce-
nariusza Si*

42.
Otrzymane rozwiązanie przedstawia optymalną strategię mieszaną.

Widzimy, że tu również parametr β ma wpływ na tworzenie podzbioru scena-
riuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia. Do wyłonienia wspomnia-
nych stanów natury wykorzystano dwa parametry: sumę przypadków dominacji 
oraz minimalną wymaganą wypłatę. Są to więc narzędzia podobne do tych, których 
użyto przy okazji opracowywania reguły SF+AS(p). Różnica polega jednak na tym, 
że w wypadku SF+AS(p) podzbiór S(Si) składa się tylko z tych scenariuszy, któ-
rych przedział [bi, ti] lub ]bi, ti] zawiera wartości równe bądź bardzo zbliżone do 
poziomu współczynnika optymizmu, zatem podzbiór ten jest na ogół mało liczny. 
W przypadku SF+AS(m) moc podzbioru zależy przede wszystkim od współczyn-
nika β. Dla skrajnych pesymistów owa liczebność jest równa m, tj. liczbie wszyst-
kich rozpatrywanych stanów natury, a więc model (2.88)-(2.91) sprowadza się do 
modelu (2.15)-(2.18). Jest tak dlatego, że decydent o takim temperamencie woli 
postępować ostrożnie i mieć kontrolę nad wszystkimi scenariuszami, nie wyklu-

42	Więcej wyjaśnień na temat stanu Si* Czytelnik znajdzie w dalszej części tego podrozdziału.
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czając żadnego z nich (d(β) = dmin; M(β) = y*). Dopiero wraz ze wzrostem war-
tości parametru β, a więc gdy analizujemy sytuację umiarkowanych pesymistów, 
umiarkowanych decydentów, umiarkowanych optymistów i  wreszcie skrajnych 
optymistów, moc tego podzbioru zmniejsza się, gdyż coraz mniej scenariuszy jest 
w stanie sprostać wymaganiom ujętym we wzorze (2.83). Wraz ze wzrostem war-
tości współczynnika optymizmu mamy do czynienia z decydentami, którzy za-
kładają, że te gorsze scenariusze nie wystąpią, więc nie ma sensu ich rozpatrywać 
w rozwiązywanym zadaniu optymalizacyjnym. Warunek (2.83) nie jest zbyt rygo-
rystyczny, ponieważ wystarczy, że scenariusz spełni jeden z dwóch postawionych 
postulatów, aby został zakwalifikowany do podzbioru S(Si). Zastosowane kryteria 
umożliwiające wyłonienie scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystą-
pienia są jedynie propozycją – decydenci mogą rozważyć wybór innych narzędzi 
służących temu celowi.

Obie strony zależności (2.89) ukazują faktyczny uzyskany dochód, jeżeli po-
szczególne udziały w strategii mieszanej będą równe x1, x2, …, xn i wystąpi scena-
riusz Si. Celem funkcji (2.88) jest minimalizacja, w ramach podzbioru S(Si), sumy 
wszystkich odchyleń rzeczywistego dochodu od oczekiwanego. Warto zwrócić 
uwagę na to, że tylko dodatnie odchylenia (gi > 0) są niepożądane, gdyż świadczą 
one o tym, że analizowana strategia mieszana, o ile wystąpi dany scenariusz, wią-
że się z osiągnięciem dochodu niższego od dochodu wymaganego.

Warunek (2.92) jest opcjonalny. Można z niego korzystać, gdy decydent jest 
przekonany, że konkretny stan natury (oznaczmy go przez Si*) wystąpi. Wzór (2.92) 
pozwala ustalić takie wartości dla zmiennych x1, x2, …, xn, aby dla tego właśnie 
scenariusza faktyczny dochód był na pewno nie niższy aniżeli oczekiwany. Wybra-
ny przez decydenta scenariusz musi należeć do podzbioru S(Si) i spełniać przynaj-
mniej pierwszą część zależności (2.83). W przeciwnym razie postawiony problem 
jest sprzeczny – nie ma rozwiązania dopuszczalnego.

Podobnie jak SF+AS(p), procedura SF+AS(m) jest dwuetapowa, a jej nazwa 
pochodzi od angielskiego wyrażenia „scenario forecasting and alternative selec-
tion for mixed strategies”.

Czas na krótki przykład ilustrujący poszczególne kroki reguły SF+AS(m). 
Wykorzystamy tradycyjnie dane z macierzy wypłat przykładu 2.22 (tabela 2.32). 
Krok  1 z  wiadomych względów pomijamy. W kroku 2 rozwiązujemy zadanie 
(2.93)-(2.100):

	 y → max,� (2.93)

	 2x1 + 8x2 + 3x3 ≥ y,� (2.94)

	 –x1 + 0x2 + 7x3 ≥ y,� (2.95)
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	 0x1 + 7x2 + 6x3 ≥ y,� (2.96)

	 10x1 + 7x2 + x3 ≥ y,� (2.97)

	 3x1 + 6x2 + 6x3 ≥ y,� (2.98)

	 x1 + x2 + x3 = 1,� (2.99)

	 x1, x2, x3 ≥ 0.� (2.100)

Otrzymujemy: y* = 3,97, x1 = 0,177, x2 = 0,230, x3 = 0,593.
W kroku 3 ustalamy parametr m* = 10. Krok 4 przeanalizujemy dla β1 = 0,3 

i β2 = 0,7. Liczby i sumy przypadków dominacji znajdują się w tabeli (2.40), a mi-
nimalna suma przypadków dominacji oraz minimalna wymagana wypłata są od-
powiednio równe: d(β1) = 0,3(7 – 4) + 4 = 4,9 i d(β2) = 0,7(7 – 4) + 4 = 6,1 oraz 
M(β1) = 0,3(10 – 3,97) + 3,97 = 5,8 i M(β2) = 0,7(10 – 3,97) + 3,97 = 8,2. Pod-
zbiory S(Si) mają zatem następujący skład: S(Si

1) = {S1, S2, S3, S4, S5}, S(Si
2) = 

= {S1, S4}.
W kroku 5 pokażemy najpierw sposób formułowania zadania optymalizacyjne-

go dla umiarkowanego pesymisty (β1 = 0,3):

    max{g1, 0} + max{g2, 0} + max{g3, 0} +  
� max{g4, 0} + max{g5, 0} → min,     (2.101)

	 2x1 + 8x2 + 3x3 = 5,8 – g1,� (2.102)

	 x1 + 0x2 + 7x3 = 5,8 – g2,� (2.103)

	 0x1 + 7x2 + 6x3 = 5,8 – g3,� (2.104)

	 10x1 + 7x2 + x3 = 5,8 – g4,� (2.105)

	 3x1 + 6x2 + 6x3 = 5,8 – g5,� (2.106)

	 x1 + x2 + x3 = 1,� (2.107)

	 x1, x2, x3 ≥ 0.� (2.108)

Wartości optymalne poszczególnych zmiennych są następujące: x1 = 0,13, 
x2 = 0,59, x3 = 0,28, g1 = 0, g2 = 3,95, g3 = 0, g4 = 0,10, g5 = 0,19. Należy więc 
w 13% realizować wariant A1, w 59% wariant A2 i w 28% wariant A3, przy czym, 
gdyby przy takiej strategii wystąpił akurat scenariusz S1 lub S3, to rzeczywisty do-
chód byłby równy minimalnemu wymaganemu. W przeciwnym razie oczekiwany 
dochód nie będzie osiągnięty.
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Zadanie dla umiarkowanego optymisty jest znacznie krótsze:

	 max{g1, 0} + max{g4, 0} → min,� (2.109)

	 2x1 + 8x2 + 3x3 = 8,2 – g1,� (2.110)

	 10x1 + 7x2 + x3 = 8,2 – g4,� (2.111)

	 x1 + x2 + x3 = 1,� (2.112)

	 x1, x2, x3 ≥ 0.� (2.113)

Wartości optymalne dla powyższego zadania wynoszą: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0, 
g1 = 0,2, g4 = 1,2. Otrzymana optymalna strategia mieszana jest zatem jednocze-
śnie optymalną strategią czystą.

W tabeli 2.43 zestawiono strukturę strategii mieszanych dla coraz niższych war-
tości współczynnika optymizmu. Można zauważyć, że dość często decyzja o naj-
większym udziale w strategii mieszanej jest jednocześnie opcją rekomendowaną 
przez większość reguł omówionych w poprzednich podrozdziałach i opracowa-
nych dla strategii czystych. 

Zasadnicza różnica pojawia się w górnej części tabeli, w której rozpatrywane 
są przypadki decydentów nastawionych bardzo optymistycznie. Tutaj decyzja A2 
zwycięża, choć w dotychczasowych rankingach przewagę zdobywała opcja A1. Jest 
to spowodowane tym, że wraz ze wzrostem parametru M(β) decyzja A2 pozostaje 
bardziej opłacalna niż A1, gdyż nawet jeżeli nie ma w swym zbiorze ani jednej wy-
płaty równej co najmniej M(β), to jej wybór gwarantuje znacznie niższe odchyle-
nia (gi) od oczekiwanego wyniku. Na przykład przy M(β) = 9,0 wybór A2 pociąga 
za sobą odchylenia g1 = 1,0 (niekorzystne) i g4 = 2,0 (niekorzystne), podczas gdy 
wybór A1 wiąże się z odchyleniami g1 = 7,0 (bardzo niekorzystne) i g4 = –1,0 (ko-
rzystne). Suma niepożądanych odchyleń jest zatem większa przy wyborze opcji 
A1. Warto jednak pamiętać, że jeżeli decydent jest przekonany, że dany scenariusz 
należący do podzbioru S(Si) ma względnie większe szanse wystąpić aniżeli pozo-
stałe z tego podzbioru, to zawsze może rozwiązywać zadanie z dodatkowym wa-
runkiem (2.92). Tak też uczyniono dla wszystkich przypadków, w których β jest 
równe co najmniej 0,7, a otrzymane nowe udziały podano w nawiasach (założo-
no, że scenariusz S4 ma większą subiektywną szansę, gdyż jednocześnie należy do 
S(Si) i ma co najmniej jedną wypłatę nie mniejszą od wymaganej). Wprowadzenie 
kolejnego warunku sprawiło, że uzyskane strategie dla skrajnych i umiarkowanych 
optymistów upodobniły się do optymalnych strategii czystych uzyskanych za po-
mocą wcześniej opisanych technik.



104 2. Jednokryterialne podejmowanie decyzji ekonomicznych

Zadania oparte na modelu (2.88)-(2.90) są nieliniowe, co może powodować 
pewne trudności przy rozwiązywaniu większych problemów. Jednak wspomniane 
zadania da się sprowadzić do postaci zadań programowania liniowego dzięki za-
stąpieniu każdej zmiennej gi parą nieujemnych zmiennych decyzyjnych gi

– i gi
+, 

które oznaczają odpowiednio niekorzystne i korzystne odchylenie. Owe zmienne 
należy dodać do obu stron warunków (2.89), po lewej gi

– i po prawej gi
+, a funk-

cja celu minimalizuje sumę odchyleń gi
–. Tu niekorzystne są dodatnie wartości 

zmiennej gi
–, natomiast w modelu (2.88)-(2.90) niekorzystne są dodatnie warto-

ści zmiennej gi.

Tabela 2.43. Przykład 22 – rozwiązania optymalne dla β ∈ [0, 1] (reguła SF+AS(m))

Współczynnik 
optymizmu S(Si)

Decyzja
d(β) M(β)

A1 A2 A3

1,00 S1, S4 0,00(1,00) 1,00(0,00) 0,00 7,0 10,0

0,95 S1, S4 0,00(0,90) 1,00(0,10) 0,00 6,9 9,7

0,90 S1, S4 0,00(0,80) 1,00(0,20) 0,00 6,7 9,4

0,85 S1, S4 0,00(0,70) 1,00(0,30) 0,00 6,6 9,1

0,80 S1, S4 0,00(0,60) 1,00(0,40) 0,00 6,4 8,8

0,75 S1, S4 0,00(0,50) 1,00(0,50) 0,00 6,3 8,5

0,70 S1, S4 0,00(0,40) 1,00(0,60) 0,00 6,1 8,2

0,65 S1, S4, S5 0,02 0,98 0,00 6,0 7,9

0,60 S1, S4, S5 0,07 0,93 0,00 5,8 7,6

0,55 S1, S4, S5 0,10 0,90 0,00 5,7 7,3

0,50 S1, S2, S3, S4, S5 0,00 0,81 0,19 5,5 7,0

0,45 S1, S2, S3, S4, S5 0,00 0,74 0,26 5,4 6,7

0,40 S1, S2, S3, S4, S5 0,00 0,68 0,32 5,2 6,4

0,35 S1, S2, S3, S4, S5 0,00 0,62 0,38 5,1 6,1

0,30 S1, S2, S3, S4, S5 0,13 0,59 0,28 4,9 5,8

0,25 S1, S2, S3, S4, S5 0,15 0,53 0,32 4,8 5,5

0,20 S1, S2, S3, S4, S5 0,14 0,47 0,39 4,6 5,2

0,15 S1, S2, S3, S4, S5 0,16 0,41 0,43 4,5 4,9

0,10 S1, S2, S3, S4, S5 0,16 0,35 0,49 4,3 4,6

0,05 S1, S2, S3, S4, S5 0,17 0,29 0,54 4,2 4,3

0,00 S1, S2, S3, S4, S5 0,18 0,23 0,59 4,0 4,0
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2.4.3. Konkluzje

Większość konkluzji dotyczących obu zaprezentowanych reguł decyzyjnych za-
warto już w poprzednich podrozdziałach. W tym miejscu warto może tylko krótko 
omówić dziewięć kwestii.
1)	� Obie reguły są przeznaczone do wyznaczania wariantu decyzyjnego realizo-

wanego tylko jeden raz, gdyż po tej realizacji okoliczności mogą się na tyle 
zmienić, że konieczna będzie aktualizacja macierzy wypłat i współczynnika 
optymizmu, co pociąga za sobą nowe ustalenia w zakresie typowanych scena-
riuszy.

2)	� W przeciwieństwie do zasad przedstawionych w podrozdziale 2.3, reguły SF+A-
S(p) oraz SF+AS(m) nie wymagają dodatkowego zabezpieczającego narzędzia 
decyzyjnego na wypadek zaistnienia zróżnicowanych rozstępów wypłat dla po-
szczególnych wariantów decyzyjnych, gdyż takie zabezpieczenia już istnieją. 
Mowa tu o minimalnej liczbie wypłat równych co najmniej wskaźnikowi Wal-
da (p) i o konieczności wystąpienia co najmniej jednej wypłaty nie niższej od 
progu ustalonego na podstawie współczynnika optymizmu M(β).

3)	� Analizując rozwiązania uzyskiwane za pomocą reguły SF+AS(m), można za-
uważyć, że jeżeli to tylko możliwe, warto jest postawić sobie za cel „wyznacze-
nie optymalnej strategii mieszanej” zamiast „wyznaczenia optymalnej strategii 
czystej”, gdyż w pierwszym przypadku, dzięki dywersyfikacji strategii, nawet 
minimalny gwarantowany dochód może być wyższy aniżeli wskaźnik Walda 
obliczony do pojedynczej opcji (3,97 > 1).

4)	� W podrozdziale 2.4 nie było bezpośrednio mowy o użyteczności, lecz dzięki 
wprowadzeniu takich parametrów jak minimalna liczba wypłat nie mniejszych 
niż optymalny wskaźnik Walda czy minimalna wartość, jaką powinna mieć co 
najmniej jedna wypłata, decydent ma okazję pokazać, jakie wypłaty są dla niego 
cenne. Pamiętajmy jednak, że te parametry mają wtórny charakter, a więc nie 
ustala ich arbitralnie podmiot decyzyjny na początku rozwiązywanego zada-
nia – są one wyznaczane automatycznie na podstawie zadeklarowanego współ-
czynnika optymizmu.

5)	� Stosowanie reguł SF+AS(p) i SF+AS(m) ma sens jedynie wówczas, gdy scena-
riusze związane z danym wariantem decyzyjnym ściśle zależą od scenariuszy 
dotyczących pozostałych rozpatrywanych opcji. Jeżeli natomiast każda decy-
zja ma swój własny, niezależny zbiór stanów natury, to użycie wymienionych 
procedur jest nieuzasadnione.

6)	� Szeregując scenariusze od najbardziej do najmniej atrakcyjnego, można by 
odnieść wrażenie, że w regułach SF+AS(p) i SF+AS(m) mamy do czynienia, 
według teorii decyzji, z podejmowaniem decyzji w warunkach niepełnej in-
formacji (DMPI), gdzie nie znamy dokładnie rozkładu prawdopodobieństwa, 
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ale jesteśmy w stanie uporządkować stany natury w kolejności od najbardziej 
do najmniej prawdopodobnego. Jest to jednak tylko złudzenie, ponieważ we 
wspomnianych procedurach ani ekspert, ani decydent nie dokonuje świadomie 
owego szeregowania zdarzeń – status poszczególnych scenariuszy jest określa-
ny za pomocą odpowiednich formuł opartych na współczynniku optymizmu.

7)	� W angielskiej nazwie reguł SF+AS(p) i SF+AS(m) pojawia się pojęcie scena-
rio forecasting, które oznacza prognozowanie scenariuszy. Z rozdziału 1.3.2 
wiemy natomiast, że stany natury niekoniecznie muszą być utożsamiane z pro-
gnozami. Wyrażenia scenario forecasting nie użyto jednak tutaj w znaczeniu 
przewidywania potencjalnych wersji przyszłości, ale w znaczeniu typowania, 
spośród ustalonych już wczesniej scenariuszy, stanów o największej subiek-
tywnej szansie wystąpienia.

8)	� Możemy zadać pytanie, dlaczego w  regule SF+AS(p) zbiór scenariuszy, na 
podstawie których dokonujemy wyboru wariantu decyzyjnego, ulega silniej-
szej redukcji aniżeli w procedurze SF+AS(m). Wyjaśnienie jest następujące. 
W pierwszej regule możemy sobie pozwolić na takie istotne zawężenie zbio-
ru, ponieważ w ostatnim kroku metody, w razie wskazania opcji o niezadowa-
lających parametrach, mamy możliwość skorygowania rozwiązania poprzez 
analizę całej wyjściowej macierzy wypłat. Z kolei w drugiej regule nadmierne 
zredukowanie zbioru stanów natury nie jest wskazane, gdyż w wypadku wy-
generowania niesatysfakcjonującego rozwiązania jego korekta – polegająca na 
zmianie udziałów poszczególnych wariantów w strategii mieszanej na podsta-
wie analizy wypłat w całej macierzy – może nie być efektywna.

9)	� Reguła SF+AS(m) ma nie jedno, lecz dwa zastosowania. Można ją wykorzy-
stać do określenia nie tylko optymalnej strategii mieszanej, lecz także właściwej 
strategii czystej, jeżeli w modelu optymalizacyjnym (2.88)-(2.91) zastąpimy 
warunek (2.91) formułą zapewniającą binarny charakter zmiennych decyzyj-
nych. Jednak nie zawsze korzystanie z reguły SF+AS(m) jest możliwe, ponie-
waż ta procedura, w przeciwieństwie do metody SF+AS(p), wymaga użycia 
odpowiedniego oprogramowania.

2.5. Wrażliwość rankingów na strukturę macierzy wypłat

W podrozdziale 2.2.1 wiele miejsca poświęcono regułom decyzyjnym, które pozwa-
lają uwzględnić strukturę macierzy wypłat w generowanych rankingach. Struktu-
rę, czyli tak naprawdę pozycje poszczególnych wyników na tle pozostałych wypłat 
w ramach danego stanu natury. Frank (1997) podkreśla, że ludzie zwracają uwagę 
nie tylko na to, ile mogą zarobić, decydując się na daną opcję, lecz także na to, jak 
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ich wygrana wypadnie w porównaniu z wygranymi osób, które wybiorą inne warian-
ty decyzyjne. Regułami klasycznymi biorącymi pod uwagę ów czynnik, tj. lokalną 
konkurencyjność poszczególnych wypłat, są zasada Savage’a i zasada max-min joy 
(MJ). Pamiętamy jednak, że w podrozdziale 2.2.1 padły dwie krytyczne uwagi pod 
adresem tychże procedur. Zaobserwowane ich mankamenty to generowanie bezuży-
tecznych rankingów (zerowe wskaźniki dla wszystkich rozpatrywanych decyzji, gdy 
każda opcja odnotowuje najgorszą wypłatę przynajmniej dla jednego stanu natury – 
patrz reguła MJ) oraz zbyt duża wrażliwość rankingu na drobne zmiany w zbiorze 
analizowanych wariantów decyzyjnych (wykluczenie jednej decyzji może spowo-
dować całkowite odwrócenie rankingu – patrz obie reguły), choć ta druga cecha nie 
musi być oceniana negatywnie. Zmiany w rankingu dokonują się na skutek zmian 
w strukturze macierzy wypłat, a szczególnym przypadkiem tych zmian w struktu-
rze jest właśnie zmiana zbioru rozpatrywanych wariantów decyzyjnych. W niniej-
szym podrozdziale zaproponowane są takie modyfikacje reguł klasycznych, które 
pozwalają uniknąć obu lub przynajmniej jednej z wymienionych niedoskonałości, 
a jednocześnie dają możliwość uwzględnienia struktury macierzy wypłat w genero-
wanych rankingach. Z obu reguł klasycznych mogą korzystać jedynie pesymiści. Tu 
natomiast dokonamy próby dostosowania proponowanych metod do różnych tem-
peramentów (podrozdziały 2.5.2-2.5.4). We wszystkich przedstawionych regułach, 
jak zwykle, pominięty zostanie etap szacowania macierzy wypłat.

2.5.1. Reguła CMJ

Pierwsza propozycja to hybryda, a zarazem rozszerzenie dwóch podejść: reguły 
zwanej max-min joy criterion i reguły Savage’a. Autorka nazwała tę przekształco-
ną procedurę cumulative max-min joy criterion (CMJ). Zaprezentowała ją po raz 
pierwszy w  artykule w  Quantitative Methods in Economics (Gaspars-Wieloch, 
2014b). Opis algorytmu dla reguły CMJ zamieszczono poniżej.

Algorytm dla reguły CMJ

Krok 1. Dla każdej decyzji wyznaczamy wskaźnik Jj
C, który oznacza najniższy 

skumulowany względny zysk związany z wariantem Aj. Korzystamy ze wzorów:

	 ,min{ }C C
j i ji

J t= ,    j = 1, …, n,� (2.114)

	 , , ,
1

n
C
i j i j i j

j
t n a a

=
= ⋅ −∑ ,    i = 1, …, m; j = 1, …, n, � (2.115)

gdzie:
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n – liczba decyzji,
ai, j – wypłata przy wyborze decyzji Aj i wystąpieniu scenariusza Si,
m – liczba stanów natury,
t Ci, j

 – suma wszystkich różnic pomiędzy wypłatą ai, j a pozostałymi wynikami 
występującymi w ramach scenariusza Si.

Krok 2. Wybieramy wariant spełniający założenie:

	 * maxC C
j jj

J J= .� (2.116)

Jak widać, reguła CMJ różni się tym od pierwotnej techniki MJ i zasady Sava-
ge’a, że polega na obliczaniu różnic między konkretnym wynikiem a wszystkimi 
pozostałymi wypłatami związanymi z danym stanem, podczas gdy reguły klasycz-
ne skupiają się tylko na ustaleniu odległości rozpatrywanego wyniku od wypłaty 
najgorszej (reguła max-min joy) lub najlepszej (reguła Savage’a). Dzięki powyż-
szej modyfikacji otrzymujemy bardziej precyzyjną informację na temat względnej 
pozycji poszczególnych wartości.

Powróćmy do przykładu 15 (tabela 2.22), na podstawie którego w podrozdzia-
le 2.2.1 wykazano, że stosowanie reguły MJ może doprowadzić do uzyskania zu-
pełnie bezużytecznego rankingu na skutek pojawienia się zerowych wskaźników 
dla wszystkich opcji. Wyjaśniono również przy okazji, że taka sytuacja występu-
je wówczas, gdy każdy wariant decyzyjny osiąga dla co najmniej jednego stanu 
natury najgorszy wynik. Ranking wówczas wygenerowany wydał nam się dość 
nielogiczny, gdyż pierwsza decyzja uzyskiwała naprawdę wysokie wyniki, przy 
czym w scenariuszu, w którym miała najgorszą wypłatę, jeszcze dwie inne decy-
zje (A3, A4) osiągały ten najgorszy wynik, a pozostałe dwie decyzje (A2 i A5) były, 
owszem, od niej lepsze, ale przewaga wynosiła zaledwie 3 i 4 jednostki. W tabe-
li 2.44 zawarto wyniki obliczeń kroków 1 i 2. Zebrano też rankingi uzyskane za 
pomocą reguł klasycznych przeznaczonych dla pesymistów.

Tym razem w analizowanym przykładzie uzyskaliśmy zróżnicowane wartości 
wskaźników i dzięki nim możliwe było wygenerowanie bardziej użytecznego ran-
kingu. Otrzymane wartości pokazują, że rzeczywiście każdy wariant wypada sła-
bo co najmniej dla jednego stanu natury, lecz udało nam się zmierzyć poziom tej 
„słabości” i na jego podstawie uszeregować poszczególne decyzje.

Powyższa metoda ma niestety dwa ograniczenia. Może być stosowana, podob-
nie zresztą jak reguła MJ i reguła Savage’a, jedynie przez pesymistycznie nasta-
wionych decydentów (maksymalizuje gwarantowaną sumę względnych odchyleń). 
Ponadto w wypadku zadań z bardzo zróżnicowanymi rozstępami wypłat zalecana 
jest daleko idąca ostrożność. Przykład 24 opisany w tabelach 2.45-2.46 z pewno-
ścią nie powinien być rozwiązywany za pomocą reguły CMJ (zgodnie z jej krokami 
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Tabela 2.45. Przykład 24 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 1000 10 12 7 5

S2 –200 8 13 8 11

S3 –200 7 15 10 7

S4 –200 5 8 12 5

S5 –200 6 5 9 12

Tabela 2.44. Przykład 15 – macierz sum względnych zysków (t Ci, j) (reguła CMJ)

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 131 –34 –59 –29 –9

S2 88 –82 13 –22 3

S3 –7 8 –7 –7 13

S4 57 22 27 2 –108

S5 90 –25 –5 –60 0

Minimalna suma względnych zysków Jj
C –7 –82 –59 –60 –108

Ranking CMJ I IV II III V

Ranking Walda I IV II III V

Ranking Savage’a I IV V II III

Ranking MJ I I I I I

Tabela 2.46. Przykład 24 – macierz sum względnych zysków (t Ci,  j) (reguła CMJ)

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 3966 –984 –974 –999 –1009

S2 –840 200 225 200 215

S3 –839 196 236 211 196

S4 –830 195 210 230 195

S5 –832 198 193 213 228

Minimalna suma względnych zysków Jj
C –840 –984 –974 –999 –1009

Ranking CMJ I III II IV V
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należy wybrać decyzję A1, choć jest niezwykle ryzykowna). W takiej sytuacji naj-
lepiej jest wesprzeć się dodatkowym narzędziem decyzyjnym, o którym jest mowa 
w podrozdziale 2.6.

Przedstawiona procedura ma też niewątpliwie zalety. Po pierwsze, charak-
teryzuje się wielką prostotą obliczeń. Po drugie, daje możliwość generowania 
rankingów uwzględniających strukturę macierzy. Pokazują to tabele 2.47-2.48 
(przykład 25), które zawierają te same wypłaty co przykład 15, jednakże tutaj 
zmieniono kolejność wyników w ramach poszczególnych decyzji. Widzimy, że 
ostateczne rankingi rzeczywiście uległy zmianie. Po trzecie, pozwala na dokład-
niejszą ocenę pozycji danej wypłaty względem pozostałych. Pozycja ta jest mie-
rzona nie tylko na podstawie najgorszego wyniku (patrz reguła max-min joy), 
najlepszego wyniku (patrz reguła Savage’a) czy też jakiegoś punktu referencyj-
nego (patrz teoria perspektywy), lecz w odniesieniu do wszystkich wypłat wystę-
pujących w analizowanym scenariuszu. Jest to cecha pożądana przez decydentów. 
Po czwarte, w przeciwieństwie do klasycznych procedur rankingi otrzymane za 
pomocą reguły CMJ nie są wrażliwe na zmiany w zbiorze rozpatrywanych wa-

Tabela 2.47. Przykład 25 – macierz wypłat

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 9 3 –2 4 8

S2 24 5 9 2 7

S3 36 12 9 9 13

S4 12 –10 6 –5 –21

S5 25 2 6 1 7

Tabela 2.48. Przykład 25 – macierz sum względnych zysków (t Ci,  j) (reguła CMJ)

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 23 –7 –32 –2 18

S2 73 –22 –2 –37 –12

S3 101 –19 –34 –34 –14

S4 78 –32 48 –7 –87

S5 84 –31 –11 –36 –6

Minimalna suma względnych zysków Jj
C 23 –32 –34 –37 –87

Ranking CMJ I II III IV V
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riantów decyzyjnych. Oznacza to, że wykluczenie danej decyzji z tego zbioru 
nie wywołuje tym razem diametralnej zmiany w uszeregowaniu opcji, a więc 
względne pozycje zostają zachowane.

2.5.2. Hybrydy uwzględniające regułę CMJ i współczynnik 
pesymizmu

W podrozdziale 2.5.1 zaprezentowano autorską regułę CMJ, która jest bezpośrednią 
modyfikacją procedury MJ i procedury Savage’a. Oba pierwotne podejścia wspie-
rają skrajnych pesymistów w procesie podejmowania decyzji. Dlatego też metoda 
będąca ich przekształceniem ma takie samo zastosowanie. Gdybyśmy jednak chcieli 
rozszerzyć jej obszar zastosowań tak, by mogli z niej korzystać również umiarko-
wani decydenci oraz optymiści, wówczas warto byłoby ideę tej metody połączyć 
z wybraną regułą z podrozdziału 2.3. Nie będziemy przedstawiać tutaj wszystkich 
możliwych kombinacji. Zakładamy, że wybór reguły, która wraz z procedurą CMJ 
ma utworzyć odpowiednią hybrydę, zależy już od indywidualnych preferencji de-
cydenta (np. uwzględnienie wszystkich bądź tylko niektórych wypłat związanych 
z daną decyzją; uprzedni wybór scenariuszy o największej subiektywnej szansie 
wystąpienia). Jako przykład omówimy hybrydę reguł CMJ i H+B.

Algorytm dla hybrydy CMJ i H+B

Krok 1. Ustalamy wartość współczynnika pesymizmu α podmiotu dla danej sy-
tuacji decyzyjnej.
Krok 2. Dla każdej wypłaty ai,  j (osiąganej przy wyborze decyzji Aj i  wystą-
pieniu scenariusza Si) wyznaczamy t Ci,  j, tj. sumę różnic między tą wypłatą 
a wszystkimi pozostałymi wynikami związanymi ze stanem Si. Korzystamy ze  
wzoru (2.115).
Krok 3. Dla każdej decyzji Aj wyznaczamy nierosnący ciąg sum względnych zy-
sków (Sqj

C):

	 1, , ,( , , , , )C C C C
j j s j m jSq t t t= … … ,    j = 1, …, n,� (2.117)

gdzie:
s – numer wyrazu tego ciągu,

, 1,
C C
s j s jt t +≥  (s = 1, 2, …, m – 1),

�1, ,,C C C C
j j m j jt m t w= = , przy czym mC

j  i w
C
j  to odpowiednio najwyższa i najniższa 

suma względnych zysków związana z opcją Aj.



112 2. Jednokryterialne podejmowanie decyzji ekonomicznych

Krok 4. Dla każdej decyzji obliczamy wskaźnik hb(C )j, (tj. hb(C )j
p, hb(C )j

o lub 
hb(C )j

0,5, w zależności od parametru α).
1) Jeżeli α ∈ ]0,5, 1], obliczamy wskaźnik hb(C )j

p zgodnie ze wzorem:

	
− − +

1

, ,
1( )

( 1)(1 )

m
C C

p m j p s j
p s
j

p p

α t β t
hb C

m α α

−

=
⋅ + ⋅

=
∑

,    j = 1, …, n,�  (2.118)

gdzie:
αp – współczynnik pesymizmu dla pesymisty,
βp – współczynnik optymizmu dla pesymisty,
m – liczba scenariuszy.

2) Jeżeli α ∈ [0, 0,5[, obliczamy wskaźnik hb(C )j
o zgodnie ze wzorem:

	
− ⋅ + −

, 1,
2( )

( 1) 1

m
C C

o s j o j
o s
j

o o

α t β t
hb C

m α α
=

⋅ + ⋅

=
∑

,    j = 1, …, n,� (2.119)

gdzie αo i βo to odpowiednio współczynnik pesymizmu i współczynnik optymi-
zmu dla optymisty.
3) Jeżeli α = 0,5, obliczamy dla każdej decyzji wskaźnik hb(C )j

0,5, korzystając ze 
wzoru:

	 0,5( ) ( ) ( ) ( )p o
j j j jhb C hb C hb C b C= = = ,     j = 1, …, n,� (2.120)

gdzie b(C)j to wskaźnik Bayesa będący średnią wszystkich sum względnych zysków.
Krok 5. Wybieramy tę strategię, która spełnia warunek:

	 { }*( ) max ( )j jj
hb C hb C= .� (2.121)

W celu zilustrowania powyższej metody powrócimy do przykładu 22 (tabe-
la 2.32), na podstawie którego omówiono poszczególne kroki reguł decyzyjnych 
prezentowanych w podrozdziałach 2.3 i 2.4. Krok 1 nie jest tu istotny, ponieważ 
będziemy rozpatrywać różne typy decydentów. W kroku 2 powyższej hybrydy ob-
liczamy sumy względnych zysków ti, j

C (tabela 2.49). Omawianie kolejnych kroków 
pomijamy, gdyż przypominają one mocno kroki 2-4 reguły H+B. W tabeli 2.50 ze-
brano rozwiązania dla różnych wartości współczynnika pesymizmu.



2.5. Wrażliwość rankingów na strukturę macierzy wypłat 113

Tabela 2.49. Przykład 22 – macierz wypłat i sum względnych zysków (ti, j
C ) (hybryda 

CMJ i H+B)

Stan

Decyzja

Wypłaty Sumy względnych zysków

A1 A2 A3 A1 A2 A3

S1 2 8 3 –7 11 –4

S2 –1 0 7 –9 –6 15

S3 0 7 6 –13 8 5

S4 10 7 1 12 3 –15

S5 3 6 6 –6 3 3

Tabela 2.50. Przykład 22 – wskaźniki hb(C)j dla α ∈ [0, 1] (hybryda CMJ i H+B)

Współczynnik 
pesymizmu

Decyzja

A1 A2 A3
0,00 12,0 11,0 15,0

0,05 8,4 9,4 11,9

0,10 5,6 8,2 9,5

0,15 3,4 7,3 7,7

0,20 1,6 6,5 6,1

0,25 0,1 5,9 4,9

0,30 –1,1 5,3 3,8

0,35 –2,2 4,9 2,9

0,40 –3,1 4,5 2,1

0,45 –3,9 4,1 1,4

0,50 –4,6 3,8 0,8

0,55 –5,0 3,4 0,1

0,60 –5,4 2,9 –0,6

0,65 –5,8 2,4 –1,5

0,70 –6,4 1,7 –2,5

0,75 –7,0 1,0 –3,7

0,80 –7,8 0,1 –5,1

0,85 –8,7 –0,9 –6,8

0,90 –9,8 –2,2 –8,9

0,95 –11,2 –3,9 –11,6

1,00 –13,0 –6,0 –15,0
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Tabela 2.52. Przykład 26 – wskaźniki hb(C)j dla α ∈ [0, 1] (hybryda CMJ i H+B)

Współczynnik 
pesymizmu

Decyzja
A1 A2 A3

0,00 19,0 11,0 8,0
0,05 13,9 9,4 6,4
0,10 9,9 8,2 5,2
0,15 6,8 7,3 4,3
0,20 4,3 6,5 3,5
0,25 2,1 5,9 2,9
0,30 0,4 5,3 2,3
0,35 –1,1 4,9 1,9
0,40 –2,5 4,5 1,5
0,45 –3,6 4,1 1,1
0,50 –4,6 3,8 0,8
0,55 –5,1 3,2 0,4
0,60 –5,6 2,5 0,0
0,65 –6,3 1,6 –0,5
0,70 –7,0 0,7 –1,1
0,75 –7,9 –0,4 –1,7
0,80 –8,9 –1,8 –2,5
0,85 –10,1 –3,3 –3,4
0,90 –11,6 –5,3 –4,6
0,95 –13,5 –7,8 –6,1
1,00 –16,0 –11,0 –8,0

Tabela 2.51. Przykład 26 – macierz wypłat i sum względnych zysków (ti, j
C ) – 

(hybryda CMJ i H+B)

Stan

Decyzja

Wypłaty Sumy względnych zysków

A1 A2 A3 A1 A2 A3

S1 2 8 3 –7 11 –4

S2 –1 7 7 –16 8 8

S3 0 7 6 –13 8 5

S4 10 0 1 19 –11 –8

S5 3 6 6 –6 3 3
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Na pierwszy rzut oka zaskakujące może być to, że tym razem skrajnemu opty-
miście rekomendowana jest decyzja A3, której wypłata maksymalna nie jest naj-
większą wypłatą w całej macierzy. Jest to jednak zrozumiałe, gdyż w wypadku 
hybrydy CMJ i H+B przyjmujemy zupełnie odmienne wstępne założenia. Decy-
dentowi zależy tutaj na tym, by w ramach poszczególnych scenariuszy uzyskać jak 
najlepszy względny wynik. Wypłata a2, 3 = 7 nie jest globalnie bardzo atrakcyjna, 
lecz dotyczy ona akurat scenariusza S2, w którym pozostałe wyniki są najgorsze 
w całej macierzy i  to właśnie konkurencyjna pozycja owej wypłaty sprawia, że 
opcja A3 dla niskich wartości współczynnika pesymizmu ma szansę na pierwsze 
miejsce w rankingu.

Z drugiej strony wystarczy dokonać drobnych zmian w macierzy wypłat, na 
przykład przestawiając wypłaty a2, 2 i a4, 2 (tabela 2.51, przykład 26), aby otrzy-
mać rankingi niemalże identyczne z tymi, które uzyskano, stosując regułę H+B dla 
przykładu 22 (tabela 2.52). Jeżeli decydentowi zależy na rekomendacjach uwzględ-
niających nie tylko jego nastawienie do ryzyka, lecz także strukturę macierzy wy-
płat, to hybryda CMJ i H+B spełnia te oczekiwania.

2.5.3. Hybrydy uwzględniające normalizację wypłat i współczynnik 
pesymizmu

W poprzednim podrozdziale mowa była o hybrydach, które jednocześnie biorą pod 
uwagę stosunek decydenta do ryzyka i strukturę macierzy wypłat, tj. względną po-
zycję poszczególnych wyników. W podrozdziale 2.5.1 wspominaliśmy jednak, że 
reguła CMJ (a więc także wszelkie hybrydy na niej oparte) powinna być stosowana 
niezwykle ostrożnie w wypadku mocno zróżnicowanych rozstępów wypłat (patrz 
przykład 24). Dlatego kolejną propozycją, jeszcze bardziej modyfikującą oryginal-
ne reguły max-min joy i Savage’a, jest uwzględnienie pozycji wypłat na podstawie 
normalizacji wartości, a nie sum względnych zysków. Normalizacja nie dotyczy 
oceny pozycji danej wypłaty względem wszystkich wypłat dotyczących danego 
stanu natury, lecz w stosunku do dwóch wyników: najlepszego i najgorszego. Po-
dobne podejście zostało po raz pierwszy zaproponowane przez autorkę (Gaspars-
-Wieloch, 2018). Oczywiście, technikę normalizacji można połączyć z dowolną 
regułą omówioną w podrozdziale 2.3. Tutaj jako przykład podamy kroki metody 
APO(norm) odwołującej się do reguły APO (podrozdział 2.3.2).

Algorytm dla reguły APO(norm)

Krok 1. Ustalamy wartość współczynnika pesymizmu α decydenta dla danej sy-
tuacji decyzyjnej.
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Krok 2. Dla każdej wypłaty wyznaczamy wskaźnik normalizacji Ni, j według wzoru:

	
, ,
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min{ }

max{ } min{ }

i j i jj
i j

i j i jjj

a a
N

a a

−
=

−
,    i = 1, …, m; j = 1, …, n,� (2.122)

gdzie:
m – liczba scenariuszy,
n – liczba decyzji.

Krok 3. Dla każdej decyzji Aj wyznaczamy nierosnący ciąg wskaźników norma-
lizacji (Sqj

N) według wzoru:

	 Sqj
N = (N1, j, …, Ns, j, …, Nm, j),    j = 1, …, n,� (2.123)

gdzie:
s – numer wyrazu tego ciągu,
Ns, j ≥ Ns+1, j (s = 1, 2, …, m – 1),
�N1, j = mj

N, Nm, j = wj
N, przy czym mj

N i wj
N to odpowiednio najwyższy i najniż-

szy wskaźnik normalizacji związany z opcją Aj.
Krok 4. Obliczamy wartość parametru C, który oznacza liczebność (moc) pod-
zbioru dobrych i podzbioru złych wyników w ciągu:

	 = ⋅ −{ }max 1, min{ ,1 }C m α α   .� (2.124)

Krok 5. Dla każdego wariantu ustalamy średnią dobrych wyników (A(N)j
I, max) 

i średnią złych wyników (A(N)j
I, min), korzystając z formuł:
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Krok 6. Dla każdej decyzji obliczamy wartość wskaźnika APO(N) na podstawie 
zależności:

	 , min , max( ) ( ) (1 ) ( )I II
j j jH N α A N α A N= ⋅ + − ⋅ ,    j = 1, …, n,� (2.127)

gdzie H(N)j
I oznacza wskaźnik APO(N) dla decyzji Aj.
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Krok 7. Wybieramy strategię spełniającą warunek:

	 { }*( ) max ( )I I
j jj

H N H N= .� (2.128)

a)	� Jeżeli zbiór decyzji, dla których zachodzi powyższe założenie, nie jest jedno-
elementowy, wybieramy tę opcję należącą do wspomnianego zbioru, która ma 
mniej zerowych wskaźników normalizacji (w wypadku pesymisty) lub więcej 
jedynkowych wskaźników normalizacji (w wypadku optymisty).

b)	�Jeżeli istnieją decyzje, których wartość wskaźnika H(N)I
j  jest bardzo bliska 

optymalnej wartości tego wskaźnika, warto także i te warianty uwzględnić przy 
dokonywaniu ostatecznego wyboru.

W kroku 2 powyższej procedury podano wzór normalizacyjny dla kryteriów 
maksymalizowanych. W wypadku kryteriów minimalizowanych pierwotne wy-
płaty przekształcane są według wzoru (zob. Ravindran, 2008):
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max{ }

max{ } min{ }

i j i jj
i j

i j i jjj

a a
N

a a

−
=

−
,    i = 1, …, m;  j = 1, …, n.� (2.129)

Wzory (2.122) i (2.129) pozwalają ukazać pozycję danego wyniku na tle mak-
symalnej i  minimalnej wypłaty dotyczącej konkretnego scenariusza – punktem 
odniesienia nie są globalnie największe i najmniejsze wypłaty. Konstrukcja for-
muł (2.123) i (2.129) daje możliwość „nagrodzenia” („ukarania”) wyniku, który 
jest najlepszy (najgorszy) w ramach danego stanu natury. Może się więc zdarzyć 
taka sytuacja decyzyjna, w której tej samej wartości raz zostanie przyporządko-
wany wskaźnik normalizacji równy 1, a raz równy 0, w zależności od tego, gdzie 
ta wartość mieści się w macierzy.

Krok 7a ma stanowić dodatkowe zabezpieczenie dla skrajnych pesymistów, na 
wypadek gdyby wszystkie decyzje były najgorsze co najmniej dla jednego sta-
nu natury. Pamiętamy, że reguła max-min joy plasuje w takiej sytuacji wszystkie 
opcje na tej samej, pierwszej pozycji w rankingu, gdyż wszystkie wskaźniki Jj są 
zerowe. Tu jednak proponujemy wprowadzenie pewnej prostej modyfikacji, dzię-
ki której będzie można zróżnicować lokaty poszczególnych wariantów w rankingu 
i jednocześnie nagrodzić te decyzje, które najrzadziej (tj. dla najmniejszej liczby 
scenariuszy) odnotowują względnie najniższe wypłaty. Analogicznie można wy-
jaśnić zabezpieczenie wprowadzone dla optymistów – dzięki niemu decydentom 
o takiej naturze zostanie zaproponowana opcja, która najczęściej (tzn. dla najwięk-
szej liczby scenariuszy) uzyskuje względnie najlepsze wyniki.
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Sposób, w jaki należy korzystać z reguły APO(norm), zaprezentujemy, korzy-
stając z danych przykładu 22. Krok 1 pomijamy, gdyż będziemy rozpatrywać różne 
typy decydentów. Tabela 2.53 zawiera obliczone wartości wskaźników normali-
zacji (krok 2).

Tabela 2.53. Przykład 22 – macierz wypłat i wskaźników normalizacji (Ni, j) (reguła 
APO(norm))

Stan

Decyzja

Wypłaty Wskaźniki normalizacji

A1 A2 A3 A1 A2 A3

S1 2 8 3 0,00 1,00 0,17

S2 –1 0 7 0,00 0,13 1,00

S3 0 7 6 0,00 1,00 0,86

S4 10 7 1 1,00 0,67 0,00

S5 3 6 6 0,00 1,00 1,00

Dalszych kroków nie omawiamy szczegółowo, ponieważ sama procedura APO 
została już dokładnie przedstawiona w podrozdziale 2.3.2. W tabeli 2.54 ujęto ze-
stawienie wyników dla różnych poziomów współczynnika pesymizmu. Takich 
rankingów nie wygenerowano jeszcze za pomocą jakiejkolwiek dotychczas pre-
zentowanej reguły. Są one zupełnie inne, lecz logiczne z punktu widzenia wstępnie 
przyjętych założeń. W wypadku skrajnego optymizmu rzeczywiście druga decyzja 
jest warta zarekomendowania, gdyż osiąga ona najczęściej wskaźniki normalizacji 
równe jedności. Ten wariant jest również najlepszy dla umiarkowanych decyden-
tów, dla których istotna jest średnia pozycja danej decyzji. Wreszcie okazuje się, 
że opcja A2 jest też najwłaściwszym rozwiązaniem dla skrajnego pesymisty, który 
unika decyzji charakteryzujących się częstymi zerowymi wskaźnikami normali-
zacji. W tabeli 2.54 ujęto dodatkowo w nawias te wartości wskaźnika H(N) Ij, które 
są tylko minimalnie niższe od maksymalnych wartości. W kroku 7b badano więc 
także, dla niskiego poziomu współczynnika ostrożności, atrakcyjność wariantów 
A1 i A3. Nie zostały one jednak ostatecznie wybrane z powodu mniejszej liczby 
jedynkowych wskaźników normalizacji.

Przypomnijmy, że w podrozdziale 2.5.2 analizowano także przykład 26 łudząco 
podobny do przykładu 22 – przestawione zostały jedynie dwie wypłaty dotyczące 
decyzji A2. Powróćmy na chwilę do niego, by sprawdzić, jak owa zmiana struk-
tury macierzy wypłat wpłynie na końcowe rankingi uzyskane z wykorzystaniem 
reguły APO(norm) (tabele 2.55-2.56).
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Dla skrajnego optymisty nic się nie zmienia. Przy wzroście współczynnika 
pesymizmu coraz większego znaczenia nabiera średnia pozycja wypłat (cel ten 
najlepiej jest realizowany przez wariant A2), a przy bardzo wysokich wartościach 
tego parametru zasadnicza kwestia to minimalizacja liczby lokalnie najgorszych 
wypłat (to kryterium najlepiej realizuje wariant A3). W przykładzie 26 zastoso-
wanie kroku 7b przyczyniło się do korekty ostatecznych wyborów w przypadku 
α ∈ [0,05, 0,20]. Choć dla tego poziomu współczynnika pesymizmu wyższe war-
tości wskaźnika H(N)I

j osiąga ostatnia decyzja, w końcowej fazie procedury reko-
mendowana jest opcja druga, gdyż osiąga one najwyższe wypłaty aż dla czterech 
stanów natury.

Tabela 2.54. Przykład 22 – wskaźniki H(N )j
I dla α ∈ [0, 1] (reguła APO(norm))

Współczynnik 
pesymizmu 

Decyzja

A1 A2 A3

0,00 (1,00) 1,00 (1,00)

0,05 (0,95) 0,96 (0,95)

0,10 (0,90) 0,91 (0,90)

0,15 (0,85) 0,87 (0,85)

0,20 0,80 0,83 0,80

0,25 0,38 0,85 0,77

0,30 0,35 0,82 0,73

0,35 0,33 0,79 0,68

0,40 0,30 0,76 0,63

0,45 0,18 0,82 0,68

0,50 0,17 0,80 0,65

0,55 0,15 0,78 0,62

0,60 0,20 0,64 0,45

0,65 0,18 0,61 0,40

0,70 0,15 0,58 0,36

0,75 0,13 0,55 0,31

0,80 0,20 0,30 0,20

0,85 0,15 0,26 0,15

0,90 0,10 0,21 0,10

0,95 0,05 0,17 0,05

1,00 0,00 0,13 0,00
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Tabela 2.56. Przykład 26 – wskaźniki H(N )j
I dla α ∈ [0, 1] (reguła APO(norm))

Współczynnik 
pesymizmu 

Decyzja

A1 A2 A3
0,00 (1,00) 1,00 (1,00)

0,05 (0,95) 0,95 (0,96)

0,10 (0,90) 0,90 (0,91)

0,15 (0,85) 0,85 (0,87)

0,20 (0,80) 0,80 (0,82)

0,25 0,38 0,88 0,78

0,30 0,35 0,85 0,74

0,35 0,33 0,83 0,70

0,40 0,30 0,80 0,65

0,45 0,18 0,85 0,69

0,50 0,17 0,83 0,66

0,55 0,15 0,82 0,63

0,60 0,20 0,70 0,48

0,65 0,18 0,68 0,44

0,70 0,15 0,65 0,39

0,75 0,13 0,63 0,35

0,80 0,20 0,20 0,28

0,85 0,15 0,15 0,24

0,90 0,10 0,10 0,19

0,95 0,05 0,05 0,15

1,00 0,00 0,00 0,10

Tabela 2.55. Przykład 26 – macierz wypłat i wskaźników normalizacji (Ni, j) – 
(reguła APO(norm))

Stan

Decyzja

Wypłaty Wskaźniki normalizacji

A1 A2 A3 A1 A2 A3

S1 2 8 3 0,00 1,00 0,17

S2 –1 7 7 0,00 1,00 1,00

S3 0 7 6 0,00 1,00 0,86

S4 10 0 1 1,00 0,00 0,10

S5 3 6 6 0,00 1,00 1,00
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Na koniec warto podkreślić, że zastąpienie sum względnych zysków (stosowa-
nych w regule CMJ i hybrydzie na niej opartej) wskaźnikami normalizacji pozwala 
analizować także problemy decyzyjne charakteryzujące się bardziej zróżnicowa-
nymi rozstępami wypłat. Obserwacja ta zostanie poparta analizą przykładu 24 (ta-
bela 2.45), w którym to rozstęp wypłat decyzji A1 jest znacznie większy aniżeli 
rozstępy wypłat pozostałych wariantów decyzyjnych.

Jak widać (tabela 2.57), przy stosowaniu reguły APO(norm) bardzo ryzykow-
ny wariant A1, który zdobył pierwsze miejsce w rankingu wygenerowanym za po-
mocą metody CMJ, nie zostanie zarekomendowany skrajnemu pesymiście. Przy 
α = 1 reguła APO(norm) zaproponuje decyzję A3, która, niezależnie od zaistniałe-
go stanu natury, zawsze przynosi zyski.

2.5.4. Hybrydy uwzględniające punkty referencyjne i współczynnik 
pesymizmu

Kolejny sposób uwzględnienia struktury macierzy wypłat i nastawienia decyden-
ta do danego problemu decyzyjnego może polegać na zastosowaniu punktu re-
ferencyjnego. Proponujemy jednak użyć tego narzędzia zupełnie inaczej aniżeli 
dotychczas. W literaturze znane są metody, w których wszystkie wypłaty ulega-
ją przekształceniu na podstawie jednego, wspólnego punktu referencyjnego (Ga-
spars-Wieloch, 2015c; Gaspars-Wieloch i Michalska, 2016; Kahneman i Tversky, 
1979; Kopańska-Bródka i Dudzińska-Baryła, 2008; Michalska, 2015; Michalska 
i Dudzińska-Baryła, 2015; Tversky i Kahneman, 1992). Tutaj z kolei zalecane jest 
przyjęcie odrębnych punktów referencyjnych dla każdego scenariusza. Uzasad-
nienie takiego postępowania jest następujące. W wypadku zajścia bardzo optymi-
stycznego scenariusza dana wygrana związana z konkretną decyzją jest znacznie 
mniejszym „osiągnięciem” aniżeli uzyskanie tej samej wypłaty w ramach bardziej 
pesymistycznego scenariusza. Stąd poprzeczka w postaci punktu referencyjnego 

Tabela 2.57. Przykład 24 – wskaźniki normalizacji (Ni, j) (reguła APO(norm))

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 1,000 0,005 0,007 0,002 0,000

S2 0,000 0,977 1,000 0,977 0,991

S3 0,000 0,963 1,000 0,977 0,963

S4 0,000 0,967 0,981 1,000 0,967

S5 0,000 0,972 0,967 0,986 1,000
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może być ustawiona wyżej dla optymistycznych stanów natury i odpowiednio 
(tj. według uznania decydenta) niżej dla gorszych scenariuszy. Propozycję zasto-
sowania punktów referencyjnych w taki właśnie sposób po raz pierwszy opisała 
Gaspars-Wieloch (2018). Punkty referencyjne mogą wzbogacić dowolną metodę 
opisaną w podrozdziale 2.3. Tu przykładowo podajemy kroki dla reguły H+B(ref), 
choć ze względu na wiele analogii poszczególne kroki nie będą już szczegółowo 
prezentowane.

Algorytm dla reguły H+B(ref)

Krok 1. Określamy współczynnik pesymizmu α decydenta.
Krok 2. Dla każdego stanu natury wyznaczamy punkty referencyjne ri oraz usta-
lamy względne wypłaty ar

i, j zgodnie ze wzorem:

	 ar
i, j = ai, j – ri,    i = 1, …, m; j = 1, …, n.� (2.130)

Kroki 3-5. Wykonujemy kroki 2-4 reguły decyzyjnej H+B (podrozdział 2.3.1) dla 
macierzy względnych wypłat. Stosujemy odpowiednio inne oznaczenia: Sqr

j, a
r
s, j, 

mr
j i w rj, hb(r)j, hb(r)j

p, hb(r)j
o, hb(r)j

0,5, b(r)j, hb(r)j*.

Regułę H+B(ref) omówimy, korzystając z przykładu 27 (tabela 2.58). W prze-
ciwieństwie do przykładu 22, będącego materiałem ilustracyjnym dla prawie 
wszystkich autorskich reguł opisanych w poprzednich podrozdziałach rozdziału 2, 
przykład 27 charakteryzuje się bardzo zróżnicowanymi zakresami wypłat, w za-
leżności od badanego scenariusza. Stan S1 jest wyraźnie najlepszy (wszystkie jego 
wypłaty przekraczają wyniki występujące w pozostałych stanach), natomiast stan 

Tabela 2.58. Przykład 27 – macierz wypłat oraz względnych zysków i strat (ar
i, j) – 

(reguła H+B(ref))

Stan

Decyzja

Wypłaty Wskaźniki normalizacji

A1 A2 A3 A1 A2 A3

S1 18 12 13 3 –3 –2

S2 –1 –3 4 –4 –6 1

S3 0 8 6 –6 2 0

S4 10 5 1 4 –1 –5

S5 4 10 9 –2 4 3
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S2 nie jest wprawdzie całkowicie zdominowany przez inne scenariusze, lecz i tak 
wypada słabo. Zwłaszcza w takiej sytuacji decyzyjnej różnicowanie punktów re-
ferencyjnych ma sens. W niniejszym podrozdziale będziemy również rozpatrywać 
różne temperamenty, dlatego krok 1 procedury H+B(ref) pomijamy. W kroku 2 
określamy poziomy punktów referencyjnych (np. r1 = 15, r2 = 3, r3 = 6, r4 = 6, 
r5 = 6), a następnie obliczamy względne zyski i straty (tabela 2.58). Tabela 2.59 
zawiera zestawienie końcowych wyników dla różnych poziomów współczynnika 
pesymizmu.

Zaletą powyższej reguły jest z pewnością wprowadzenie punktów referencyj-
nych, czyli narzędzia uwzględniającego indywidualne preferencje decydenta i po-
zwalającego ocenić użyteczność poszczególnych wypłat na tle pozostałych wyników 
występujących w danym scenariuszu. Procedura ta wymaga jednak, podobnie jak 

Tabela 2.59. Przykład 27 – wskaźniki hb(r)j dla α ∈ [0, 1] (reguła H+B(ref))

Współczynnik 
pesymizmu 

Decyzja

A1 A2 A3
0,00 4,0 4,0 3,0

0,05 2,9 3,0 2,2

0,10 2,1 2,2 1,6

0,15 1,4 1,5 1,1

0,20 0,9 1,0 0,8

0,25 0,4 0,6 0,4

0,30 0,1 0,2 0,2

0,35 –0,3 –0,1 –0,1

0,40 –0,5 –0,4 –0,3

0,45 –0,8 –0,6 –0,4

0,50 –1,0 –0,8 –0,6

0,55 –1,2 –1,0 –0,8

0,60 –1,5 –1,3 –1,0

0,65 –1,7 –1,6 –1,2

0,70 –2,1 –1,9 –1,5

0,75 –2,4 –2,3 –1,9

0,80 –2,9 –2,8 –2,3

0,85 –3,4 –3,3 –2,7

0,90 –4,1 –4,0 –3,3

0,95 –4,9 –4,9 –4,0

1,00 –6,0 –6,0 –5,0
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reguła SAPO (podrozdział 2.3.3), nieco większego zaangażowania ze strony de-
cydenta, ponieważ to on sam musi się dokładniej przyjrzeć macierzy wypłat i zde-
finiować poziomy punktów referencyjnych.

2.5.5. Konkluzje

W podrozdziale 2.5 zaprezentowano takie procedury, które uwzględniają w gene-
rowanych rankingach nie tylko nastawienie decydenta do danego problemu (wy-
jątek stanowi reguła CMJ, podrozdział 2.5.1), lecz także informację o pozycjach 
poszczególnych wypłat względem pozostałych wyników w ramach konkretnego 
stanu natury. Nie przedstawiono wszystkich możliwych hybryd, ale zasygnalizo-
wano, że regułę CMJ, technikę normalizacyjną oraz punkty referencyjne można 
połączyć z dowolną zasadą omówioną w podrozdziale 2.3. Warto więc może do-
precyzować, że taką hybrydę jesteśmy w stanie też utworzyć z uwzględnieniem 
reguły SF+AS(p) (podrozdział 2.4.1), lecz zaleca się określenie zbioru scenariuszy 
o największej subiektywnej szansie wystąpienia przed obliczaniem sum względnych 
zysków, wyznaczaniem wskaźników normalizacji czy też ustalaniem względnych 
wypłat na podstawie punktów referencyjnych.

W żadnym z proponowanych podejść nie występuje problem bezużytecznych 
rankingów charakterystyczny dla reguły max-min joy i polegający na pojawieniu 
się zerowych wskaźników dla wszystkich wariantów decyzyjnych.

Jeżeli chodzi natomiast o możliwość uzyskania odwróconego rankingu na sku-
tek wykluczenia jednej z rozpatrywanych dotychczas opcji lub dodania nowego 
wariantu, to takie „ryzyko” istnieje, lecz tylko w wypadku korzystania ze wskaźni-
ków normalizacji – są one bowiem, jako jedyne, obliczane na podstawie skrajnych 
wartości występujących w danym scenariuszu (podrozdział 2.5.3). Warto jednak 
podkreślić, że ta cecha nie jest do końca wadą. Jeżeli decydentowi bardzo zależy 
na uwzględnieniu informacji o lokalnej konkurencyjności poszczególnych wypłat, 
to taka wrażliwość rankingów jest uzasadniona.

W podrozdziale 2.5 skoncentrowaliśmy się na regułach wspierających poszu-
kiwanie odpowiedniej strategii czystej. Na ich podstawie można jednak rozwinąć 
procedury umożliwiające wyznaczenie stosownej strategii mieszanej. Na przykład 
sumy względnych zysków w regule CMJ mogą posłużyć jako parametry warun-
ków w modelu (2.15)-(2.18) (reguła dla pesymistów), a wskaźniki hb(C)j, H(N)I

j 
czy też hb(r)j można wykorzystać jako wagi funkcji celu w modelu (2.22)-(2.24).



2.6. Zróżnicowane rozstępy wypłat i zerowe wartości ekstremalne 125

2.6. Zróżnicowane rozstępy wypłat i zerowe wartości 
ekstremalne

Wielokrotnie wspominano w pracy o problemie związanym ze zróżnicowanymi 
rozstępami wypłat dla poszczególnych decyzji oraz o tym, że wielu reguł decy-
zyjnych nie można stosować, jeżeli taka sytuacja się pojawi. Na przykład według 
reguły Hurwicza dwie opcje o skrajnych wypłatach 1 i 5 oraz –10 000 i 400 009 
przy współczynniku pesymizmu α = 0,8 otrzymują takie same wartości wskaźnika 
hj = 1,8, choć drugi wariant jest znacznie bardziej ryzykowny. Z kolei zgodnie z re-
gułą APO (podrozdział 2.3.2) dwie opcje o wypłatach 2, –1, 0, 10 i 3 oraz 3, 150, 
6, –36 i 6 przy α = 0,8 również uzyskają identyczne wartości wskaźnika H Ij = 1,2, 
mimo że druga decyzja wiąże się z o wiele większym ryzykiem. Widzimy więc, że 
dwie opcje mogą zająć takie samo miejsce w rankingu nawet wówczas, gdy jedna 
z nich charakteryzuje się znacznie bardziej stabilnymi wypłatami aniżeli ta druga. 
W przypadku skrajnego optymisty takie zjawisko nie jest może zbytnio niepokoją-
ce. Gdy jednak mamy do czynienia z pesymistą (np. α = 0,8), powinniśmy dyspo-
nować jakimś narzędziem pomocniczym, które by eliminowało warianty decyzyjne 
o zbyt dużych rozstępach.

Takie dodatkowe kryteria występują już w regułach SF+AS(p) i SF+AS(m) pre-
zentowanych w podrozdziale 2.4. Ich zadaniem jest wykluczenie tych opcji, któ-
re nie mają odpowiedniej liczby wypłat na określonym poziomie, przy czym im 
większym stopniem pesymizmu charakteryzuje się decydent, tym więcej takich 
wyników powinien posiadać dany wariant.

Reguły wymagające wsparcia w tym zakresie to klasyczne reguły decyzyjne (re-
guła Hurwicza, reguła Bayesa), procedury H+B, APO, SAPO, CMJ oraz hybrydy 
wykorzystujące CMJ, technikę normalizacyjną lub punkt referencyjny.

Do wymienionych metod można dołączyć jeszcze jeden krok następującej treści 
(Gaspars-Wieloch, 2017f): Jeżeli istnieje więcej niż jedna decyzja Aj* spełniająca 
postawione kryterium (tj. maksymalizację wartości danego wskaźnika), wybiera-
my tę opcję (Aj**), która spełnia warunek:

	 ** *
*

arg min( )j j
j

A σ= ,� (2.131)
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m
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m =
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gdzie:
σj* – odchylenie standardowe wypłat dotyczących decyzji Aj*,

ja  – średnia jej wypłat.
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Powyższe kryterium warto stosować nie tylko dla wariantów najlepiej realizu-
jących kryteriów główne, lecz także dla opcji, których wskaźniki są odpowiednio 
bliskie najlepszej wartości (tę odległość powinien już indywidualnie ustalić każdy 
decydent). W ten sposób jesteśmy w stanie wybrać wariant o bardziej stabilnych 
wypłatach, co ma znaczenie zwłaszcza w  wypadku pesymistów (Gaspars-Wie-
loch, 2017f).

Poniżej prezentujemy trzy krótkie przykłady, w których ostateczny wybór do-
konuje się dopiero po wykorzystaniu kryterium pomocniczego.

Stosując regułę Hurwicza (przykład 22, tabela 2.35) dla α = 0,6, uzyskujemy 
identyczne najwyższe wskaźniki dla dwóch decyzji h1 = h3 = 3,4. Jednakże dla 
pierwszej z nich σ1* = 4,3, a dla drugiej σ3* = 2,5. Decydent może w tym momen-
cie sam określić, na jaki poziom odchyleń wyraża zgodę.

Z kolei, korzystając z zasady H+B (przykład 22, tabela 2.34) dla α = 0,85, uzy-
skujemy te same maksymalne wskaźniki dla dwóch wariantów hb2 = hb3 = 2,9, 
przy czym dla pierwszego z nich σ2* = 3,2, a dla drugiego σ3* = 2,5. Z względu na 
dość duży pesymizm podmiotu decyzyjnego pewnie lepszym rozwiązaniem bę-
dzie wybór decyzji A3.

Wreszcie, wykonując kolejne kroki hybrydy H+B i CMJ (przykład 22, tabe-
la  2.52) dla α = 0,85, otrzymujemy dwa wskaźniki o  zbliżonych wartościach: 
hb(C)2 = –3,3 i  hb(C)3 = –3,4. Według pierwszego kryterium należałoby więc 
wybrać wariant A2. Jednakże po zbadaniu odchyleń standardowych (σ2* = 3,2, 
σ3* = 2,5) decydent może bardziej skłonić się ku opcji A3.

Powyższe rozważania pozwalają nam zatem wyciągnąć następujący wniosek. 
Otóż stosowanie dodatkowego kryterium pomocniczego w postaci minimalizacji 
odchyleń wypłat od ich średniej ułatwia podejmowanie decyzji w wypadku wy-
stąpienia więcej niż jednej opcji maksymalizującej kryterium główne (C. Ioan 
i G. Ioan, 2011). W literaturze można też spotkać prace, w których zaleca się sto-
sowanie jakiejś miary rozproszenia wypłat nie tylko dla wariantów najlepszych 
z punktu widzenia głównego kryterium, lecz także dla pozostałych opcji (Hernán-
dez R. i in., 2018; Perez i in., 2015).

Omawiając problem związany ze zróżnicowanymi rozstępami wypłat, warto 
przy okazji wspomnieć w monografii o zjawisku występowania zerowych wypłat 
ekstremalnych dla wszystkich decyzji (Gaspars-Wieloch, 2016b). W dotychcza-
sowych rozważaniach analizowaliśmy przykłady liczbowe pozbawione jakiego-
kolwiek kontekstu. W tym podrozdziale odwołamy się jednak do konkretnego 
problemu decyzyjnego, tj. do klasycznej wersji zagadnienia optymalizacji licz-
by części zamiennych (spare parts quantity problem)43. Jak już zasygnalizowano 
w podrozdziale 2.2.1, dla tego problemu macierz strat związanych z niedoborem 

43	Opis tego zagadnienia można znaleźć na przykład w pracy Sikory (2008).
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bądź nadmiarem części zapasowych w stosunku do rzeczywistego zapotrzebowa-
nia na te elementy ma zawsze na przekątnej zerowe wyniki, a pozostałe wartości 
są stratami, które można przedstawić w wartościach bezwzględnych (przykład 28, 
tabela 2.60) lub jako wartości ujemne (przykład 28, tabela 2.61).

Tabela 2.60. Przykład 28 – macierz strat ujętych w wartościach bezwzględnych 
(zagadnienie optymalnej liczby części zamiennych)

Stan (zapo-
trzebowanie)

Decyzja (podaż)
A1 A2 A3 A4 A5

S1 0 1 2 3 4
S2 5 0 1 2 3
S3 10 5 0 1 2
S4 15 10 5 0 1
S5 20 15 10 5 0

Tabela 2.61. Przykład 28 – macierz strat przedstawionych jako wartości ujemne 
(zagadnienie optymalnej liczby części zamiennych)

Stan (zapo-
trzebowanie)

Decyzja (podaż)

A1 A2 A3 A4 A5

S1 0 –1 –2 –3 –4

S2 –5 0 –1 –2 –3

S3 –10 –5 0 –1 –2

S4 –15 –10 –5 0 –1

S5 –20 –15 –10 –5 0

Gdybyśmy więc chcieli znaleźć stosowne rozwiązanie dla skrajnego optymisty 
na podstawie reguły max-max, to można by zadanie rozwiązać na dwa sposoby. 
Jeżeli zastosujemy wartości bezwzględne (sposób I), to zasadę max-max trzeba 
będzie dostosować do kryterium minimalizowanego, co sprowadza się do mini-
malizacji wypłat minimalnych (reguła min-min). Jeżeli natomiast straty podane zo-
staną jako wartości ujemne (sposób II), to reguła max-max nie będzie wymagała 
żadnych modyfikacji. Niezależnie jednak od przyjętego sposobu, w obu sytuacjach 
dojdziemy do etapu, na którym wszystkie decyzje, a więc wszystkie analizowane 
wielkości podaży części zamiennych, uzyskają … zerowy wskaźnik. Ranking bę-
dzie zatem bezużyteczny, gdyż każdy wariant decyzyjny zajmie w nim pierwsze 
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miejsce, mimo że decyzje charakteryzują się mocno zróżnicowanymi rozstępami 
strat. W tym wypadku wskazane byłoby również wykorzystanie drugiego kryterium 
oceny, tj. minimalizacji odchylenia strat od średniej: σ1* = 7,9, σ2* = 6,3, σ3* = 4,0, 
σ4* = 1,9, σ5* = 1,6. Dzięki niemu decydent optymista nie będzie miał wątpliwo-
ści, że wśród tych pięciu rzekomo równoważnych decyzji najbardziej atrakcyjną 
opcją jest wariant A5.

O konieczności stosowania kryterium pomocniczego wspomniano już w kon-
tekście poszukiwania strategii czystych. Nic jednak nie stoi na przeszkodzie, by to 
narzędzie wykorzystać przy ustalaniu optymalnej strategii mieszanej. Wystarczy 
wówczas dołączyć kolejny warunek do modelu optymalizacyjnego. Współczyn-
nikami tegoż ograniczenia byłyby odchylenia obliczone dla wszystkich decyzji, 
a wyrazem wolnym byłby maksymalny dopuszczalny poziom odchylenia. Więcej 
informacji na ten temat znajdziemy w podrozdziale 4.5.

Czytając niniejszy podrozdział, można odnieść wrażenie, że powinien się on 
znaleźć w rozdziale dotyczącym wielokryterialnego podejmowania decyzji w wa-
runkach niepewności (rozdział 3), gdyż oprócz kryterium głównego (tj. maksy-
malizacji wypłat) proponujemy drugie kryterium – minimalizację odchyleń tychże 
wypłat od ich średniej. Podrozdział ten jednak nie pasuje do wspomnianego roz-
działu, gdyż w trzeciej części pracy rozpatrywać będziemy sytuacje, w których 
problem decyzyjny jest opisany za pomocą przynajmniej dwóch macierzy wypłat, 
a w każdej z nich wyróżnić można zbiór decyzji i zbiór scenariuszy. Każda ma-
cierz wypłat przedstawia oddzielne kryterium (tj. odrębną cechę), np. zyski i czas.

2.7. Użyteczność

Zanim zakończymy rozważania dotyczące optymalizacji jednokryterialnej w wa-
runkach niepewności, warto jeszcze pochylić się nad zagadnieniem związanym 
z użytecznością wypłat (które jest też oczywiście istotne w programowaniu wie-
lokryterialnym). W niniejszym rozdziale tę użyteczność określano między innymi 
za pomocą punktu referencyjnego (podrozdział 2.5.4), sum względnych zysków 
(reguła CMJ i hybrydy na niej oparte, podrozdziały 2.5.1-2.5.2), techniki norma-
lizacyjnej (podrozdział 2.5.3), liczby przypadków dominacji (reguła SF+AS(p), 
podrozdział 2.4.1), maksymalnych odchyleń od wyników ekstremalnych (reguła 
SAPO, podrozdział 2.3.3). To są jednak tylko propozycje. Natomiast w razie zaist-
nienia takiej potrzeby niektóre przedstawione procedury można rozszerzyć o jesz-
cze jeden wstępny krok, polegający na oszacowaniu użyteczności poszczególnych 
wypłat na podstawie wybranej funkcji (np. quasi-liniowej, wykładniczej, logaryt-
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micznej, marginalnej, potęgowej czy porządkowej). Poniżej podajemy dla przy-
kładu postać funkcji wykładniczej (wzór 2.133) i potęgowo-logarytmicznej (wzór 
2.134) (Christensen, Jorgenson i Lau, 1975; Ljungqvis i Sargent, 2004):
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gdzie:
u(ai, j) – użyteczność wypłaty,
a – współczynnik opisujący nastawienie decydenta do ryzyka (a > 0 – awersja 
do ryzyka, a = 0 – neutralność, a < 0 – skłonność do ryzyka),
η – parametr określający stosunek decydenta do ryzyka (im wyższa wartość 
współczynnika, tym większa awersja do ryzyka).
Dobrym posunięciem jest też wykorzystanie funkcji oceny sformułowanej przez 

twórców teorii perspektywy (Tversky i Kahneman, 1992):
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przy czym autorzy wspomnianej pracy zalecają przyjęcie następujących wartości: 
β = 0,88, δ = 0,88, λ = 2,25. Szczegółowe założenia teorii perspektywy omówio-
no w podrozdziale 2.2.2. Tu tylko przypomnimy, że krzywa zaproponowana przez 
Kahnemana i Tversky’ego jest bardziej stroma w dziedzinie strat aniżeli w dziedzi-
nie zysków, gdyż decydent mocniej odczuwa niezadowolenie ze straty o określonej 
wartości bezwzględnej niż zadowolenie z zysku o tej samej wartości.

Pamiętajmy jednak o tym, że decydent, wykonując kolejne kroki wybranej proce-
dury, powinien mieć cały czas świadomość tego, czy ma do czynienia z pierwotnymi 
wypłatami oszacowanymi przez ekspertów, czy też z wartościami reprezentujący-
mi indywidualną (bądź zbiorową) użyteczność tych wypłat. Ta informacja może 
bowiem mieć wpływ na wybór poziomu różnych parametrów, np. współczynnika 
pesymizmu czy też punktu referencyjnego, a więc na ostateczną decyzję.
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2.8. Podsumowanie

W rozdziale 2 dokonano próby prezentacji istniejących jednokryterialnych reguł de-
cyzyjnych wspierających poszukiwanie strategii czystej lub mieszanej w warunkach 
niepewności. Omówiono cechy, obszary zastosowań i mankamenty poszczegól-
nych procedur. Następnie zaproponowano autorskie metody. Są one koncepcyjnie 
i metodologicznie bardzo zróżnicowane, choć we wszystkich przypadkach chodzi 
o ustalenie wariantu decyzji realizowanego jeden raz. Zadziwiająca może wydawać 
się Czytelnikowi liczba prezentowanych reguł decyzyjnych. Ma ona jednak swoje 
uzasadnienie. Ludzi różni między innymi stopień zaangażowania w procesie de-
cyzyjnym, nastawienie do ryzyka, sposób traktowania przyszłych zdarzeń czy też 
ocena użyteczności wypłat. Dlatego też nie jesteśmy w stanie opracować uniwer-
salnej reguły, która zaspokoiłaby zróżnicowane potrzeby wszystkich podmiotów 
decyzyjnych. Proces podejmowania decyzji można zresztą śmiało przyrównać do 
procesu dokonywania zakupów. Obecnie klienci pragną indywidualnego traktowa-
nia. W związku z tym producenci i sprzedawcy wiele uwagi poświęcają nowemu 
trendowi zwanemu personalizacją produktów, która jest przeciwieństwem produkcji 
masowej. Drugi powód, dla którego autorka sugeruje stosowanie różnych technik 
decyzyjnych w zależności od okoliczności, wiąże się ze specyfiką macierzy wypłat. 
Mieliśmy bowiem okazję zaobserwować, jak zróżnicowane mogą być ich struktury 
pod względem rozstępów wypłat i asymetryczności rozkładów wyników dla po-
szczególnych decyzji, zakresów wartości dla rozpatrywanych scenariuszy czy też 
występowania wyjątkowo odległych wartości skrajnych w macierzy.

Zakończyliśmy rozważania dotyczące optymalizacji jednokryterialnej w warun-
kach niepewności. Nie jest to jednak koniec zagadnień wiążących się z tą tematyką, 
które można znaleźć w literaturze. Autorka zdaje sobie z tego sprawę, lecz z dru-
giej strony trudno byłoby w pracy omówić dokładnie wszystkie kwestie dotyczące 
wspomnianego obszaru badawczego.



Rozdział 3

Wielokryterialne podejmowanie 
decyzji ekonomicznych

3.1. Wprowadzenie

W dotychczasowych analizach przyjęto, że decydent kieruje się jednym kryterium 
decyzyjnym (przedstawionym za pomocą jednej macierzy wypłat). W praktyce 
też tak może się zdarzyć. Często jednak podmiot decyzyjny porównuje dostępne 
warianty z punktu widzenia co najmniej dwóch celów. Takie działania nazywamy 
wielokryterialnym podejmowaniem decyzji. Proces ten jest dość skomplikowany, 
gdyż zazwyczaj poszczególne, często sprzeczne, cele wymagają wyboru i realiza-
cji odmiennych wariantów decyzyjnych. Dlatego też decydent biorący pod uwagę 
więcej niż jedno kryterium przeważnie godzi się na jakieś rozwiązanie kompro-
misowe (Sikora, 2008; Trzaskalik, 2008). Wielokryterialne podejmowanie decyzji 
jest subdyscypliną współczesnych badań operacyjnych, uwzględniającą potrzeby 
i możliwości decydenta związane z subiektywną definicją problemów decyzyjnych, 
jego wewnętrznych celów, aspiracji oraz własnego systemu preferencji (Kaliszew-
ski, 2006, 2008; Trzaskalik i Wachowicz, 2017; Wachowicz, 2015).

Różnorodność istniejących reguł wspierających wielokryterialne podejmowa-
nie decyzji w warunkach niepewności (multi-criteria decision making under un-
certainty, MDMU) jest naprawdę imponująca. Obszerny przegląd modeli, metod 
i narzędzi wspomagających MDMU zawiera praca Durbacha i Stewarta (2012b).

Procedury te najczęściej mają elementy metod deterministycznego programo-
wania wielokryterialnego (takich jak metakryterium czy hierarchia celów) i cechy 
reguł przeznaczonych do jednocelowego podejmowania decyzji w  ramach pro-
blemów z niepewnymi parametrami (takich jak reguła Walda czy reguła Bayesa). 
W niniejszym opracowaniu nie pokazano oczywiście wszystkich możliwych hy-
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bryd. Omówiono jednak rozwiązania zaproponowane w literaturze przez innych 
autorów, a następnie zaprezentowano autorskie pomysły.

W podrozdziale 3.2 dokonano skrótowego przeglądu istniejących wielokryte-
rialnych metod podejmowania decyzji w warunkach niepewności. Natomiast po-
cząwszy od podrozdziału 3.3, przyjęto założenia wymienione w podrozdziale 1.4. 
Założono więc, że:

a)	 wybrana decyzja będzie realizowana jednokrotnie,
b)	wszystkie rozpatrywane kryteria są maksymalizowane,
c)	� decydent jest w stanie określić swój współczynnik pesymizmu w stosunku 

do danego problemu decyzyjnego,
d)	�decydent potrafi podać wagi dla interesujących go kryteriów oceny warian-

tów decyzyjnych,
e)	 analizowane problemy dotyczą gier z naturą, a nie gier z innymi graczami,
f)	� znane są potencjalne scenariusze, lecz nieznane jest prawdopodobieństwo 

ich wystąpienia,
g)	�problem decyzyjny można przedstawić za pomocą P macierzy wypłat punk-

towych (gdzie P to liczba kryteriów).
Z ostatnim założeniem (g) wiąże się jeszcze jedna kwestia. Otóż optymalizacja 

wielocelowa może być rozpatrywana zarówno w wersji dyskretnej, jak i ciągłej. 
Wersja dyskretna oznacza, że zbiór możliwych decyzji jest dyskretny, skończony 
i znany a priori (przed rozwiązaniem problemu), natomiast w wersji ciągłej zbiór 
ten jest wyznaczony za pomocą warunków zadania programowania matematycz-
nego. Wykorzystanie macierzy z punktowymi wypłatami oznacza oczywiście, że 
w dalszej części monografii rozważać będziemy jedynie dyskretną wersję opty-
malizacji wielocelowej.

Założenia trzecie (c) i czwarte (d) mają z kolei ścisły związek z preferencjami. 
Warto więc przy tej okazji wspomnieć, że Marler i Arora (2004) rozróżniają trzy 
kategorie wielocelowych metod optymalizacyjnych:

a)	 MAP(prior) (methods with a priori articulation of preferences),
b)	MAP(post) (methods with a posteriori articulation of preferences),
c)	 MNAP (methods with no articulation of preferences).
Kategoria metod nazwana MAP(prior) dotyczy sytuacji, w których decydent 

deklaruje swoje preferencje (znaczenie kryteriów, akceptowane wartości progowe, 
nastawienie do ryzyka itd.) przed rozwiązaniem problemu decyzyjnego. W drugim 
podejściu (MAP(post)) preferencje są deklarowane po wstępnym rozwiązywaniu 
zadania, na przykład poprzez wybór decyzji ze zbioru wariantów optymalnych 
w sensie Pareta.W trzecim podejściu (MNAP) preferencje decydenta nie są w ogó-
le definiowane. Decyzje obiektywnie najlepsze (np. warianty optymalne w sensie 
Pareta) są więc traktowane równoważnie. W monografii skoncentrowano się na 
metodach reprezentujących pierwszą (MAP(prior)) i drugą kategorię (MAP(post)).
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Autorkę pracy interesowały wielokryterialne reguły decyzyjne wspierające po-
szukiwanie odpowiedniej strategii czystej bądź mieszanej.

Problemy, o których była mowa w rozdziale 2 (np. asymetryczność wypłat czy 
zróżnicowane rozstępy wypłat), mogą oczywiście także wystąpić w przypadku wie-
lokryterialnej optymalizacji w warunkach niepewności. Nie analizowano ich jednak 
dogłębnie po raz drugi w rozdziale 3, gdyż propozycje zaprezentowane w poprzed-
nim rozdziale można w podobny sposób zastosować w MDMU. Skupiono się nato-
miast na sprawach charakterystycznych dla sytuacji, w których podmiot decyzyjny 
kieruje się przy wyborze odpowiedniego wariantu co najmniej dwoma celami.

W trosce o zachowanie przyzwoitej liczby stron dla całej monografii, nie zapre-
zentowano przykładów liczbowych dla każdej autorskiej metody. Jednakże niektóre 
z nich zilustrowano w rozdziale 4, poświęconym ekonomicznym zastosowaniom 
proponowanych reguł decyzyjnych.

3.2. Przegląd i ocena istniejących wielokryterialnych reguł 
decyzyjnych

Jak już zasygnalizowano we wprowadzeniu do rozdziału 3, reguł decyzyjnych opra-
cowanych dla MDMU jest bardzo dużo. W książce Trzaskalika (2014a) znajdzie-
my interesujący przegląd metod wielokryterialnego wspomagania decyzji. Autor 
wymienia w niej nie tylko procedury dla zadań deterministycznych, lecz również 
techniki dla zadań stochastycznych i  rozmytych. We wspomnianej pracy mowa 
jest między innymi o:

–– metodach addytywnych (fuzzy simple additive weighted method, F-SAW),
–– rozwinięciach AHP, czyli F-AHP (fuzzy analytic hierarchy process) (Mi-

khaidov i Tsvetinov, 2004) i F-ANP (fuzzy analytic network process) (Tzeng 
i Huang, 2011),

–– rozszerzeniach metod ELECTRE44, tj. ELECTRE I+SD i  ELECTRE 
III+SD (Nowak, 2004b; Zaraś i Martel, 1994;), gdzie SD oznacza domina-
cję stochastyczną,

–– rozszerzeniach metod PROMETHEE45, czyli PROMETHEE II+weto+SD 
i EXPROM46 II+weto+SD (Nowak, 2005; Górecka, 2010),

44	 ELECTRE (fr. elimination et choix traduisant la réalité) to metoda wielokryterialna wykorzy-
stująca wartości progowe równoważności i preferencji (Nowak, 2004a; Roy i Bouyssou, 1993).

45	 PROMETHEE (preference ranking organization method for enrichment evaluations) to me-
toda, w której każdemu kryterium przyporządkowana jest funkcja preferencji przyjmująca wartości 
z przedziału [0, 1] (Brans, 1982).

46	 EXPROM (extension of the Promethee method) to modyfikacja metody PROMETHEE wy-
korzystująca wariant idealny i antyidealny.
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–– procedurach wykorzystujących punkty referencyjne, tj. F-TOPSIS (fuzzy 
technique for order preference by similarity to ideal solution) (Jahanshahloo, 
Hosseinzadeh Lotfi i Izadikhah, 2006) i BIPOLAR+SD47 (Górecka, 2009),

–– podejściach interaktywnych: STEM-DPR (step method for discrete deci-
sion making problems under risk), INSDECM (interactive stochastic decision 
making procedure) i ATO-DPR (analysis of trade-offs for discrete decision 
making problems under risk) (Nowak, 2006, 2008, 2010)48.

Przypomnijmy, że w pracy Durbacha i Stewarta (2012b) autorzy stwierdzają, 
że niepewność można opisać za pomocą aż pięciu różnych podejść (zob. podroz-
dział 1.3.2): prawdopodobieństwa i wielkości podobnych do tej miary, „wag de-
cyzyjnych” (decision weights), miar ryzyka, liczb rozmytych i scenariuszy49. Do 
grupy metod wielokryterialnych opartych na prawdopodobieństwie zaliczają 
oni między innymi procedury stosujące teorię oczekiwanej użyteczności (Keeney 
i Raiffa, 1993), porównanie parami rozkładów prawdopodobieństwa (Huang, Kira 
i Vertinsky, 1978; Zaraś, 2001; Zhang, Fan i Liu, 2010) oraz modele używające 
funkcji wiarygodności (Boujelben, De Smet, Frikha i Chabchoub, 2011; Shafer, 
1976). „Wagi decyzyjne” (druga grupa) z kolei wprowadzono po to, by lepiej 
ukazać złożoność i ograniczenia ludzkiego umysłu. Są one więc ściśle związa-
ne z podejściem deskryptywnym (zob. podrozdział 1.4). Koncepcji tej poświęcili 
prace między innymi: Abdellaoui, Bleichrodt i Paraschiv (2007), Bleichrodt, Pinto 
i Wakker (2001), Dyckerhoff (1994), Miyamoto i Wakker (1996), Wakker i Deneffe 
(1996) oraz Zank (2001). Niektóre procedury w nich opisane odwołują się do teorii 
perspektywy i skumulowanej teorii perspektywy (podrozdział 2.2.2). Miar ryzyka 
(trzecia grupa) użyli między innymi Ballestero (2001), Bordley i Kirkwood (2004), 
De, Acharya i Sahu (1982), Durbach i Stewart (2011; 2012a), Kirkwood (1992) 
oraz Stewart (2005). Autorzy korzystają najczęściej z wariancji i kwantyli. Ryzy-
ko kojarzą z rozproszeniem wyników lub z możliwością osiągnięcia negatywnych 
rezultatów. Według Durbacha i Stewarta (2012b) liczb rozmytych (grupa czwarta) 
w optymalizacji wielocelowej w warunkach niepewności można użyć w modelach 
z ważonymi addytywnymi sumami (F-SAW) (Chang i Wang, 2009; Chen i Hwang, 
1992; Chu i Lin, 2009; Tzeng i Huang, 2011; Wang i Parkan, 2005), w modelach 

47	 W metodzie o nazwie TOPSIS warianty decyzyjne porównywane są z abstrakcyjnymi ważo-
nymi rozwiązaniami referencyjnymi: idealnym i antyidealnym. Natomiast w BIPOLAR porównanie 
decyzji odbywa się za pomocą dwubiegunowego układu referencyjnego. Metodę BIPOLAR opra-
cowała Konarzewska-Gubała (1987a, 1987b, 1989, 1991, 2001).

48	 Podejść interaktywnych stosowanych w MDMU jest oczywiście o wiele więcej (Wojewnik 
i Szapiro, 2010).

49	 Zaproponowany w artykule Durbacha i Stewarta (2012b) podział metod modelowania niepew-
ności przedstawiono już wprawdzie krótko w podrozdziale 1.3.2, jednak w tym miejscu omówiono 
go nieco dokładniej w kontekście optymalizacji wielocelowej.
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opartych na metodach analitycznej hierarchizacji AHP50 (Buckley, 1985; Trianta-
phyllou i Lin, 1996; Wang, Luo i Hua, 2008; Xu, 2000), w modelach odwołujących 
się do punktu idealnego (Ashtiani, Haghighirad, Makui i ali Montazer, 2009; Chen, 
2000; Chu i Lin, 2003; Roszkowska i Kacprzak, 2016; Roszkowska i Wachowicz, 
2015a; Tsaur i in., 2002; Walczak i Rutkowska, 2016; Wang i Elhag, 2006) oraz 
w modelach łączących zbiory rozmyte (fuzzy sets) ze zbiorami przybliżonymi (ro-
ugh sets)51 (Greco, Matarazzo i Słowinski, 1999)52.

Ostatnia, piąta grupa wymieniona przez Durbacha i Stewarta (2012b) obejmuje 
wszystkie procedury stosujące planowanie scenariuszowe i to właśnie tej kate-
gorii poświęcono najwięcej uwagi, gdyż jest ona zbieżna z założeniami przyjęty-
mi w pracy. Przypomnijmy – celem tej książki jest omówienie reguł decyzyjnych 
rozwiązujących problemy przedstawione za pomocą macierzy wypłat zawierają-
cych informacje o potencjalnych decyzjach, scenariuszach i wypłatach towarzy-
szących każdej kombinacji 〈scenariusz, decyzja〉, przy czym prawdopodobieństwo 
wystąpienia stanów natury nie jest znane. Durbach i Stewart (2012b) twierdzą, że 
planowanie scenariuszowe jest bardzo pomocne w MDMU, gdyż nie wymaga ono 
od decydenta operowania rachunkiem prawdopodobieństwa, funkcjami przynależ-
ności czy też zbiorami rozmytymi. Jest to niezwykle istotne ułatwienie w kontek-
ście coraz bardziej złożonej niepewności zewnętrznej (podrozdział 1.2.1). Autorzy 
podkreślają jedynie, że przy konstrukcji scenariuszy należy pamiętać, by były one 
wewnętrznie spójne.

Montibeller i Franco (2010) dodają, że zaproponowane w latach 80. ubiegłego 
stulecia stosowanie planowania scenariuszowego w MDMU jest doskonałą alterna-
tywą dla teorii oczekiwanej użyteczności, z której, jak wiadomo, można korzystać 
jedynie w wypadku powtarzanych realizacji wybranej decyzji (Benartzi i Thaler, 
1999; Lopes, 1996; Luce, 1996) oraz gdy da się określić wszystkie możliwe stany 
przyszłości. W niniejszej rozprawie przyjęto jednak założenie, że wybrane warian-
ty są realizowane tylko raz (one-shot decisions). Ponadto ze względu na istnienie 
niepewności epistemicznej i aleatoryjnej dokładne ustalenie wyczerpującego zbio-
ru potencjalnych przyszłych sytuacji jest niewykonalne.

50	 Metoda AHP (analytical hierarchy process) to metoda umożliwiająca, na podstawie werbal-
nych porównań kryteriów parami ze sobą oraz wariantów decyzyjnych ze względu na kolejne kryte-
ria, utworzenie wektora skali, którego składowe pozwalają na porządkowanie wariantów decyzyjnych 
i wybór najlepszego z nich (Saaty, 1980; Trzaskalik, 2014a).

51	 Zbiór rozmyty to obiekt matematyczny ze zdefiniowaną funkcją przynależności przybierającą 
wartości z przedziału [0, 1] (Zadeh, 1965), a zbiór przybliżony to obiekt matematyczny zbudowany 
w oparciu o logikę trójwartościową (Pawlak, 1982).

52	 Interesująca jest także propozycja zawarta w pracy Świtalskiego (1981), w której to zastoso-
wano rozmyty zbiór elementów niezdominowanych w procesie optymalizacji wielokryterialnej.
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W pracach Durbacha i Stewarta (2012a), Stewarta (1997) oraz Stewarta, Fren-
cha i Riosa (2013) autorzy zastanawiają się nad tym, w jaki sposób w wypadku 
MDMU+SP (multi-criteria decision making under uncertainty with scenario plan-
ning) lub SB-MCDA (scenario-based multi-criteria decision aid) agregować wyniki 
pochodzące z różnych kryteriów i różnych scenariuszy. Rozwiązania sugerowane 
w literaturze są dość zróżnicowane (Bizikova i Krcmar, 2015; Goodwin i Wright, 
2001; Ram i in., 2010; Schroeder i Lambert, 2011).

Do metod wspierających MDMU+SP należy między innymi użyteczność oparta 
na addytywnej agregacji i scenariuszach (additive aggregation giving a scenario-
-based utility for alternatives) (Stewart, 2005). Występuje ona w dwóch odmianach:
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gdzie:
Uj

(scen) – użyteczność decyzji Aj,
m – liczba scenariuszy,
P – liczba kryteriów,
wi, k i ui, k – odpowiednio waga i  funkcja krańcowej użyteczności związane 
z kryterium Kk, pod warunkiem że zajdzie scenariusz Si,
a ki, j – realizacja kryterium Kk przez wariant Aj, jeżeli wystąpi stan Si,
ωi – waga przypisana scenariuszowi Si.
Wzór (3.2) można stosować wówczas, gdy preferencje względem scenariuszy 

są stałe (Durbach i Stewart, 2012b). Dodajmy, że w tej metodzie liczba stanów na-
tury musi być taka sama dla każdego rozpatrywanego kryterium. Podobne podej-
ście proponują Montibeller i Franco (2010), lecz zamiast krańcowej użyteczności 
wprowadzają oni wartość znormalizowaną z przedziału [0, 100].

Kolejne propozycje to:
–– kombinacja programowania celowego z planowaniem scenariuszowym (goal 

programming with scenario planning) (Durbach i Stewart, 2003),
–– analiza całkowitej wartości wielokryterialnej (total multi-attribute value ana-

lysis), której używają między innymi Goodwin i Wright (2001), Karvetski 
i Lambert (2012) oraz Phillips (1986),

–– agregacja wyników względem scenariuszy za pomocą względnego praw-
dopodobieństwa (results aggregation over scenarios using a relative likeli
hood), (Korhonen, 2001),
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–– metoda oparta na przedziałach możliwych wypłat dla każdej decyzji (Mon-
tibeller i in., 2006; Ram i in., 2010),

–– relacja dominacji oparta na regule Walda (Dominiak, 2006; Michnik, 2013b),
–– hierarchizacja i quasi-hierarchizacja celów (Dominiak, 2006),
–– funkcja odległości wyników od punktu idealnego i antyidealnego (Dominiak, 

2006; Michnik, 2013b),
–– relacja dominacji oparta na regule max-max (Michnik, 2013b),
–– metoda interaktywna oparta na IMGP53 (interactive multiple goal program-

ming) i macierzy potencjału (Dominiak, 2006),
–– hybryda podejścia interaktywnego i symulacji Monte Carlo (Dominiak, 2009),
–– relacja dominacji na podstawie reguły Hurwicza (Michnik, 2013b).

Nie będziemy tu szczegółowo opisywać wszystkich koncepcji. Postaramy się 
jednak ukazać różnorodność proponowanych rozwiązań.

W metodzie opartej na programowaniu celowym (Durbach i Stewart, 2003) wy-
bierany jest ostatecznie wariant decyzyjny spełniający warunek:
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gdzie:
α – parametr pozwalający określić miarę wybraną do agregacji kryteriów,
β – parametr umożliwiający dobór metody agregacji scenariuszy (tj. normę Ar-

chimedesa, gdy α = 1, lub odległość Czebyszewa, gdy α = ∞),
∆j – wskaźnik dla decyzji Aj,
m – liczba scenariuszy,
P – liczba kryteriów,
δi, j, k – odchylenie wypłaty ai, j od pożądanego wyniku określonego dla danego 

scenariusza w ramach konkretnego kryterium (gi, k ),
wi, k – waga przypisana temu odchyleniu.
Propozycja Korhonena (2001) bywa krytykowana w związku z niewyczerpu-

jącym charakterem zbioru potencjalnych scenariuszy. W planowaniu scenariuszo-
wym warunek ten nie jest konieczny, lecz w wypadku wspomnianej procedury ma 
on akurat znaczenie, gdyż metoda odwołuje się do prawdopodobieństwa. W pra-
cach Durbacha i Stewarta (2012b) oraz Stewarta (2005) wspomina się o możliwo-
ści zastąpienia prawdopodobieństw względnymi wagami (swing weights), choć 
określenie ich wartości może być problematyczne.

53	 Opis IMGP znaleźć można w pracy Nijkampa i Spronka (1980).
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Relacja dominacji z wykorzystaniem reguły Walda sprowadza się do wyłonie-
nia rozwiązania optymalnego w sensie Pareta na podstawie minimalnych wypłat 
dotyczących każdej decyzji i ustalonych w obrębie każdego kryterium (Dominiak, 
2006; Michnik, 2013b). Przykład 29 przedstawiony za pomocą tabel 3.1-3.4 ukazu-
je ideę tej metody. Pierwsze trzy tabele zawierają informacje o realizacjach trzech 
różnych kryteriów przez pięć wariantów decyzyjnych. W tabeli 3.4 zebrano mi-
nimalne wypłaty, z których wynika, że decyzje A3 i A4 są zdominowane przez A1, 
a wszystkie pozostałe opcje są optymalne w sensie Pareta: A1, A2 i A5.

Tabela 3.1. Przykład 29 – macierz wypłat – kryterium K1

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5
S1 5 1 8 12 2

S2 8 4 5 8 12

S3 5 9 7 7 1

S4 9 12 13 5 11

Wypłata minimalna 5 1 5 5 1

Tabela 3.2. Przykład 29 – macierz wypłat – kryterium K2

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5
S1 50 100 38 12 42

S2 35 44 53 78 72

S3 40 90 77 97 91

S4 70 50 23 85 51

Wypłata minimalna 35 44 23 12 42

Tabela 3.3. Przykład 29 – macierz wypłat – kryterium K�3

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5
S1 15 90 88 62 42
S2 25 40 3 8 22
S3 45 9 17 67 71
S4 60 5 123 35 31

Wypłata minimalna 15 5 3 8 22
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Tabela 3.4. Przykład 29 – porównanie wielokryterialne (minimalne wypłaty)

Kryterium
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

K1 5 1 5 5 1

K2 35 44 23 12 42

K3 15 5 3 8 22

Hierarchizacja celów znajduje zastosowanie wówczas, gdy decydent jest w sta-
nie ustalić kolejność kryteriów według ich ważności, np. K1, K2 i K3 (Dominiak, 
2006). W tym wypadku również decyzje są podejmowane tylko na podstawie ana-
lizy wypłat minimalnych. Jeżeli przyjmiemy wspomnianą kolejność celów, to na 
pierwszym etapie wybrane zostaną decyzje A1, A3 i A4 (najlepiej realizują pierw-
sze kryterium), a na drugim etapie zwycięży opcja A1, gdyż spośród wcześniej 
wyłonionych wariantów osiąga ona najwyższą wypłatę w ramach drugiego kryte-
rium. Wybór jednej opcji na podstawie tego celu oznacza, że etap trzeci nie jest tu 
w ogóle potrzebny – trzecie kryterium nie ma więc wpływu na końcową decyzję.

W quasi-hierarchizacji celów decydent określa dozwolone odchylenie od naj-
większej minimalnej wypłaty dla każdego kryterium (Dominiak, 2006). Poszcze-
gólne cele rozpatrywane są, podobnie jak w hierarchizacji celów, w odpowiedniej 
kolejności. Załóżmy, że owa kolejność przedstawia się następująco: K1, K2 i K3, 
a akceptowane odchylenia wynoszą odpowiednio q1 = 2, q2 = 12 i q3 = 7. Przy tak 
ustalonych parametrach w pierwszym etapie wyłonione zostaną decyzje: A1, A3 
i A4. Na drugim etapie zbiór obejmie już tylko warianty A1 i A3, a ostatecznie wy-
bór padnie na opcję A1 (etap trzeci).

Reguła oparta na funkcji odległości (Dominiak, 2006) wymaga podania wag 
dla poszczególnych celów (ich suma musi być równa 1), np.: w1 = 0,5, w2= 0,3 
i w3= 0,2. Następnie wyznaczany jest A


, tj. „idealny punkt pesymistyczny” (ideal 

pessimistic point), którego współrzędne są równe największym minimalnym wy-
płatom ustalonym dla wszystkich kryteriów: A


 = [5, 44, 22]. W kolejnym kroku 

należy dla każdego wariantu obliczyć wartość funkcji odległości według wzoru:

	 2

1
( , ) ( )

P
k

j k j k
k

D A A w a a
=

= −∑
  ,    j = 1, …, n,� (3.4)

gdzie:
D(Aj, A


) – funkcja odległości decyzji Aj od idealnego punktu pesymistycznego,

P – liczba kryteriów,
wk – waga kryterium Kk,
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k
ja  – minimalna realizacja celu Kk związana z wariantem Aj,
ka  – realizacja tego kryterium przez idealny punkt pesymistyczny.

Tabela 3.5 zawiera wyniki pośrednich obliczeń (tj. składniki sum będących ar-
gumentami poszczególnych pierwiastków) oraz końcowe wartości funkcji odle-
głości dla wszystkich opcji. Na ostatnim etapie wybierana jest decyzja, dla której 
wyznaczony wskaźnik jest najmniejszy: A5.

Tabela 3.5. Przykład 29 – pośrednie obliczenia i wartości funkcji odległości

Kryterium
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5
K1 0,0 8,0 0,0 0,0 8,0
K2 24,3 0,0 132,3 307,2 1,2
K3 9,8 57,8 72,2 39,2 0,0
Funkcja odległości 5,84 8,11 14,30 18,61 3,03

Wszystkie cztery powyższe podejścia prezentowane przez Dominiaka (2006) 
biorą pod uwagę w ramach każdego celu jedynie najgorszy wynik związany z daną 
decyzją, co uniemożliwia ich stosowanie w wypadku umiarkowanych decydentów 
i optymistów. Metody te nadają się wyłącznie dla skrajnych pesymistów.

Hierarchizacja celów najczęściej sprowadza się do podejmowania decyzji opar-
tych tylko na celu o największym znaczeniu – dzieje się tak, gdy w ramach tego 
kryterium zbiór wariantów o najwyższej minimalnej wypłacie jest jednoelemen-
towy. Hierarchizacja celów nie ma więc w  takich wypadkach wiele wspólnego 
z optymalizacją wielocelową, a pominięcie wszystkich pozostałych celów może 
doprowadzić do dość zaskakujących rezultatów. Pokazuje to przykład 30 (tabe-
la 3.6). Tym razem podano tylko minimalne wypłaty związane z decyzjami. Jeżeli 
znów przyjmiemy następującą kolejność kryteriów: K1, K2 i K3, to decyzja A1 zo-
stanie wybrana od razu w pierwszym kroku jako ostateczne rozwiązanie, mimo że 
realizuje ona, najgorzej ze wszystkich decyzji, kryteria K2 i K3. Wybór tego wa-
riantu może nawet doprowadzić do poniesienia straty!

Tabela 3.6. Przykład 30 – porównanie wielokryterialne (minimalne wypłaty)

Kryterium
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5
K1 5 4 4 4 4
K2 1 100 120 130 90
K3 –200 400 1000 300 500
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Quasi-hierarchizacja celów, dzięki możliwości zadeklarowania dopuszczal-
nych odchyleń dla wszystkich celów (qk), nie jest tak restrykcyjna, a więc pozwala 
w wielu sytuacjach (tj. gdy wartości odchyleń są odpowiednio duże) przeprowa-
dzić analizę porównawczą wariantów nie tylko z punktu widzenia najważniejsze-
go kryterium. Gdybyśmy w przykładzie 30 przyjęli q1 = 2, q2 = 30 i q3 = 100, to 
najpierw wybrano by wszystkie decyzje (etap 1), potem zredukowano by zbiór do 
opcji A2, A3 i A4 (etap 2), a na końcowym etapie wygrałby wariant A3, który jest 
globalnie o wiele lepszym rozwiązaniem aniżeli decyzja A1 wskazana za pomocą 
hierarchizacji celów.

Reguła korzystająca z funkcji odległości nie nadaje się zbytnio do rozwiązywa-
nia problemów decyzyjnych, w których kryteria wyrażone są w różnych skalach. 
W przykładzie 29 rozwiązywanym tą właśnie metodą można dostrzec wspomnia-
ną wadę procedury – o rankingu wariantów przesądzają nie tylko wagi celów, ale 
przede wszystkim rozstępy dotyczące poszczególnych kryteriów. Analizowana 
reguła powinna więc raczej być poprzedzona etapem umożliwiającym ujednoli-
cenie celów.

Reguła, którą można byłoby zaproponować skrajnym optymistom, to podejście 
wykorzystujące relację dominacji i odwołujące się do zasady max-max (Michnik, 
2013b). Dla przykładu 29 maksymalne wypłaty zebrano w tabeli 3.7. Rozwiąza-
niami optymalnymi w sensie Pareta są decyzje A2 i A3.

Tabela 3.7. Przykład 29 – porównanie wielokryterialne (maksymalne wypłaty)

Kryterium
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5
K1 9 12 13 12 12
K2 70 100 77 97 91
K3 60 90 123 67 71

Wśród wymienionych technik dla MDMU+SP metody interaktywne opisane 
przez Dominiaka (2006, 2009) wyglądają bardzo obiecująco, gdyż są dość ela-
styczne – w ich wypadku pełna wiedza o ważności rozpatrywanych kryteriów nie 
jest konieczna na początku rozwiązywania problemu. Na przykład w metodzie in-
teraktywnej zaprezentowanej przez tego autora (Dominiak, 2006) kolejne etapy 
wykonywane są na podstawie macierzy potencjału (potency matrix) zawierającej 
informacje o rozwiązaniu idealnie optymistycznym (według reguły max-max), ide-
alnie pesymistycznym (według reguły max-min) i o rozwiązaniu na danym etapie 
pesymistycznym (według reguły min-min). Po przeanalizowaniu bieżącej macierzy 
potencjału decydent wybiera kryterium, którego minimalna wartość powinna być 
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wyższa, i ustala jej poziom. Decyzje niespełniające przyjętego warunku są usuwane 
ze zbioru potencjalnych wariantów, następnie generowana jest nowa macierz poten-
cjału. Procedurę należy zakończyć, gdy wspomniany zbiór jest jednoelementowy. 
Jeżeli wartość progową dla danego celu ustalono zbyt rygorystycznie, tracąc w ten 
sposób cenne rozwiązania w zbiorze potencjalnych wariantów, omawiana reguła 
decyzyjna pozwala na powrót do etapu wcześniejszego i na skorygowanie swoich 
preferencji. Podejście interaktywne wzbogacone o symulację Monte Carlo składa 
się z etapów podobnych do występujących w pierwotnej metodzie interaktywnej 
(Dominiak, 2009). Tym razem jednak ustalane są dodatkowo rozkłady prawdopo-
dobieństwa dla poszczególnych kryteriów. Autor pracy zakłada, że niektóre czyn-
niki w rozwiązywanym problemie decyzyjnym są na tyle nieznane (uncertainty 
factors), że nie można dla nich ustalić prawdopodobieństwa, natomiast dla pozo-
stałych czynników oszacowanie wielkości tej miary jest możliwe (risk factors)54. 
Metody interaktywne nie są oczywiście pozbawione wad. Po pierwsze, wymagają 
dużego zaangażowania ze strony podmiotu decyzyjnego. Po drugie, podanie zbyt 
wysokich wartości progowych dla niektórych kryteriów może doprowadzić do 
wykluczenia całkiem dobrych wariantów. Po trzecie, dojście do momentu, w któ-
rym w zbiorze potencjalnych wariantów pozostanie już tylko jedna opcja, może 
się wiązać z koniecznością wykonania dość dużej liczby kroków.

Z punktu widzenia założeń przyjętych w niniejszej monografii technika odwołu-
jąca się do reguły Hurwicza (Michnik, 2013b) jest nam najbliższa. Przypomnijmy, 
że interesują nas te procedury, które mogą być stosowane zarówno przez skrajnych, 
jak i umiarkowanych decydentów. Reguła oparta na zasadzie Hurwicza polega na 
wyznaczeniu wskaźnika Hurwicza dla wszystkich decyzji w ramach poszczegól-
nych kryteriów, zgodnie ze wzorem:

	 hj
k = α ∙ wj

k + (1 – α) ∙ mj
k,    j = 1, …, n,� (3.5)

gdzie:
wj

k – minimalna realizacja kryterium Kk związana z decyzją Aj,
mj

k – maksymalna realizacja tego celu przez wspomniany wariant decyzyjny,
α – współczynnik pesymizmu.
W drugim kroku wyłaniany jest zbiór decyzji efektywnych (tj. optymalnych 

w sensie Pareta) na podstawie obliczonych wskaźników. Dla przykładu 3.1 wskaź-
niki Hurwicza wygenerowano w tabeli 3.8 przy założeniu, że współczynnik ostroż-
ności decydenta wynosi 0.7. Rozwiązaniami optymalnymi w sensie Pareta są aż 
cztery warianty decyzyjne: A1, A2, A3 i A5.

54	 Poprzez rozróżnienie czynników niepewności i czynników ryzyka Dominiak (2009) oczywi-
ście bardziej identyfikuje się z teorią decyzji aniżeli z teorią ekonomii (zob. podrozdział 1.2.1).
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Tabela 3.8. Przykład 29 – porównanie wielokryterialne (wskaźniki Hurwicza, α = 0,7)

Kryterium
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5
K1 6,2 4,3 7,4 7,1 4,3
K2 45,5 60,8 39,2 37,5 56,7
K3 28,5 30,5 39,0 25,7 36,7

Zauważmy, że wszystkie omówione reguły wykorzystujące relację domina-
cji prowadzą do otrzymania zbioru zalecanych wariantów decyzyjnych, który za-
zwyczaj nie jest jednoelementowy, co z pewnością dla decydenta stanowi istotne 
utrudnienie w procesie podejmowania decyzji55. W analizowanych przykładach 
nie uzyskaliśmy jednoznacznie konkretnej końcowej rekomendacji. Według reguły 
Walda, reguły max-max i reguły Hurwicza wyłoniono odpowiednio 3, 2 i 4 opcje. 
Michnik (2013b) zaznacza jednak, że w wypadku większej liczby niezdominowa-
nych wariantów należy przeprowadzić drugi etap analizy, czyli zastosować dowol-
ną metodę wielokryterialną opartą na tabeli z obliczonymi wskaźnikami.

Z powyższą kwestią wiąże się kolejny aspekt. Otóż niektóre techniki spotyka-
ją się też z krytyką ze względu na możliwość ich wykorzystania tylko wtedy, gdy 
rozpatrywane kryteria są niezależne (zob. podrozdział 1.3.5). Dotyczy to między 
innymi procedury opartej na regule Hurwicza (Michnik, 2013b), metody odwo-
łującej się do reguły Walda, zasady max-max (Dominiak, 2006; Michnik, 2013b) 
oraz pierwszej odmiany użyteczności ustalanej na podstawie addytywnej agregacji 
i scenariuszy (Stewart, 2005). W tych podejściach dany scenariusz jest najgorszy 
(najlepszy) dla danej decyzji zazwyczaj tylko lokalnie, a więc tylko dla jednego 
z kryteriów, natomiast dla pozostałych celów skrajnymi scenariuszami (tj. najgor-
szym i najlepszym) są często zupełnie inne stany natury. Jeżeli tak się dzieje, to 
– być może nieświadomie – przyjmuje się założenie, że wystąpienie danego scena-
riusza w ramach analizowanego kryterium nie oznacza wcale jego jednoczesnego 
zajścia w ramach innego kryterium. Skoro tego wymogu nie ma, jest to równo-
znaczne z tym, że zbiór scenariuszy może być ustalany odrębnie dla poszczegól-
nych celów, zatem skład i liczebność otrzymanych zbiorów mogą się diametralnie 
różnić. Jeżeli decydentowi zależy na tym, by uwzględnić to, że scenariusze ujęte 
w macierzy wypłat dla danego celu są ściśle powiązane ze scenariuszami zawar-
tymi w macierzach wypłat dla pozostałych kryteriów, konieczny jest wybór takiej 
procedury, która te informacje pozwala zachować.

55	 Problem ten występuje nie tylko w regułach łączących relację dominacji z zasadą Walda, max-
-max czy Hurwicza (Dominiak, 2006; Michnik, 2013b), lecz także w podejściach opisanych przez 
Goodwina i Wrighta (2001), Montibellera i współautorów (2006) oraz Rama i współautorów (2010).
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Z przeprowadzonej analizy podejść przeznaczonych do optymalizacji wielokry-
terialnej w warunkach niepewności wynika, że w literaturze opisano już rozmaite 
metody wielocelowe odwołujące się do planowania scenariuszowego i uwzględ-
niające preferencje decydenta. Dostrzegamy jednak pewne możliwości udosko-
nalenia istniejących procedur bądź opracowania zupełnie nowych koncepcji. Po 
pierwsze, ewentualne modyfikacje mogą dotyczyć sposobu, w jaki ujmowana jest 
informacja o nastawieniu decydenta do ryzyka. Aktualna propozycja odwołująca 
się do reguły Hurwicza (Michnik, 2013b) ma, jak wiadomo, pewne ograniczenia, 
o których była mowa w rozdziale 2. Stosowanie tej zasady w wypadku asyme-
trycznych wypłat lub ich zróżnicowanych rozstępów może prowadzić do uzyska-
nia dość zaskakujących rekomendacji. Po drugie, interesujące byłoby rozwinięcie 
badań w zakresie metod wspierających MDMU dla kryteriów zależnych i nieza-
leżnych w kontekście proponowanych w literaturze modeli jedno- i dwuetapowych 
(Durbach i Stewart, 2012b; Michnik, 2013b; Stewart, 2005). Po trzecie, w wypad-
ku wielokryterialnego podejmowania decyzji w warunkach niepewności literatura 
oferuje głównie propozycje poszukiwania odpowiedniej strategii czystej. Mało jest 
natomiast opracowań poświęconych strategiom mieszanym56, choć w niektórych 
sytuacjach ich stosowanie może się przyczynić do osiągnięcia większych zysków 
(Troutt i Pettypool, 1989). Po czwarte, przy tworzeniu reguł decyzyjnych warto 
zawsze pamiętać o tym, by kolejne kroki prowadzące do uzyskania rankingu wa-
riantów poprzedzić ewentualnie jakimś etapem normalizacyjnym, gdy kryteria są 
wyrażone w różnych skalach bądź jednostkach. Ostatnia uwaga może się wydawać 
oczywista, lecz – jak już zdążyliśmy zauważyć – nie wszystkie istniejące procedu-
ry ten aspekt uwzględniają (w regule opartej na funkcji odległości taki etap z pew-
nością zwiększyłby obszar możliwych zastosowań tej koncepcji).

3.3. Modele jedno- i dwuetapowe a zależne i niezależne macierze 
wypłat

W podrozdziałach 1.3.5 i 3.2 zasygnalizowano, że przy wyborze odpowiedniej 
wielokryterialnej reguły decyzyjnej opartej na planowaniu scenariuszowym pod-
miot decyzyjny powinien mieć świadomość tego, z jakimi kryteriami ma do czy-
nienia, a więc powinien wiedzieć, czy macierze wypłat opisujących kolejne cele 
są zależne, czy nie. Z rodzajem kryteriów ściśle jest bowiem związana metodo-

56	 Strategie mieszane rozpatrywane są w literaturze głównie w kontekście gier z drugim graczem 
(Czerwiński, 1972; Gilboa, 2009; Grigorieva, 2014; Ignasiak, 1996; Lozan i Ungureanu, 2013; Luce 
i Raiffa, 1957; Ungureanu, 2018; Voorneveld, Grahn i Dufwenberg, 2000; Voorneveld, Vermeulen 
i Borm, 1999).
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logia ich agregacji, która z kolei jest potrzebna do ustalenia jednoznacznego ran-
kingu wariantów.

Durbach i Stewart (2012b), Michnik (2013b) oraz Stewart (2005) wspominają 
o dwóch zasadniczych podejściach łączących analizę decyzyjną i planowanie sce-
nariuszowe (MDMU+SP), tj. o klasie modeli jednoetapowych (1S) i klasie mode-
li dwuetapowych (2S), choć warte podkreślenia jest to, że nie przesądzają oni do 
końca o tym, w jakich okolicznościach powinny być stosowane poszczególne mo-
dele. O tych okolicznościach jest natomiast mowa w niniejszej pracy.

Najpierw omówimy modele dwuetapowe (2-stage models). Ocena decyzji 
względem stanów i względem kryteriów jest w nich przeprowadzana osobno w od-
dzielnych etapach. Klasa modeli 2S dzieli się na dwie podklasy. Pierwszą z nich 
(podklasę 2S-CS) tworzą modele, w których na pierwszym etapie dokonujemy 
agregacji ocen wariantów względem kryteriów, a na drugim – względem scena-
riuszy. W drugiej podklasie (2S-SC) kolejność agregacji jest odwrócona. Najpierw 
wypłaty oceniane są względem scenariuszy, a potem według celów.

Modele jednoetapowe (1-stage models) polegają na utworzeniu wszystkich moż-
liwych par kryteriów ze scenariuszami. Owe pary pełnią funkcję kryteriów, które 
autorzy wspomnianych prac nazywają metakryteriami (meta-criteria, meta-attri-
butes). To pojęcie nie ma jednak nic wspólnego z metodą SAW (simple additive 
weighted method) polegającą na wyznaczeniu dla każdej decyzji sumy iloczynów 
realizacji poszczególnych kryteriów i ich wag (procedurę tę stosuje się w wypad-
ku optymalizacji wielocelowej z deterministycznymi parametrami). Po uzyskaniu 
macierzy metakryteriów można zastosować dowolną procedurę wielokryterialną.

W modelach 2S-CS agregacja ocen najpierw względem kryteriów, a dopiero 
później względem scenariuszy, oznacza, że liczba stanów natury wyróżnionych 
w ramach poszczególnych celów musi być identyczna i że wypłata a ki, j związa-
na z decyzją Aj i scenariuszem Si dla celu Kk ma ścisły związek z realizacją przez 
ten wariant decyzyjny pozostałych kryteriów w obrębie wspomnianego scenariu-
sza. Owa kolejność agregacji wyników pasuje zatem tylko do problemów decy-
zyjnych, w których kryteria są zależne (decision problems with dependent criteria, 
DPC(dep)), a więc gdy danej kombinacji 〈stan, decyzja〉 odpowiada realizacja kry-
teriów na poziomie a1

i, j, …, a ki, j, …, a Pi, j.
Z kolei w modelach 2S-SC odwrócenie kolejności w agregowaniu wartości spra-

wia, że wszelkie zależności między kryteriami są całkowicie nieistotne, a rozmiary 
macierzy wypłat dla poszczególnych celów mogą być zupełnie różne. Może więc 
na przykład zaistnieć sytuacja, w której trzykryterialny wybór decyzji Aj pociągnie 
za sobą konsekwencje w postaci realizacji pierwszego kryterium na poziomie sce-
nariusza S4

1, drugiego kryterium na poziomie scenariusza S5
2 i trzeciego kryterium 

na poziomie scenariusza S2
3. Modele 2S-SC nadają się więc idealnie do problemów 

decyzyjnych z kryteriami niezależnymi (decision problems with independent crite-
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ria, DPC (ind)). Z technicznego punktu widzenia można je oczywiście wykorzystać 
także dla kryteriów zależnych, choć po zapoznaniu się z metodologią przyjmowa-
ną w tej podklasie stosowanie rozpatrywanych modeli w takich okolicznościach 
budzi poważne wątpliwości.

Modele jednoetapowe mają tę samą cechę co modele 2S-SC. Utworzenie jednej 
macierzy metakryteriów implikuje utratę informacji o ewentualnych związkach po-
między scenariuszami ujętymi w kolejnych pierwotnych macierzach wypłat. Mo-
dele te mogą więc znaleźć zastosowanie w problemach decyzyjnych z kryteriami 
niezależnymi.

Prezentowane w kolejnych częściach niniejszego podrozdziału cztery reguły 
decyzyjne różnią się pod względem:

–– typu związku między kryteriami (kryteria zależne lub niezależne),
–– rodzaju poszukiwanej strategii (strategia czysta lub mieszana).

Ich wspólną cechą jest natomiast możliwość:
–– zadeklarowania swoich preferencji w postaci współczynnika pesymizmu 

i wag dla poszczególnych kryteriów przed rozwiązaniem problemu decy-
zyjnego,

–– zastosowania także w przypadku asymetrycznych rozkładów wypłat bądź 
zróżnicowanych rozstępów wypłat,

–– porównania kryteriów nawet wówczas, gdy wyrażone są w różnej skali bądź 
jednostkach.

W dwóch ostatnich proponowanych regułach decyzyjnych zostanie dodatkowo 
uwzględniony aspekt personalizacji natury, o którym była już mowa w rozdziale 2.

3.3.1. Reguła SAPO(CS)

W wypadku DPC(dep) odpowiednią strategię czystą można wyznaczyć, korzysta-
jąc na przykład z reguły SAPO(CS) po raz pierwszy przedstawionej przez Gaspars-
-Wieloch (2014e). Opis algorytmu dla tej reguły przedstawiono poniżej.

Algorytm dla reguły SAPO(CS)

Krok 1. Przedstawiamy problem wielokryterialny w postaci P macierzy wypłat 
zawierających n × m wypłat a ki, j.
Krok 2. Dla wszystkich kryteriów ustalamy wagi wk i współczynnik pesymizmu 
α ∈ [0, 1]. Suma wag powinna być równa 1.
Krok 3 (opcjonalnie). Przekształcamy wypłaty zgodnie z  poniższym wzorem 
(oczywiście zastosowanie normalizacji nie jest konieczne, gdy kryteria wyrażone 
są w tej samej skali i jednostce):
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Krok 4. Dla każdej pary (Aj, Si) obliczamy syntetyczny wskaźnik według wzorów:
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i generujemy macierz zawierającą n × m zagregowanych wartości Ai, j lub A(n)i, j.
Kroki 5-10. Wykonujemy kroki 2-7 reguły decyzyjnej SAPO (podrozdział 2.3.3) 
z wykorzystaniem nowej macierzy, zastępując odpowiednio oznaczenia (tabela 3.9).

Tabela 3.9. Porównanie oznaczeń dla reguł SAPO i SAPO(CS)

SAPO SAPO(CS)

as, j As, j lub A(n)s, j

ai, j Ai, j lub A(n)i, j

Aj
II, min min

jA  lub min( ) jA n

Aj
II, max max

jA  lub max( ) jA n

Hj
II Sj

CS lub S(n)j
CS

Hj*
II Sj*

CS lub S(n)j*
CS

Krok 11 (opcjonalnie). W razie znacznych różnic między rozstępami (znormali-
zowanych) mierników syntetycznych dla poszczególnych decyzji obliczamy od-
chylenia standardowe tych mierników, korzystając ze wzoru (2.132) i odpowiednio 
zmieniając oznaczenia (tabela 3.9). W zależności od preferencji decydenta wybie-
ramy wariant wskazany w kroku 10 bądź wariant o nieco gorszej wartości wskaź-
nika Sj

CS lub S(n)j
CS, lecz nieco niższym poziomie odchylenia standardowego. 
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W  powyższym algorytmie wzór (3.6) dotyczy kryteriów maksymalizowanych. 
Gdyby problem decyzyjny zawierał jakieś kryteria minimalizowane i niezbędne 
byłoby użycie techniki normalizacyjnej, warto byłoby skorzystać z formuły:
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Zwróćmy uwagę na to, że proponowana normalizacja nie ma nic wspólnego 
ze wzorami (2.122) i (2.129). W tamtym przypadku chodziło o uwzględnienie in-
formacji o strukturze macierzy wypłat dla problemu jednokryterialnego, a więc 
o ustalenie pozycji danej wypłaty w porównaniu z innymi wypłatami dotyczący-
mi konkretnego scenariusza. Tutaj natomiast normalizacja umożliwia wyznaczenie 
syntetycznego wskaźnika dla decyzji ocenianych na podstawie kryteriów pierwot-
nie nieporównywalnych.

Tabela 3.10. Przykład 29 – macierz znormalizowanych wypłat – kryterium K1

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 0,33 0,00 0,58 0,92 0,08

S2 0,58 0,25 0,33 0,58 0,92

S3 0,33 0,67 0,50 0,50 0,00

S4 0,67 0,92 1,00 0,33 0,83

Tabela 3.11. Przykład 29 – macierz znormalizowanych wypłat – kryterium K2

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 0,43 1,00 0,30 0,00 0,34

S2 0,26 0,36 0,47 0,75 0,68

S3 0,32 0,89 0,74 0,97 0,90

S4 0,66 0,43 0,13 0,83 0,44
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Tabela 3.12. Przykład 29 – macierz znormalizowanych wypłat – kryterium K3

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 0,10 0,73 0,71 0,49 0,33

S2 0,18 0,31 0,00 0,04 0,16

S3 0,35 0,05 0,12 0,53 0,57

S4 0,48 0,02 1,00 0,27 0,23

Tabela 3.13. Przykład 29 – macierz znormalizowanych wskaźników syntetycznych 
(A(n)i,j)

Stan
Decyzja

A1 A2 A3 A4 A5

S1 0,32 0,45 0,52 0,56 0,21

S2 0,41 0,30 0,31 0,53 0,69

S3 0,33 0,61 0,49 0,65 0,38

S4 0,63 0,59 0,74 0,47 0,60

Jak już nadmieniono, w  rozdziale 3 postaramy się ograniczyć prezentację 
przykładów ilustrujących poszczególne procedury, tym bardziej że w rozdziale 
następnym, opisującym zastosowania ekonomiczne proponowanych metod, odwo-
łujemy się do przedstawionych autorskich wielokryterialnych reguł decyzyjnych. 
Niemniej w tym podrozdziale pokażemy, w jaki sposób przebiega agregacja ocen 
względem kryteriów. Powróćmy do przykładu 29, w którym to rozpatrywane są 
trzy cele. Są one wyrażone w różnej skali, zatem normalizacja jest konieczna. 
Tabele 3.10-3.12 ukazują wypłaty przekształcone za pomocą techniki normaliza-
cyjnej. Z kolei tabela 3.13 zawiera wartości wskaźników syntetycznych uzyska-
nych za pomocą SAW przy założeniu, że: w1= 0,5, w2 = 0,3 i w3= 0,2. Ostatnia 
tabela stanowi więc podstawę do wykonania kroków 5-10(11) reguły SAPO(CS).

3.3.2. Reguła SAPO(SC)

W poszukiwaniu odpowiedniej strategii czystej w problemach typu DPC(ind) przy-
datna może się okazać na przykład reguła SAPO(SC). Została ona opisana w arty-
kule Gaspars-Wieloch (2014e) i składa się z następujących kroków. Algorytm dla 
tej reguły opisano poniżej.
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Algorytm dla reguły SAPO(SC)

Krok 1. Przedstawiamy problem wielokryterialny w postaci P macierzy wypłat 
zawierających odpowiednio n × m(1), …, n × m(k), …, n × m(P) wypłat a ki, j.
Krok 2. Dla wszystkich kryteriów ustalamy wagi wk i współczynnik pesymizmu 
α ∈ [0, 1]. Suma wag powinna być równa 1.
Krok 3 (opcjonalnie). Przekształcamy wypłaty zgodnie ze wzorem (3.6) (lub (3.9)). 
Ze względu na możliwą zróżnicowaną liczbę scenariuszy dla poszczególnych kry-
teriów, symbol m w obu wzorach należy zastąpić oznaczeniami m(k).
Kroki 4-8. Dla każdej macierzy wypłat (czyli każdego kryterium) wykonujemy 
oddzielnie kroki 2-6 reguły SAPO (podrozdział 2.3.3), pamiętając o dodaniu do 
wszystkich symboli (prócz symbolu Aj oznaczającego daną decyzję) górnego in-
deksu „k” określającego k-te kryterium. Dotychczasowy symbol m (oznaczający 
liczbę scenariuszy) należy zastąpić symbolem m(k), gdyż tym razem liczba stanów 
natury może być różna dla poszczególnych celów. Jeżeli dokonano normalizacji 
kryteriów w kroku 3, to dodatkowo niektóre symbole powinny zawierać zapis (n).
Krok 9. Dla każdej decyzji obliczamy wskaźnik SAPO(SC) zgodnie ze wzorem:

	 II,

1

P
kSC

j k j
k

S w H
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= ⋅∑ ,    j = 1, …, n,� (3.10)

Krok 10. Wybieramy opcję spełniającą warunek57:

	 * max{ }SC SC
j jj

S S= .� (3.11)

Krok 11 (opcjonalnie). W razie znacznych różnic między rozstępami (znorma-
lizowanych) wypłat w ramach poszczególnych kryteriów, obliczamy odchylenia 
standardowe tych wypłat oddzielnie dla każdego celu, korzystając ze wzoru:
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gdzie:
σj

k – odchylenie standardowe wypłat dotyczących decyzji Aj i kryterium Kk,
m(k) – liczba scenariuszy rozpatrywanych w ramach kryterium Kk.

57	 W krokach 9-10 symbol Sj
SC w przypadku normalizacji wypłat należy zastąpić symbolem 

S(n)j
SC.
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Następnie wyznaczamy średnie ważone odchylenie standardowe na podstawie 
formuły:

	
1

P
SC k
j k j

k
σ w σ

=
= ⋅∑ ,    j = 1, …, n, � (3.13),

gdzie σj
SC to średnie odchylenie związane z opcją Aj.

W przypadku normalizacji niektóre symbole należy odpowiednio zmodyfikować.
W zależności od preferencji decydenta, wybieramy wariant wskazany w kro-

ku 10 bądź wariant o nieco gorszej wartości wskaźnika Sj
SC lub S(n)j

SC, lecz nieco 
niższym poziomie odchylenia standardowego.

Pamiętajmy, że pierwotna reguła SAPO jest adresowana do decydentów ak-
tywnych. Decydenci pasywni powinni się raczej zainteresować wykorzystaniem 
hybrydy opartej na przykład na regule APO (podrozdział 2.3.2) lub H+B (pod
rozdział 2.3.1).

3.3.3. Reguła MM(SF+AS)/1

Dotychczas omówiliśmy przykładowe hybrydy umożliwiające rozpatrywanie pro-
blemów decyzyjnych z kryteriami zależnymi lub niezależnymi, gdy celem decy-
denta jest znalezienie odpowiedniej strategii czystej. Hybrydy te odwoływały się 
do obu podklas modeli dwuetapowych. Teraz przedstawimy dwie koncepcje po-
zwalające ustalić właściwą strategię mieszaną. Pierwsza z nich dotyczy kryteriów 
niezależnych (DPC(ind)) i jest oparta na modelu jednoetapowym. Dodatkowym 
atutem prezentowanej metody jest wstępne wyłonienie scenariuszy o największej 
subiektywnej szansie wystąpienia (zob. podrozdział 2.4). Zapis MM(SF+AS)/1 
oznacza, że będziemy mieli do czynienia z procedurą wielocelową (M), opraco-
waną dla strategii mieszanych (M), sformułowaną na podstawie modelu jednoeta-
powego (1) i redukującą pierwotny zbiór scenariuszy do podzbioru stanów natury 
odpowiadających zadeklarowanemu współczynnikowi optymizmu (SF+AS). Pełen 
opis autorskiej metody zamieszczono w pracy Gaspars-Wieloch (2017a). W ory-
ginalnej wersji regułę decyzyjną nazwano β-MMDM/1 (beta decision rule for 
multi-criteria mixed decision making on the basis of one-stage Models). Poniżej 
przedstawiono algorytm dla tej procedury.

Algorytm dla reguły MM(SF+AS)/1

Krok. 1. Przedstawiamy problem wielokryterialny w postaci P macierzy wypłat 
zawierających odpowiednio n × m(1), …, n × m(k), …, n × m(P) wypłat a ki, j

 .
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Krok 2. Dla wszystkich kryteriów ustalamy wagi wk i współczynnik optymizmu 
β ∈ [0, 1]. Suma wag powinna być równa 1.
Krok 3 (opcjonalnie). W razie konieczności przekształcamy wypłaty zgodnie ze 
wzorem (3.6) (lub (3.9)). Ze względu na możliwą zróżnicowaną liczbę scenariu-
szy dla poszczególnych kryteriów, symbol m w obu wzorach należy zastąpić ozna-
czeniami m(k).
Krok 4. Dla scenariuszy przypisanych kolejnym kryteriom tworzymy metamacierz 
złożoną z n kolumn (dla każdej decyzji) i m(1) + … + m(k) + … + m(P) = R wier-
szy zawierającą n × R (znormalizowanych) ocen.
Krok 5. Wyznaczamy m*, tj. maksymalną (znormalizowaną) wypłatę ustaloną na 
podstawie zasady max-max, i y*, tj. maksymalną gwarantowaną (znormalizowa-
ną) wypłatę, korzystając z reguły Walda, czyli modelu:

	 y → max, � (3.14)
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	 xj ≥ 0,    j = 1, …, n, � (3.17)

gdzie:
xj – udział decyzji Aj w strategii mieszanej,
n – liczba decyzji.

Krok 6. Wyznaczamy S(Si)
k, zbiór scenariuszy o największej subiektywnej szansie 

wystąpienia, oddzielnie dla każdego kryterium. Można wykorzystać w tym celu na 
przykład procedurę opisaną w kroku 4 reguły SF+AS(m) (podrozdział 2.4.2), czy-
li procedurę odwołującą się do sumy przypadków dominacji. Im wyższa wartość 
współczynnika optymizmu, tym mniej liczne powinny być owe zbiory – wówczas 
decydent optymista liczy na zajście jednego z najlepszych scenariuszy. Natomiast 
im wartość tego parametru niższa, tym więcej stanów natury należy uwzględnić 
w zbiorach S(Si)

k, ponieważ decydent pesymista woli być przygotowany na każ-
dą ewentualność.
Krok 7. Zakładając, że m*(k) oznacza moc (liczebność) zbioru S(Si)

k, redukujemy 
wyjściową metamacierz do macierzy zawierającej n kolumn (dla każdej decyzji), 
m*(1) + … + m*(k) + … + m*(P) = R* wierszy dla scenariuszy przypisanych ko-
lejnym kryteriom i n × R* (znormalizowanych) ocen.



3.3. Modele jedno- i dwuetapowe a zależne i niezależne macierze wypłat 153

Krok 8. Formułujemy i rozwiązujemy zadanie optymalizacyjne na podstawie po-
niższego modelu:
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	 rβ = β(m* – y*) + y*,� (3.20)

gdzie:
rβ – 	oczekiwany poziom (znormalizowanej) wypłaty zależny od parametru β,
gi

k – 	�odchylenie (znormalizowanej) wypłaty decydenta od oczekiwanego po-
ziomu przy założeniu, że wystąpi scenariusz Si

k.

Wyznaczana w kroku 5 wartość parametru m* jest zazwyczaj nieosiągalna ze 
względu na istnienie wielu kryteriów.

Obie strony warunku (3.19) przedstawiają rzeczywisty (znormalizowany) wy-
nik osiągnięty dla kryterium Kk, pod warunkiem że udziały w strategii mieszanej 
wyniosą odpowiednio x1, x2, …, xn i że zajdzie dany stan natury.

Celem drugiego modelu optymalizacyjnego (wzór (3.18)) jest minimalizacja, 
w ramach zredukowanego zbioru scenariuszy, ważonej sumy wszystkich dodatnich 
odchyleń rzeczywistych (znormalizowanych) zysków od oczekiwanej wypłaty. Ta-
kie podejście jest charakterystyczne dla programowania celowego (goal program-
ming). Podobnie jak w wypadku reguły SF+AS(m), tylko dodatnie odchylenia są 
niepożądane, gdyż to one świadczą o tym, że oczekiwany zysk (rβ) jest wyższy 
aniżeli wynik faktycznie osiągnięty.

Optymalne rozwiązanie zadania sformułowanego na podstawie modelu (3.16)
‑(3.20) przedstawia jednocześnie strukturę strategii mieszanej odzwierciedlającej 
preferencje decydenta.

Reguła MM(SF+AS)/1 może się niesłusznie wydawać, wbrew otrzymanej na-
zwie, podejściem opartym na modelu dwuetapowym (a nie jednoetapowym), gdyż 
poza wygenerowaniem metamacierzy zawierającej wszystkie kombinacje 〈scena-
riusz, kryterium〉, przed ostatecznym sformułowaniem i rozwiązaniem zadania opty-
malizacyjnego wprowadzono krok polegający na zawężeniu zbioru analizowanych 
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scenariuszy. Krok ten nie jest jednak odrębnym etapem agregacji ocen względem 
stanów natury czy też kryteriów. Jest on jedynie pewną formą uwzględnienia w mo-
delu nastawienia do ryzyka, deklarowanego przez podmiot decyzyjny, w posta-
ci współczynnika optymizmu. O tworzeniu zredukowanych zbiorów scenariuszy 
o największej szansie wystąpienia była już mowa w rozdziale 2, w którym to ana-
lizowane były kwestie dotyczące optymalizacji jednocelowej. Przypomnijmy, że 
owa propozycja ma za zadanie uwzględnić to, że wybrana decyzja zostanie zreali-
zowana tylko jeden raz, a więc także to, że tylko jeden scenariusz w ramach każ-
dego rozpatrywanego kryterium będzie mógł ostatecznie zajść.

3.3.4. Reguła MM(SF+AS)/2(CS)

Kolejna propozycja pozwalająca ustalić właściwą strategię mieszaną, lecz opra-
cowana z myślą o kryteriach zależnych (DPC(dep)) i oparta na modelu dwueta-
powym, to reguła MM(SF+AS)/2(CS). Również tym razem procedura przewiduje 
wyłonienie scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia. Powyższy 
zapis oznacza, że będziemy mieli do czynienia z metodą wielocelową (M), dedy-
kowaną strategiom mieszanym (M), sformułowaną na podstawie modelu dwueta-
powego (2), agregującą oceny najpierw względem kryteriów, a potem względem 
scenariuszy (CS) i redukującą pierwotny zbiór scenariuszy do podzbioru stanów 
natury odpowiadających zadeklarowanemu współczynnikowi optymizmu (SF+AS). 
Metodę po raz pierwszy opisała Gaspars-Wieloch (2015a). W oryginalnej wersji 
regułę decyzyjną nazwano β-MMDM (beta decision rule for multi-criteria mixed 
decision making). Opis algorytmu dla tej reguły przedstawiono poniżej.

Algorytm dla reguły MM(SF+AS)/2(CS)

Krok. 1. Przedstawiamy problem wielokryterialny w postaci P macierzy wypłat 
zawierających n × m wypłat ai, j

k  .
Krok 2. Dla wszystkich kryteriów ustalamy wagi wk i współczynnik optymizmu 
β ∈ [0, 1]. Suma wag powinna być równa 1.
Krok 3 (opcjonalnie). W razie konieczności przekształcamy wypłaty zgodnie ze 
wzorem (3.6) (lub (3.9)).
Krok 4. Dla każdej pary (Aj, Si) obliczamy syntetyczny wskaźnik według wzoru 
(3.7) lub (3.8) i generujemy macierz zawierającą n × m zagregowanych wartości 
Ai, j lub A(n)i, j.
Krok 5. Wyznaczamy M*, tj. maksymalną (znormalizowaną) zagregowaną wy-
płatę ustaloną na podstawie zasady max-max, i Y*, tj. maksymalną gwarantowa-
ną (znormalizowaną) zagregowaną wypłatę, korzystając z reguły Walda, czyli 
modelu:
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gdzie:
xj – udział decyzji Aj w strategii mieszanej,
m – liczba scenariuszy,
n – liczba decyzji.

Krok 6. Wyznaczamy S(Si), tj. zbiór scenariuszy o największej subiektywnej szan-
sie wystąpienia, za pomocą formuł:
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gdzie:
Rβ – oczekiwany poziom zagregowanej (znormalizowanej) wypłaty, zależny od 
deklarowanego współczynnika optymizmu β,
Di,j – liczba zagregowanych wypłat związanych z decyzją Aj, które są gorsze 
niż A(n)i,j,
P(A(n)i,j) – pozycja wartości A(n)i,j w nierosnącym ciągu wszystkich syntetycz-
nych wartości dotyczących wariantu Aj,
Di – suma przypadków dominacji powiązanych ze stanem Si,
Dmax i Dmin – maksymalna i minimalna suma przypadków dominacji.
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Idea tego podejścia została już wyjaśniona w podrozdziałach 2.4 i 3.3.3. W prze-
ciwieństwie do reguły 3.3.3, podajemy tutaj szczegółowe wzory ze względu na 
istotne zmiany w oznaczeniach w stosunku do formuł zapisanych dla reguły 2.4.2.
Krok 7. W celu wyznaczenia udziałów poszczególnych wariantów decyzyjnych 
w strategii mieszanej formułujemy i rozwiązujemy zadanie na podstawie wzorów 
(3.23)-(3.24) i modelu przedstawionego poniższej:
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gdzie Gi to odchylenie zagregowanej (znormalizowanej) wypłaty od poziomu ocze-
kiwanego Rβ, jeżeli zajdzie stan Si.

3.4. Podsumowanie

W rozdziale 3 wymieniono, opisano i oceniono istniejące podejścia pozwalają-
ce rozwiązywać problemy wielokryterialne w warunkach niepewności. Najwię-
cej miejsca poświęcono tym regułom decyzyjnym, w których można wykorzystać 
planowanie scenariuszowe (podrozdział 3.2). Następnie przedstawiono autorskie 
koncepcje (podrozdział 3.3). Przy ich tworzeniu autorka starała się między inny-
mi zadbać o możliwość:

–– analizowania problemów wielocelowych z kryteriami zależnymi bądź nie-
zależnymi,

–– agregowania kryteriów nieporównywalnych,
–– uwzględnienia nastawienia decydenta do ryzyka, wyrażonego za pomocą 

współczynnika pesymizmu lub optymizmu,
–– wyłonienia scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia ze 

względu na jednokrotną realizację wybranej decyzji,
–– rozwiązywania problemów charakteryzujących się asymetrycznymi wypła-

tami bądź zróżnicowanymi rozstępami wypłat,
–– ustalenia nie tylko właściwej, z punktu widzenia preferencji, strategii czystej, 

lecz także odpowiedniej strategii mieszanej.
Wnioski i obserwacje są następujące.

1)	�W rozdziale tym nie przedstawiono wszystkich istniejących koncepcji i nie zi-
lustrowano szczegółowo wymienionych technik. Nie omówiono także wszyst-
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kich autorskich metod. Kolejne propozycje agregacji ocen względem kryteriów 
i scenariuszy w MDMU autorka zaprezentowała między innymi w swoich wcze-
śniejszych pracach (Gaspars-Wieloch, 2015f, 2017b). Wyczerpujący opis innych 
możliwych hybryd nie jest jednak konieczny dla zrozumienia istoty problemu. 
Wystarczy wiedzieć, jakie aspekty mogą lub powinny być brane pod uwagę, 
i warto znać sposoby uwzględniania tychże czynników przy konstruowaniu na-
rzędzia decyzyjnego. Lektura rozdziałów 1-3 pozwala skonstatować, że kluczo-
wymi elementami w doborze odpowiedniej reguły decyzyjnej są: cele i natura 
decydenta, jego temperament, aspiracje, oczekiwania, przypuszczenia, obawy; 
charakter kryteriów decyzyjnych oraz struktura wypłat.

2)	�W literaturze można znaleźć wzmianki o podstawowych sposobach agregowa-
nia wypłat, tj. o modelach jedno- i dwuetapowych, ale w tym rozdziale owo za-
gadnienie zostało omówione znacznie szerzej po to, byśmy zdali sobie sprawę, 
że wybór odpowiedniego modelu powinien być przede wszystkim zdetermino-
wany typem kryteriów, z jakimi podmiot decyzyjny ma do czynienia.

3)	�Dobrze byłoby pochylić się nad kwestią doboru metody wielocelowej jako 
jednego z  etapów wielokryterialnej reguły decyzyjnej. W proponowanych 
autorskich podejściach zastosowano akurat najprostszą technikę, czyli SAW 
(Churchman i Ackoff, 1954), polegającą na wyznaczeniu sumy iloczynów 
wypłat (bądź znormalizowanych wypłat) i ich wag. W regule MM(SF+AS)/1 
(podrozdział 3.3.3) skorzystano też z programowania celowego. Możliwych 
propozycji agregowania ocen względem kryteriów jest oczywiście znacznie 
więcej. Można było przecież odwołać się do metod: SMART, SMARTER 
(Edwards i Barron, 1994), AHP (Saaty, 1980), REMBRANDT (Lootsma, 1992), 
ANP (Saaty, 1996), MACBETH (Bana e Costa i Vansnick, 1994; Bana e Costa, 
De Corte i Vansnick, 2012), ZAPROS (Larichev i Moshkovich, 1995), ELEC-
TRE (Roy i Bouyssou, 1993), PROMETHEE (Brans, 1982; Brans, Mareschal 
i Vincke, 1984), TOPSIS (Hwang i Yoon, 1981), VIKOR (Opricovic, 1998), 
BIPOLAR (Konarzewska-Gubała, 1991) i wielu innych. W opisanych regułach 
decyzyjnych zdecydowano się na SAW, ponieważ nie jest ona czasochłonna, 
nadaje się do analizowania problemów z kryteriami zależnymi i niezależnymi, 
a przede wszystkim umożliwia otrzymanie syntetycznego wskaźnika dla każ-
dej pary 〈scenariusz, decyzja〉.

4)	�Wykorzystana w regułach MM(SF+AS)/1 i MM(SF+AS)/2(CS) metoda genero-
wania zbioru scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia i po-
legająca na wyznaczaniu sum przypadków dominacji dla każdego scenariusza 
(podrozdziały 3.3.3 i 3.3.4) również została wybrana jedynie jako przykładowe 
narzędzie. Alternatywnym rozwiązaniem mógłby być zupełnie intuicyjny wy-
bór preferowanych stanów natury lub porównanie scenariuszy nie na podstawie 
dominacji wypłat, lecz sum różnic pomiędzy nimi.
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5)	�Dużym udogodnieniem dla decydenta we wszystkich prezentowanych podej-
ściach jest brak wymogu szacowania prawdopodobieństwa wystąpienia poszcze-
gólnych stanów natury. Ma to znaczenie zwłaszcza w wypadku rozpatrywania 
problemów decyzyjnych o dużym stopniu nowości.

6)	�Podobnie jak w wypadku jednokryterialnych reguł decyzyjnych, w optymali-
zacji wielokryterialnej w warunkach niepewności metoda powinna być dosto-
sowana do stopnia, w jakim decydent pragnie się zaangażować w analizowanie 
danego problemu. Tutaj staraliśmy się podać procedury wymagające stosunko-
wo niewielkiego zaangażowania ze strony podmiotu decyzyjnego. Jeżeli nato-
miast decydent prezentuje bardzo aktywną postawę, może skorzystać chociażby 
z metod interaktywnych, o których była mowa w podrozdziale 3.2.

7)	�Modele (3.16)-(3.20) oraz (3.23)-(3.24) i (3.30)-(3.31) są modelami nielinio-
wymi. W razie potrzeby można jednak je sprowadzić do liniowych modeli 
optymalizacyjnych, stosując przekształcenia podobne do tych, które opisano 
w podrozdziale 2.4.2.
Korzyści płynące z podejmowania decyzji nie na podstawie pierwotnych wy-

płat, lecz z uwzględnieniem oszacowanych użyteczności, w MDMU są oczywiście 
nadal aktualne. Jeżeli więc decydent zgłasza taką potrzebę, można i tutaj zastoso-
wanie danej procedury poprzedzić etapem generowania macierzy użyteczności.



Rozdział 4

Zastosowania ekonomiczne 
proponowanych reguł decyzyjnych

4.1. Wprowadzenie

W rozdziale czwartym pokazano, w jaki sposób autorskie reguły decyzyjne propono-
wane w rozprawie można wykorzystać do rozwiązania wybranych ekonomicznych 
problemów decyzyjnych, choć dane we wszystkich analizowanych przykładach 
są fikcyjne. W poszczególnych podrozdziałach nacisk położono na zaprezentowa-
nie danych zadania optymalizacyjnego, na adaptację wybranej reguły decyzyjnej 
do danego zagadnienia i na uzyskane wyniki końcowe. Nie wyjaśniono natomiast 
w każdej sytuacji bardzo szczegółowo wszystkich kroków zastosowanej procedury, 
ponieważ już w poprzednich rozdziałach pracy starano się te kwestie przedstawić. 
Uwagę skupiono na aspektach dotychczas nieomówionych. W razie jakichkolwiek 
wątpliwości Czytelnik będzie mógł w wielu wypadkach skorzystać z podanego 
przez autorkę materiału źródłowego, w którym dany przykład omówiono dokładniej.

4.2. Ocena efektywności projektów innowacyjnych na podstawie 
wskaźnika Omega(H+B)

Projekty można oceniać na wiele sposobów. Jednym z nich jest wskaźnik Omega 
zaproponowany przez Keatinga i Shadwicka (2002a, 2002b). Służy on do pomiaru 
efektywności funduszy, portfeli i strategii inwestycyjnych. Konstrukcja wskaźnika 
jest następująca. Po wyznaczeniu różnic pomiędzy poszczególnymi oczekiwanymi 
wynikami związanymi z daną inwestycją a pewnym punktem odniesienia (point of 
reference), otrzymane rezultaty dzielone są na dwie kategorie. W liczniku ilorazu 
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reprezentującego wskaźnik Omega ujęte są oczekiwane zyski, tj. różnice dodatnie, 
z kolei mianownik obejmuje wszystkie oczekiwane straty, czyli różnice ujemne, lecz 
przedstawione jako wartości bezwzględne. W ilorazie nie są więc uwzględnione ze-
rowe różnice, tj. sytuacje, w których dany oczekiwany wynik jest równy punktowi 
referencyjnemu. Zaletą wskaźnika Omega jest brak jakichkolwiek wymogów doty-
czących specyfiki rozkładu wypłat związanych z ocenianą decyzją (rozkład może 
być nawet skrajnie asymetryczny) i możliwość odzwierciedlenia pełnej informacji 
o badanym rozkładzie (Pichura, 2013). Punkt referencyjny jest ustalany umownie 
przez decydenta. Mogą nim być na przykład akceptowany poziom bogactwa, stopa 
zwrotu wolna od ryzyka czy też indeks giełdowy. Wartość punktu referencyjnego 
ma bardzo istotny wpływ na wybór ostatecznej decyzji (Vilkancas, 2014). Wzór 
umożliwiający wyznaczenie wskaźnika podano poniżej (wersja ciągła):
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gdzie:
[a, b] – przedział oczekiwanych wypłat,
F(x) – funkcja dystrybuanty rozkładu,
r – punkt referencyjny.
Wskaźnik Omega można jednak prezentować za pomocą różnych wzorów 

(Bargman, 2012; Kaplan i Knowles, 2004; Michalska, 2015), a wybór formuły 
odpowiedniej dla danej sytuacji zależy głównie od tego, czy mamy do czynienia 
z dyskretnym, czy z ciągłym rozkładem wypłat.

Projekt jest tym bardziej efektywny, im wyższa jest wartość wskaźnika Omega. 
Przyjmuje on wartość 1, gdy r stanowi średnią wypłatę.

W polskiej literaturze wskaźnik Omega jest uznawany za „miarę efektywności” 
(Domański, 2011; Karpio i Żebrowska-Suchodolska, 2015; Kopańska-Bródka, Du-
dzińska-Baryła i Michalska, 2016; Michalska i Dudzińska-Baryła, 2015; Michal-
ska, 2015, 2017; Pichura, 2013), z kolei w literaturze anglojęzycznej określany jest 
jako performance measure. Angielski termin performance może być tłumaczony 
na język polski na wiele sposobów (efektywność, rentowność, opłacalność, wydaj-
ność, wykonanie, realizacja itd.). W związku z tym trudno mieć pewność, że twór-
com wskaźnika Omega chodziło właśnie o efektywność, tym bardziej że pojęcie 
efektywności też ma wiele definicji (Grzesiak, 1997b; Ziębicki, 2013). W naukach 
ekonomicznych efektywność może być rozpatrywana jako efektywność ekonomicz-
na (według teorii ekonomii) lub jako efektywność organizacyjna (według teorii 
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zarządzania). Pamiętając, że wskaźnik Omega jest stosunkiem oczekiwanych zy-
sków do oczekiwanych strat, w niniejszej monografii mamy oczywiście na myśli 
efektywność ekonomiczną, która wiąże się z uzyskiwaniem jak najwyższego wy-
niku (efektu) przy jak najniższych nakładach.

Istotną cechą wskaźnika Omega jest to, że został on opracowany dla decyzji 
podejmowanych, według teorii ekonomii, w warunkach niepewności ze znanymi 
prawdopodobieństwami, czyli – stosując nazewnictwo zaczerpnięte z  teorii de-
cyzji – dla decyzji podejmowanych w warunkach ryzyka (DMR). Taka miara nie 
jest zatem bezpośrednio przedmiotem naszych zainteresowań, gdyż w monografii 
skupiamy się na problemach decyzyjnych, w których oszacowanie rozkładu praw-
dopodobieństwa jest bardzo trudne. W tym konkretnym podrozdziale rozważamy 
wypadek projektów innowacyjnych, charakteryzujących się dużym stopniem nie-
pewności ze względu na obecność wielu nowych czynników, dotychczas niezba-
danych.

Wspominamy jednak o wskaźniku Omega, ponieważ ta miara doczekała się 
licznych rozszerzeń i modyfikacji (Bargman, 2012; Gaspars-Wieloch, 2015c; Ga-
spars-Wieloch i Michalska, 2016, P.D. Kaplan i Knowles, 2004; Kapsos, Zymler, 
Christofides i Rustem, 2014; Kazemi, Schneeweis i Gupta 2004; Michalska, 2015). 
Niektóre z nich (Kapsos i in., 2014; Michalska, 2015) przeznaczone są do oceny 
projektów w  warunkach niepełnej informacji (DMPI, podrozdział 1.2.1), czyli 
w sytuacji, gdy wiedza o prawdopodobieństwie nie jest całkowita.

Jedną z modyfikacji wskaźnika Omega jest też Omega(H+B), czyli propozycja 
przygotowana przez autorkę niniejszej pracy. Pełny opis tej procedury Czytelnik 
znajdzie we wcześniejszych pracach autorki (Gaspars-Wieloch, 2015c; Gaspars-
-Wieloch i Michalska, 2016). Inspiracją do jej opracowania był między innymi ar-
tykuł Michalskiej (2015), w którym przedstawiono wskaźnik maxΩmin dla DMPI.

Wskaźnik Omega(H+B) opiera się na trzech kryteriach: (1) ilorazie (tj. stosunku 
zysków do strat); (2) różnicy między zyskami i stratami oraz (3) maksymalizacji 
zysków bądź minimalizacji strat. Uwzględnia on nastawienie decydenta do ryzy-
ka (jego przypuszczenia) za pomocą współczynnika pesymizmu i optymizmu oraz 
wykorzystuje ideę reguły H+B (podrozdział 2.3.1). Oznacza to, że zyski i straty, 
wyznaczone na podstawie punktu referencyjnego i ujęte odpowiednio w liczniku 
i mianowniku, są przemnożone przez wagi, których wartości dla poszczególnych 
względnych wypłat zależą od preferencji decydenta. Dla pesymistów współczyn-
nik pesymizmu przyporządkowany jest najwyższej stracie, a współczynnik opty-
mizmu – wszystkim pozostałym względnym wypłatom. Z kolei dla optymistów 
współczynnik optymizmu stanowi wagę dla najwyższego zysku, a współczynnik 
ostrożności wymnażany jest przez resztę wyników. Taki sposób ustalania wag dla 
kolejnych wypłat związanych z daną decyzją został szczegółowo opisany i wyja-
śniony w podrozdziale 2.3.1.
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Zauważmy, że czasami oryginalny wskaźnik Omega opracowany dla sytuacji, 
w których znany jest rozkład prawdopodobieństwa, nie nadaje się do porównywa-
nia strategii inwestycyjnych. Dotyczy to przypadków, w których dla co najmniej 
jednego wariantu decyzyjnego licznik bądź mianownik ilorazu umożliwiającego 
wyznaczenie wskaźnika jest równy zero. Może się to zdarzyć, gdy dla danej decy-
zji nie ma ani jednej wypłaty przekraczającej punkt referencyjny lub brakuje wy-
płat niższych niż ten punkt. W związku z powyższym mankamentem pierwotnej 
wersji wskaźnika procedury opierające się na tej mierze, dla decyzji podejmowa-
nych w warunkach niepełnej informacji bądź niepewności z nieznanymi prawdo-
podobieństwami, zostały tak opracowane, by i w wypadku zerowego licznika lub 
mianownika dla choć jednej opcji można było ostatecznie zarekomendować jakąś 
konkretną strategię (Gaspars-Wieloch i Michalska, 2016). Wskaźników maxΩmin 
i Omega(H+B) używa się więc w następujący sposób. Najpierw należy podzielić 
zbiór wszystkich rozpatrywanych strategii na trzy grupy: (A) decyzje z zyskami 
i stratami (występują niezerowe elementy zarówno w liczniku, jak i w mianowniku), 
(B) decyzje bez strat (mianownik jest zerowy), (C) decyzje bez zysków (licznik jest 
zerowy). Następnie powyższe miary są stosowane tylko dla wariantów reprezen-
tujących grupę (A). Pozostałe opcje oceniane są tylko z punktu widzenia licznika 
(B) lub mianownika (C) wspomnianych ilorazów. Na kolejnym etapie wyłaniana 
jest najlepsza decyzja odrębnie w każdej grupie: (A) o najwyższym ilorazie, (B) 
o najwyższym liczniku, (C) o najniższym mianowniku, a na ostatnim – spośród 
zwycięzców w każdej kategorii wybierana jest ta decyzja, dla której różnica po-
między licznikiem a mianownikiem jest największa. Jeżeli się okaże, że istnieją 
co najmniej dwie opcje spełniające ten warunek, zalecane jest dokładne zbadanie 
wyłonionych wariantów pod względem zysków i strat oraz rozstępu wypłat w celu 
podjęcia ostatecznej decyzji, przy czym pesymistom zaleca się wybór strategii o naj-
mniejszym mianowniku, a optymistom – wybór strategii o największym liczniku.

Wyboru projektu innowacyjnego w warunkach niepewności na podstawie wskaź-
nika Omega(H+B) można więc dokonać, realizując następujące kroki.

Algorytm dla reguły opartej na wskaźniku Omega(H+B)

Krok 1. Ustalamy współczynnik pesymizmu α.
Krok 2. Wyznaczamy punkt referencyjny r.
Krok 3. Przekształcamy pierwotne wypłaty do postaci względnych wypłat zgod-
nie ze wzorem:

	 a ri, j = ai, j – r,    i = 1, …, m; j = 1, …, n, � (4.1)

gdzie a ri, j to względna wypłata związana z decyzją Aj i scenariuszem Si.
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Krok 4. Dla każdej decyzji generujemy nierosnący ciąg zysków Sq(G)j =  
= (g1, j, …, gu, j, …, gx, j) , gdzie gu, j ≥ gu + 1, j (u = 1, …, x – 1), i niemalejący ciąg 
strat Sq(L)j = (l1, j, …, lw, j, …, lz, j), gdzie lw, j ≤ lw + 1, j (w = 1, …, z – 1):

	 , , ,0 ( )r r
i j i j u j ja a g Sq G> ⇒ = ∈ ,    j = 1, …, n; i = 1, …, m,� (4.2)

	 , , ,0 ( )r r
i j i j w j ja a l Sq L< ⇒ = ∈ ,    j = 1, …, n; i = 1, …, m,� (4.3)

gdzie 0 ≤ x + z ≤ m (x – liczba zysków, z – liczba strat).
Krok 5. Dla każdej opcji obliczamy licznik Nj (numerator) i mianownik Dnj (de-
nominator). Sposób ustalania indeksów dla współczynników pesymizmu i opty-
mizmu wyjaśniono w podrozdziale 2.3.1.
a) 	 Jeżeli 1 < x < m, 1 ≤ z ≤ m i α ∈ [0, 0,5[:

	 = ⋅ + ⋅ = ⋅1, , ,
2 1

x z

j o j o u j j o w j
u w= =
∑ ∑,N β g α g Dn α l ,    j = 1, …, n.� (4.4)

b)	 Jeżeli x = 1, 1 ≤ z ≤ m i α ∈ [0, 0,5[:

	 1, ,
1

,
z

j o j j o w j
w

N
=

= ⋅ = ⋅∑β g Dn α l ,    j = 1, …, n.� (4.5)

c)	 Jeżeli x = 0, 1 ≤ z ≤ m i α ∈ [0, 0,5[:

	 1, ,
2

z

j j o j o w j
w =

= = ⋅ + ⋅ ∑0,N Dn β l α l ,    j = 1, …, n.� (4.6)

d)	 Jeżeli 1 ≤ x ≤ m, z = 0 i α ∈ [0, 0,5[:

	 1, ,
2

, 0
x

j o j o u j j
u

N
=

= ⋅ + ⋅ =∑β g α g Dn ,    j = 1, …, n.� (4.7)

e)	 Jeżeli 1 ≤ x < m, 1 < z < m i α ∈ ]0,5, 1]:

	 = ⋅ = ⋅ + ⋅, , ,j p u j j p w j p z jβ g Dn β l α l
1

1 1
,

x z

u w
N

−

= =
∑ ∑ ,    j = 1, …, n. � (4.8)
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f)	 Jeżeli 1 ≤ x < m, z = 1 i α ∈ ]0,5, 1]:

	 , 1,j p u j j p jβ g Dn α l= ⋅ = ⋅
1

,
x

u
N

=
∑ ,    j = 1, …, n.� (4.9)

g)	 Jeżeli x = 0, 1 ≤ z ≤ m i α ∈ ]0,5, 1]:

	 = = ⋅ + ⋅
1

, ,
1

0,
z

j j p w j p z j
w

N Dn
−

=
∑β l α l ,    j = 1, …, n.� (4.10)

h)	 Jeżeli 1 ≤ x ≤ m, z = 0 i α ∈ ]0,5, 1]:

	 0j p u j p x j j= ⋅ + ⋅ =
1

, ,
1

,
x

u
N β g α g Dn

−

=
∑ ,    j = 1, …, n.� (4.11)

i)	� Jeżeli α = 0,5, stosujemy dowolną parę wzorów spośród formuł (4.4)-(4.11), 
odpowiednią dla x i z.

Krok 6. Dzielimy decyzje na trzy grupy: A, B i C.

	 (Nj > 0) ∧ (Dnj > 0) ⇒ Aj ∈ A, � (4.12)

	 (Nj > 0) ∧ (Dnj = 0) ⇒ Aj ∈ B, � (4.13)

	 (Nj > 0) ∧ (Dnj > 0) ⇒ Aj ∈ C. � (4.14)

Krok 7. W każdej grupie znajdujemy najlepszy wariant:

	 *Ω( ) max
j

jA
j A  A j

N
hb

Dn∈

  =  
  

,� (4.15)

	 *Ω( ) max{ }
j

B
j jA  B

hb N
∈

= ,� (4.16)

	 *Ω( ) min { }
j

C
j jA  C

hb Dn
∈

= .� (4.17)

i wyznaczamy zbiór DI, tj. zbiór „zwycięzców” z każdej grupy. Jeżeli DI jest jed-
noelementowy, kończymy – element tego zbioru jest optymalną decyzją. W prze-
ciwnym razie przechodzimy do kroku 8.
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Krok 8. Wyznaczamy zbiór DII, tj. zbiór opcji spełniających poniższy warunek:

	 { }** arg max
j  I

j j jA  D
A N Dn

∈
= − . � (4.18)

Jeżeli zbiór ten nie jest jednoelementowy, przechodzimy do kroku 9. W prze-
ciwnym razie kończymy obliczenia – element zbioru DII jest ostateczną decyzją.
Krok 9. Analizujemy elementy zbioru DII w celu wyboru właściwego wariantu. 
W razie wątpliwości zaleca się wykonać krok 9a lub 9b, by wyznaczyć zbiór DIII.

a. Jeżeli α ∈ [0,5, 1], znajdujemy wariant spełniający warunek:

	 *** arg min { }
j  II

j jA  D
A Dn

∈
= . � (4.19)

b. Jeżeli α ∈ [0, 0,5[, znajdujemy wariant spełniający warunek:

	
II

*** arg max { }
j

j jA  D
A N

∈
= . � (4.20)

Gdy wybór nadal nie jest jednoznaczny, wybieramy ostateczną decyzję według 
własnego uznania spośród opcji należących do zbioru DIII.

Przejdźmy teraz do oceny efektywności projektów innowacyjnych opisanych 
w przykładzie 31, korzystając ze wskaźnika Omega(H+B). Innowacyjność anali-
zowanych projektów wynika z tego, że polegają one na wprowadzeniu produktów 
zaspokajających potrzeby konsumentów w zupełnie nowy sposób. Przykład za-
czerpnięto z artykułu Gaspars-Wieloch i Michalskiej (2016), ale zmieniono w nim 
jeden parametr (tj. jedną z wypłat dla projektu A3). Inwestor rozważa możliwość 
realizacji jednego z czterech innowacyjnych projektów (A1, A2, A3 lub A4), przy 
czym przyszłość tychże projektów nie jest dokładnie znana. Wiadomo jednak, że 
eksperci opracowali pięć różnych scenariuszy. Wypłaty zaprezentowano w tabe-
li 4.1. Eksperci, ze względu na duży stopień nowości projektów, nie są w stanie 
określić rozkładu prawdopodobieństwa poszczególnych stanów.

Inwestor ocenia swoje nastawienie do ryzyka jako umiarkowanie pesymistyczne 
(α = 0,7), ponieważ w razie niepowodzenia to on będzie obarczony odpowiedzial-
nością finansową. Za punkt referencyjny przyjmuje poziom 10 milionów złotych 
(r = 10), co pozwala nam obliczyć względne wypłaty (tabela 4.2).

W tabeli 4.3 podano wartości liczników i mianowników (czyli sumy zważo-
nych zysków i sumy zważonych strat) oraz wskazano na ich podstawie, do której 
grupy należy dany projekt. W wypadku projektów A1 i A2 skorzystano ze wzorów 
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(4.8), a dla projektów A3 i A4 zastosowano formuły (4.11). Następnie obliczono 
ilorazy dla przedsięwzięć z grupy A i wskazano wartości liczników dla projek-
tów z grupy B.

Tabela 4.1. Przykład 31 – macierz wypłat (w milionach złotych)

Stan 
Projekt

A1 A2 A3 A4

S1 52 60 15 18

S2 40 30 14 13

S3 10 9 11 11

S4 –2 8 10 10

S5 –10 –20 10 10

Ź r ó d ł o: Przykład zaczerpnięty z artykułu Gaspars-Wieloch i Michalskiej (2016).

Tabela 4.2. Przykład 31 – macierz względnych wypłat (w milionach złotych)

Stan 
Projekt

A1 A2 A3 A4

S1 42 50 5 8

S2 30 20 4 3

S3 0 –1 1 1

S4 –12 –2 0 0

S5 –20 –30 0 0

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.1.

Tabela 4.3. Przykład 31 – obliczenia – wskaźnik Omega(H+B)

Parametr
Projekt

A1 A2 A3 A4

Nj 21,6 21,0 3,4 4,0

Dnj 17,6 21,9 0,0 0,0

Grupa A A B B

Ω(hb)A
j = Nj/Dnj 1,227 0,959 – –

Ω(hb)B
j = Nj – – 3,4 4,0

Nj – Dnj 4,0 – – 4,0

Dnj → min 17,6 – – 0

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.1.
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„Zwycięzcami” w poszczególnych kategoriach są odpowiednio projekty A1 i A4, 
które tworzą zbiór DI. Nie jest on jednoelementowy, zatem konieczne jest wyge-
nerowanie zbioru DII poprzez uprzednie obliczenie różnic między odpowiednimi 
licznikami i mianownikami. Dla obu projektów są one jednak identyczne i wynoszą 
4 miliony złotych. Zbiór DII również nie jest więc jednoelementowy. Z racji umiar-
kowanego pesymizmu decydenta korzystamy ze wzoru (4.19) w celu wyznaczenia 
zbioru DIII. Tym razem nie mamy już wątpliwości – projekt A1 jest znacznie bar-
dziej ryzykowny niż A4, a więc to ten ostatni, jako jedyny, tworzy zbiór DIII. We-
dług reguły opartej na wskaźniku Omega(H+B) decydent powinien wybrać projekt 
A4. To przedsięwzięcie charakteryzuje się niższymi zyskami aniżeli projekt A1, ale 
za to nie ma ani jednej wypłaty poniżej punktu referencyjnego.

Kierowanie się formułami (4.19) lub (4.20) nie jest oczywiście jedynym sposo-
bem wyznaczenia ostatecznej decyzji w wypadku istnienia więcej niż jednego pro-
jektu spełniającego wcześniejsze warunki. Alternatywą może być odwołanie się do 
odchylenia standardowego, o którym była mowa w podrozdziale 2.6.

Dużym atutem reguły Omega(H+B) jest to, że liczba analizowanych scenariuszy 
dla poszczególnych projektów może być różna! Jest to bardzo korzystne, zwłasz-
cza w sytuacji, gdy rozpatrywane są przedsięwzięcia reprezentujące zupełnie od-
mienne branże bądź mające być wdrożone w całkowicie różnych okolicznościach 
lub otoczeniu (np. w innych krajach).

4.3. Ocena rentowności projektów innowacyjnych na podstawie 
wskaźnika NPV(H+B)

Pozostańmy przy tematyce oceny projektów innowacyjnych. Tym razem jednak 
będzie nas interesować analiza ich rentowności, którą można mierzyć między in-
nymi za pomocą wartości bieżącej netto, czyli NPV (net present value) lub NPW 
(net present worth) (Berk, DeMarzo i Stangeland, 2015; Fisher, 1907; Lin i Na-
galingam, 2000)58. Wskaźnik ten jest wyznaczany na podstawie przewidywanych 
oraz zdyskontowanych dodatnich i ujemnych przepływów pieniężnych, związanych 
z całym cyklem życia projektu. Dyskontowanie przyszłych przepływów wynika 
z tego, że bieżący przepływ pieniężny ma większą wartość aniżeli przepływ tej sa-
mej wielkości w przyszłości, ponieważ ten pierwszy można od razu przeznaczyć 
na inwestycję, co przyniesie tym samym kolejne zyski (Berk i in., 2015). Zaleca 
się akceptację projektów o dodatniej, możliwie najwyższej wartości NPV. Projek-

58	 Oprócz NPV znane są na przykład następujące metody oceny opłacalności inwestycji: IRR 
(internal rate of return), APV (adjusted present value), NPVR (net present value ratio), PI (profita-
bility index), DPP (discounted payback period).
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ty charakteryzujące się ujemną wartością bieżąco netto należy odrzucić. Jeden ze 
wzorów umożliwiających wyznaczenie NPV ma następującą postać:

	
0 (1 )

T
t

d t
t

NCF
NPV

r=
=

+∑ ,� (4.21)

gdzie:
T – liczba okresów,
NCFt – przepływ pieniężny w momencie t (net cash flow),
r d – stopa dyskontowa, czyli stopa zwrotu z kapitału zainwestowanego w inny 
projekt o podobnym ryzyku.
Powyższa formuła dotyczy dyskretnej wersji wartości bieżącej netto. Wersję 

ciągłą dla tego wskaźnika można znaleźć w artykułach Busera (1986) i Grubbströma 
(1967). Wartość NPV w oryginalnej postaci jest obliczana przy stopie dyskontowej 
stałej dla wszystkich okresów. Takie podejście jest uzasadnione w wypadku projek-
tów o krótkim cyklu. Dla projektów długoterminowych zaleca się użycie różnych 
stóp dyskontowych (Fabozzi i Fong, 1994).

W tradycyjnym ujęciu zakłada się, że przepływy pieniężne pochodzące z kolej-
nych okresów są określone w sposób deterministyczny. Badacze jednak wyraźnie 
wskazują na potrzebę rozwijania wskaźników, które mogą znaleźć zastosowanie 
w inwestycjach z niepewnymi zyskami, gdyż dotyczą nie do końca znanej przy-
szłości (Cox, Ross i Rubinstein, 1979). Konieczność opracowania takich miar jest 
uzasadniona, zwłaszcza dla projektów innowacyjnych. Proponowane w literaturze 
metody, uwzględniające czynnik niepewności, polegają na przykład na: (1) pod-
wyższeniu stopy dyskontowej, (2) dyskontowaniu przepływów jednocześnie za 
pomocą stopy wolnej od ryzyka i premii za ryzyko, (3) zastosowaniu analizy wraż-
liwości, (4) porównaniu optymistycznych i pesymistycznych przepływów pienięż-
nych, (5) ustaleniu oczekiwanych przepływów pieniężnych na podstawie znanego 
rozkładu prawdopodobieństwa (risk-adjusted NPV), (6) wykorzystaniu odchylenia 
standardowego i współczynnika korelacji (w wypadku braku informacji o rozkła-
dzie prawdopodobieństwa), (7) skorzystaniu z liczb rozmytych i arytmetyki prze-
działowej (Chiu i Park, 1994; Filho, Vellasco i Tanscheit, 2012; Gutiérrez, 1989; 
Sari i Kuchta, 2012). Pierwsze dwa sposoby są krytykowane za to, że marginali-
zują wpływ ujemnych przepływów pieniężnych na wartość bieżącą netto. Trzecie 
podejście pozwala sprawdzić, jak zmienia się NPV pod wpływem zmiany poszcze-
gólnych przepływów pieniężnych. Daje też możliwość ustalenia przedziału dla 
wybranego przepływu, w ramach którego NPV danego przedsięwzięcia pozostaje 
dodatnia lub większa od wartości bieżącej netto dla innego projektu. Koncepcje 
(4)-(6) opierają się na założeniu, że przy wyznaczeniu NPV decydent może sko-
rzystać z planowania scenariuszowego. Powyższy przegląd możliwych procedur 
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nie jest wyczerpujący – pokazuje on jedynie, jak różnorodne mogą być metody 
uwzględnienia niepewnych przepływów przy ustalaniu NPV.

W niniejszej monografii starano się porównać innowacyjne projekty na pod-
stawie wskaźnika NPV(H+B). Pozwala on zastosować planowanie scenariuszowe 
oraz daje możliwość uwzględnienia preferencji decydenta i porównywania przed-
sięwzięć, dla których decydent nie jest w stanie określić rozkładów prawdopodo-
bieństwa wystąpienia poszczególnych stanów. Z powyższego skrótu wynika, że 
odwołamy się również i tym razem do hybrydy reguł Hurwicza i Bayesa opisanej 
w podrozdziale 2.3.1.

Tabela 4.4. Scenariuszowa macierz przepływów pieniężnych

Okres
Projekt

A1 Aj An

0 NCF0, 1 NCF0, j NCF0, n

1 NCF1
1, 1 NCF1

1, j NCF1
1, n

NCF1, 1
k (1, 1) NCF1, j

k (1, j) NCF1, n
k (1, n)

NCF1, 1
m(1, 1) NCF1, j

m(1, j) NCF1, n
m(1, n)

t NCF1
t, 1 NCF1

t, j NCF1
t, n

NCFt, 1
k (t, 1) NCFt, j

k (t, j) NCFt, n
k (t, n)

NCFt, 1
m(t, 1) NCFt, j

m(t, j) NCFt, n
m(t, n)

T NCF1
T, 1 NCF1

T, j NCF1
T, n

NCFT, 1
k (T, 1) NCFT, j

k (T, j) NCFT, n
k (T, n)

NCFT, 1
m(T, 1) NCFT, j

m(T, j) NCFT, n
m(T, n)

Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2017g.

Zanim podane zostaną główne kroki procedury, zaprezentujemy tylko macierz 
przepływów pieniężnych dla n projektów, T okresów oraz m(t, j) scenariuszy dla 
okresu t i projektu Aj (tabela 4.4). Zauważmy, że liczba scenariuszy może być nie 
tylko różna dla kolejnych okresów, ale może być także zróżnicowana w zależności 
od rozpatrywanego projektu. Jest to istotna zaleta w stosunku do podejść (4)-(6) 
opisanych powyżej. Zapis NCFt, j

k(t, j) oznacza przepływ pieniężny netto związany 
z projektem Aj w okresie t, o ile zajdzie scenariusz St, j

k(t, j). Warto zwrócić też uwa-
gę na sposób, w  jaki przedstawiono przepływy pieniężne dla okresu zerowego. 
Tutaj przyjmujemy, że mamy do czynienia z deterministycznymi parametrami, 
gdyż przepływy te dotyczą teraźniejszości. Planowanie scenariuszowe jest zatem 
w tym wypadku zbędne.
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Wyboru innowacyjnego projektu w warunkach niepewności na podstawie wskaź-
nika NPV(H+B) można dokonać, realizując poniższe kroki59:
Krok 1. Określamy współczynnik pesymizmu α.
Krok 2. Dla każdego projektu i każdego okresu wyznaczamy nierosnący ciąg prze-
pływów pieniężnych Sqt, j = (a1

t, j, …, a st, j, …, at, j
m(t, j)), gdzie a st, j ≥ at, j

s+1 (s = 1, 
…, m(t, j) – 1). Symbol m(t, j) oznacza liczbę wyrazów ciągu, a s to numer wyra-
zu tego ciągu.
Krok 3. Dla każdego projektu i okresu obliczamy oddzielnie wskaźnik hbt, j (hbt, j

p  , 
hbt, j

o   lub hbt, j
0,5) w zależności od parametru α60
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Jeżeli w danym okresie nie występuje żaden przepływ, hbt, j = 0. Dla okresu zero-
wego hb0, j = NCF0, j.
Krok 4. Dla każdego przedsięwzięcia ustalamy wartość wskaźnika NPV(H+B) na 
podstawie wzoru:

	 ,

0
( )

(1 )

T
t j

j d t
t

hb
NPV hb

r=
=

+∑ ,    j = 1, …, n,� (4.25)

gdzie r d to stopa dyskontowa ustalona przez decydenta.

59	 Szczegółowy opis tej autorskiej procedury pojawił się po raz pierwszy w pracy Gaspars-Wie-
loch (2017g).

60	 Szczegółowe wyjaśnienia dotyczące wag stojących przy kolejnych wypłatach (tutaj: przepły-
wach) znajdują się w podrozdziale 2.3.1.
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Krok 5. Znajdujemy projekt A*j  według wzoru:

	  ( )arg max ( )j j
j

A NPV hb=* .� (4.26)

Jeżeli tylko jedno przedsięwzięcie spełnia ten warunek, a wartość jego wskaź-
nika jest dodatnia, wybieramy ten projekt. W przeciwnym razie przechodzimy do 
kroku 6a lub 6b.
Krok 6
a)	� Jeżeli projekt (projekty) wyłoniony(e) w kroku 5 charakteryzuje(ą) się ujem-

nym wskaźnikiem, obniżamy nieznacznie poziom stopy dyskontowej i wraca-
my do kroku 5. Jeżeli sytuacja będzie się powtarzać, można przypuszczać, że 
żaden analizowany projekt nie jest odpowiedni.

b)	� Jeżeli w kroku 5 wyłoniono więcej niż jeden projekt o dodatniej wartości wskaź-
nika, obliczamy średnie odchylenie standardowe (mean standard deviation, 
MSD) dla przedsięwzięć A*j , korzystając z formuły:

	 ( )
( , ) 2

, ,
1 1

( , )

m t jT
s

j i j t jMSD a a
T m t j

 
 = −
 
 

∑ ∑
1 1t s= =

.� (4.27)

Pesymistom zaleca się wybór projektu o najniższym średnim odchyleniu standar-
dowym, z kolei umiarkowani decydenci i optymiści mogą się zdecydować na przed-
sięwzięcie charakteryzujące się bardziej rozproszonymi przepływami pieniężnymi.

Dodajmy, że jeżeli w kroku 5 okaże się, że oprócz przedsięwzięcia(ć) o najwyż-
szym dodatnim wskaźniku istnieją inne projekty, których wartość wskaźnika jest 
bliska wielkości maksymalnej, to i w tej sytuacji warto wesprzeć się narzędziem 
pomocniczym w postaci średniego odchylenia standardowego.

Powyższa procedura może znaleźć zastosowanie w wypadku projektów krótko-
terminowych ze względu na stałą stopę dyskontową. Nic nie stoi jednak na przeszko-
dzie, by dla kolejnych okresów zróżnicować stopy dyskontowe w przedstawionych 
wzorach. Dzięki temu będzie można wykorzystać to podejście do oceny rentowno-
ści długoterminowych przedsięwzięć innowacyjnych. Reguła decyzyjna omówiona 
w niniejszym podrozdziale dotyczy przepływów dyskretnych.

W przykładzie 32 przeanalizujemy trzy innowacyjne projekty marketingowe 
rozpatrywane przez dyrektora ds. marketingu w pewnym przedsiębiorstwie. Każ-
dy projekt przewiduje zastosowanie różnych technik marketingowych, które nie 
były dotychczas stosowane w tejże firmie. Szczegółowe informacje na ich temat 
zamieszczono w tabeli 4.5. Przyjmujemy, że okresem jest półrocze i przepływy po-
jawiają się pod koniec kolejnych okresów. Przedsięwzięcia istotnie różnią się pod 
względem liczby scenariuszy dla poszczególnych półroczy oraz poziomu i rozstępu 
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przepływów pieniężnych w ramach danego stanu. Projekty charakteryzują się du-
żym stopniem nowości, dlatego ekspert szacujący owe przepływy nie jest w stanie 
określić prawdopodobieństw wystąpienia scenariuszy.

Załóżmy, że decydent oceniający rentowność projektów jest umiarkowa-
nym pesymistą (α = 0,7). Tabela 4.6 zawiera obliczone wartości wskaźników  
hbt, j

p  uwzględniające preferencje podmiotu decyzyjnego dla wszystkich przedsię-
wzięć i każdego okresu.

Tabela 4.5. Przykład 32 – scenariuszowa macierz przepływów pieniężnych 
(w tysiącach dolarów)

Okres
Projekt

A1 A2 A3

0 –50 –90 –120

1 –30 0 –50

–20 –60

–40 –80

0

2 100 200 0

130 170

150 160

140 80

3 200 0 300

50 50 250

0 70 500

150

Ź r ó d ł o: Przykład zaczerpnięty z artykułu Gaspars-Wieloch (2017g).

Tabela 4.6. Przykład 32 – wskaźniki hb pi, j (w tysiącach dolarów)

Okres
Projekt

A1 A2 A3

0 –50,000 –90,000 –120,000

1 –26,875 0,000 –68,462

2 122,500 134,375 0,000

3 57,692 50,625 334,615

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.5.
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Ustalmy ponadto, że decydent zamierza porównać projekty na podstawie stopy 
dyskontowej równej 9%. Teraz możemy przystąpić do ustalenia wielkości wskaź-
ników NPV(H+B). W tabelach zebrano wartości tej miary dla różnych poziomów 
stopy dyskontowej (tabela 4.7) oraz różnych poziomów współczynnika ostrożności 
(tabela 4.8), przy czym wyniki dla wariantów przy podanych wyżej parametrach 
(α = 0,7; rd = 9%) zostały przedstawione pismem pogrubionym. Na pierwszy rzut 
oka z zaprezentowanych rezultatów wynika, że decydent powinien wybrać projekt 
A3 i, że krok 6 procedury jest w analizowanym przykładzie zbędny.

Tabela 4.7. Przykład 32 – wskaźniki NPV(hb)j dla różnych stóp dyskontowych 
(α = 0,7) (w tysiącach dolarów)

Stopa dyskontowa
Projekt

A1 A2 A3

0,15 57,19 44,89 40,48

0,14 59,63 47,57 45,80

0,13 62,14 50,32 51,32

0,12 64,72 53,16 57,05

0,11 67,40 56,08 62,99

0,10 70,15 59,09 69,16

0,09 73,00 62,19 75,58

0,08 75,94 65,39 82,24

0,07 78,97 68,69 89,16

0,06 82,11 72,10 96,36

0,05 85,35 75,61 103,85

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.5.

Tabela 4.7 pozwala nam jednak skonstatować, że już przy stopie dyskontowej 
równej 10% ranking projektów ulega zmianie. Tym razem to projekt A1 zajmuje 
pierwsze miejsce w rankingu – projekt A3 jest tuż za nim. Z kolei tabela 4.8 po-
kazuje, że drobne zmiany stopnia nastawienia decydenta do ryzyka nie wpłyną na 
kolejność przedsięwzięć. Niemniej, gdy współczynnik ostrożności spadnie do po-
ziomu 66%, wskaźniki będą przyjmowały niemalże identyczne wartości dla pro-
jektów A1 i A3. Powyższa analiza skłania nas w takim razie do zweryfikowania 
zadeklarowanej stopy dyskontowej, a także do ewentualnego skorzystania z do-
datkowej miary, którą jest średnie odchylenie standardowe.

Jak widać, w przedstawionej procedurze można się doszukać niektórych cech 
innych technik wymienionych w tym podrozdziale. Omawiane podejście warto na 
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przykład wzbogacić o analizę wrażliwości (patrz metoda 3) – wygenerowane ran-
kingi projektów dla różnych poziomów stopy dyskontowej i współczynnika pesy-
mizmu mogą bowiem dostarczyć wielu cennych informacji. Krok 6b jest z kolei 
podobny do metody 6, lecz w regule opartej na wskaźniku NPV(H+B) odchylenie 
standardowe jest wyznaczane tylko dla najlepszych projektów, podczas gdy we 
wspomnianej metodzie miara ta jest wykorzystywana dla wszystkich przedsięwzięć. 
Reguła NPV(H+B) ma też wiele wspólnego z dwumianowym drzewem wielookre-
sowym (Cox i in., 1979; Targiel, Nowak i Trzaskalik, 2018), choć w tym drugim 
wypadku konieczna jest znajomość rozkładu prawdopodobieństwa.

Dodajmy na koniec, że w omówionej metodzie poziom współczynnika ostroż-
ności nie musi być stały dla wszystkich okresów, co ma istotne znaczenie przede 
wszystkim w wypadku długoterminowych przedsięwzięć. Ponadto istnieje moż-
liwość zmodyfikowania pierwotnej wersji procedury NPB(H+B) w taki sposób, 
aby można było uwzględnić reinwestycję osiągniętych przepływów pieniężnych 
(Chandra, 2009).

Tabela 4.8. Przykład 32 – wskaźniki NPV(hb)j dla różnych współczynników 
pesymizmu (r d = 9%) (w tysiącach dolarów)

Współczynnik 
pesymizmu

Projekt

A1 A2 A3

0,60 89,34 77,91 84,46

0,65 81,54 70,51 80,18

0,66 79,89 68,93 79,29

0,67 78,21 67,30 78,38

0,68 76,51 65,64 77,46

0,69 74,77 63,94 76,53

0,70 73,00 62,19 75,58

0,71 71,19 60,40 74,61

0,72 69,35 58,57 73,63

0,73 67,48 56,68 72,64

0,74 65,57 54,75 71,63

0,75 63,62 52,76 70,60

0,80 53,25 41,99 65,21

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.5.
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4.4. Optymalizacja wielkości zamówienia produktów 
innowacyjnych

Problem optymalizacji wielkości zamówienia produktów zwany jest także zagad-
nieniem gazeciarza (newsvendor problem, newsboy problem, NP). W klasycznym 
ujęciu polega ono na wyznaczeniu wielkości zamówienia maksymalizującej ocze-
kiwany zysk (lub minimalizującej oczekiwaną stratę) przy założeniu, że popyt jest 
dany jako zmienna losowa o znanym rozkładzie prawdopodobieństwa i że dotyczy 
on jednego okresu, przy czym nie jest brane pod uwagę nastawienie decydenta do 
ryzyka (Khouja, 1999; Lee i Nahmias, 1993; Porteus, 1990; Ravindran i in., 1987; 
Sikora, 2008). Zagadnienie gazeciarza odgrywa istotną rolę w teorii zapasów. Do-
czekało się też wielu rozszerzeń i modyfikacji (Behret i Kahraman, 2010; Bieniek, 
2016; Choi, 2012; Dogru, de Kok i Houtum, 2013; Gallego i Moon, 1993; Goto, 
2013; Kocabıyıkoğlu i Popescu, 2011; Petruzzi, Wee i Dada, 2009; Qin, Wang, 
Vakharia, Chen i Seref, 2011). Ostatnio dużym zainteresowaniem cieszy się ono 
w kontekście podejmowania decyzji w warunkach niepełnej informacji o prawdopo-
dobieństwach (DMPI). W pracach Guo (2011; 2013) oraz Guo i Ma (2014) nieznane 
prawdopodobieństwo zastąpiono subiektywnie określanymi stopniami możliwości 
(possibility degree) i poziomami satysfakcji (satisfaction level). W literaturze moż-
na też znaleźć artykuły, w których wyraźnie podkreśla się, że NP nie powinno być 
w ogóle rozpatrywane jako problem ze znanym rozkładem prawdopodobieństwa, 
gdyż w rzeczywistych sytuacjach decyzyjnych te wielkości zazwyczaj nie są znane 
(Benzion i in., 2010), a jeżeli nawet są, to znajomość prawdopodobieństwa nieko-
niecznie prowadzi do zwiększenia osiąganych zysków (Besbes i Muharremoglu, 
2013). Co więcej, zagadnienie gazeciarza bywa coraz częściej zgłębiane pod kątem 
możliwości uwzględnienia w nim nastawienia decydenta to ryzyka (Agrawal i Se-
shadri, 2000; Kamburowski, 2014; Lee, Li i Yu, 2015; Wang i Webster, 2009; Wang, 
Webster i Suresh, 2009; Wang, Webster i Zhang, 2012; Wu, Zhu i Teunter, 2013).

W związku z powyższym zasadne wydaje się opracowanie procedury umożli-
wiającej ustalenie optymalnej wielkości zamówienia produktów przy nieznanych 
prawdopodobieństwach. Ma to zwłaszcza znaczenie w wypadku produktów inno-
wacyjnych, dla których nie dysponujemy danymi historycznymi, często wykorzy-
stywanymi do oszacowania rozkładu. Ową wielkość podaży warto wyznaczać na 
jeden okres, gdyż po upływie tego okresu okoliczności podejmowania decyzji (po-
trzeby konsumentów, jakość zamawianego towaru, koszty związane z zamówie-
niem, warunki atmosferyczne itd.) mogą się na tyle zmienić, że konieczna będzie 
weryfikacja i aktualizacja przynajmniej niektórych parametrów zadania optyma-
lizacyjnego. Z analizy przeprowadzonej w rozdziale 1 wynika także, że przy jed-
nokrotnej realizacji wybranego wariantu decyzyjnego zaleca się unikanie metod 
odwołujących się do prawdopodobieństwa. W formułowanej metodzie warto rów-
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nież wziąć pod uwagę preferencje decydenta, czyli jego stosunek do danej sytuacji 
decyzyjnej – można to uczynić, wykorzystując na przykład współczynnik ostroż-
ności zadeklarowany przez podmiot decyzyjny.

Zanim rozpatrzymy konkretną sytuację decyzyjną, wymienione zostaną podsta-
wowe charakterystyki zagadnienia gazeciarza. Są one zapewne znane większości 
osób zajmujących się badaniami operacyjnymi, modelowaniem i optymalizacją 
ekonomicznych problemów decyzyjnych. Niemniej poniższe zestawienie będzie 
pomocne na etapie planowania scenariuszowego i generowania macierzy wypłat 
w analizowanym dalej przykładzie.
1)	�Popyt D na dany produkt jest wyrażony w postaci zmiennej losowej o znanym 

rozkładzie prawdopodobieństwa, przy czym rozkład może być ciągły lub dys-
kretny (w monografii interesuje nas ten drugi przypadek).

2)	�Sprzedawca dokonujący zakupu danego produktu nie przechowuje towaru, 
który nie znalazł nabywcy, do następnego okresu (dnia, roku, sezonu), lecz go 
zwraca – nieodpłatnie bądź po obniżonej cenie – pod koniec bieżącego okresu 
(Burnetas, Gilbert i Smith, 2007). Taka sytuacja jest charakterystyczna dla pro-
duktów o krótkim cyklu życia, tj. dla żywności o krótkim terminie przydatno-
ści, dla prasy (dzienniki) (Grzesiak, 1997a, 1997c, 2008), dla odzieży i obuwia 
modnych w danym sezonie, dla niektórych leków i innych produktów szybko 
tracących wartość (Anholcer, 2017).

3)	�Pierwotnymi parametrami zadania są między innymi trzy rodzaje cen: c1 – cena 
zakupu (purchase cost); c2 – cena sprzedaży (selling price); c3 – cena zwrotu 
(discount price), na podstawie których można ustalić jednostkowy zysk z tytu-
łu sprzedaży produktu (b = c2 – c1) oraz jednostkową stratę wynikającą z braku 
zainteresowania tym produktem (s = c1 – c3). Relacja pomiędzy cenami powin-
na być następująca: c3 < c1 < c2.

4)	�Jedyną zmienną decyzyjną problemu jest wielkość zamówienia: q.
5)	� W wypadku dyskretnej wersji zagadnienia, o ile celem jest maksymalizacja ocze-

kiwanego dochodu, problem można rozwiązać za pomocą poniższych wzorów61:

b D s q D q D⋅ − − >
b q q D⋅ ≤, jeżeli ,

( , )
( ), jeżeli ,

g q D 
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
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61	 Popularny jest także tzw. wzór rekurencyjny lub wzór analityczny opisany przez Sikorę (2008).
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gdzie:
g(q, D) – zysk osiągnięty przez sprzedawcę przy wielkości zamówienia równej 
q i popycie równym D,
p(q) – oczekiwany dochód, gdy zamówionych zostanie q jednostek towaru,
Dmin i Dmax – minimalny i maksymalny popyt rozpatrywany w danym zadaniu 
(jest on odpowiednio równy minimalnej i maksymalnej analizowanej wielko-
ści zamówienia),
P(D) – prawdopodobieństwo tego, że popyt na dany produkt będzie równy D,
q* – optymalna wielkość zamówienia.
Z powyższych cech klasycznego zagadnienia gazeciarza wynika jeden niezwy-

kle istotny dla nas wniosek. Otóż rozpatrywane wielkości zamówienia możemy 
traktować jako kolejne potencjalne decyzje, natomiast analizowane wielkości po-
pytu mogą reprezentować poszczególne scenariusze, na które sprzedawca nie ma 
wpływu. Oznacza to, że oryginalną macierz zysków dla zagadnienia gazeciarza, 
zwykle generowaną ze znanym rozkładem prawdopodobieństwa (tabela 4.9), moż-
na z łatwością doprowadzić do postaci standardowej macierzy wypłat stosowanej 
w planowaniu scenariuszowym (tabela 4.10) (Gaspars-Wieloch, 2017f), której ele-
menty obliczamy ze wzoru:

	
b q j i
b D s q D j i
⋅ ≤
⋅ − − >,

, jeżeli ,
( ), jeżeli ,i ja 

= 


    i = 1, …, m; j = 1, …, n. �(4.31)

Tabela 4.9. Macierz zysków dla klasycznego zagadnienia gazeciarza – przypadek 
ogólny

D
q Dmin = qmin Dmin + 1 … Dmax – 1 Dmax = 

qmax
P(q)

qmin b · q b · q b · q b · q b · q P(qmin)

qmin + 1 b · D – s(q – D) b · q b · q b · q b · q P(qmin + 1)

… b · D – s(q – D) b · D – s(q – D) b · q b · q b · q …

qmax – 1 b · D – s(q – D) b · D – s(q – D) b · D – s(q – D) b · q b · q P(qmax – 1)

qmax b · D – s(q – D) b · D – s(q – D) b · D – s(q – D) b · D – s(q – D) b · q P(qmax)

Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2015b, 2017f.

Kolejny interesujący wniosek, jaki się w związku z tym nasuwa, jest taki, że 
skoro tym razem każdą wartość w macierzy wypłat można precyzyjnie obliczyć 
na podstawie dostępnego wzoru (wzór 4.28), to rola ekspertów angażowanych na 
etapie planowania scenariuszowego ogranicza się tutaj, w przeciwieństwie do in-
nych problemów optymalizacyjnych, do oszacowania trzech rodzajów cen i po-
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dania skrajnych wielkości popytu. Indywidualne wyznaczanie wypłat dla każdej 
kombinacji 〈scenariusz, decyzja〉 nie jest tu konieczne.

W pracach Gaspars-Wieloch (2015b, 2017f) zwrócono uwagę na to, że w wypad-
ku zagadnienia gazeciarza macierz wypłat charakteryzuje się bardzo zróżnicowa-
nymi rozstępami wypłat dla poszczególnych decyzji, przy czym wariant decyzyjny 
związany z najniższą wielkością zamówienia jest deterministyczny (wypłaty są 
takie same, niezależne od scenariusza). Ponadto rozkłady wypłat dla wariantów 
pośrednich są asymetryczne. Ta sytuacja występuje zawsze, niezależnie od rela-
cji pomiędzy jednostkowym zyskiem a jednostkową stratą. W tabeli 4.11 prezen-
tujemy trzy warianty przykładu 33 (a-c), dzięki którym można powyższe wnioski 
wyciągnąć. Przyjęto, że przewidywane dyskretne wielkości popytu, a  zarazem 
potencjalne wielkości zamówienia, należą do przedziału [1, 4], jednostkowe zaś 
zyski i straty wynoszą odpowiednio 5 i 1, 3 i 3 oraz 1 i 5. Wielkość zamówienia 
jest wyrażona w kontenerach, a zyski i straty w tysiącach dolarów. W kontenerach 
znajdują się kartony zawierające kolorowe plastikowe dziecięce butelki wielokrot-
nego użytku służące jednocześnie do picia wody i spryskiwania ciała dla ochło-
dy w czasie upałów. Butelki są ozdobione podobiznami piłkarzy biorących udział 
w mistrzostwach świata. Innowacyjność produktu polega na zainstalowaniu dwóch 
otworów w butelce (do picia i spryskiwania). Sezonowość produktu jest natomiast 
związana z porą roku (latem zapotrzebowanie na tego typu butelki jest z pewno-
ścią największe) oraz zmiennym zainteresowaniem dzieci sportem i sportowcami. 
Decydentem jest dyrektor sieci hipermarketów. Przykład 33a pokazuje sytuację, 
w której różnica pomiędzy kosztem zakupu a ceną zwrotu jest minimalna, nato-
miast różnica między ceną sprzedaży a kosztem zakupu jest znacznie większa. Jest 
to bardzo korzystne zestawienie dla sprzedawcy – dużo zarabia w wypadku sprze-
daży, mało traci w razie zwrotu towaru (lub posezonowej sprzedaży po obniżonej 

Tabela 4.10. Macierz wypłat dla zagadnienia gazeciarza w warunkach niepewności 
z nieznanymi prawdopodobieństwami – przypadek ogólny

Scenariusz
Decyzja

A1  
(q = qmin)

A2  
(q = qmin + 1) Aj

An – 1  
(q = qmax – 1)

An  
(q = qmax)

S1 (D = Dmin) a1, 1 a1, 2 A1, j a1, n – 1 A1, n

S2 (D = Dmin + 1) a2, 1 a2, 2 A2, j a2, n – 1 A2, n

Si ai, 1 ai, 2 ai, j ai, n – 1 ai, n

Sm – 1 (D = Dmax – 1) am – 1, 1 am – 1, 2 am – 1, j am – 1, n – 1 am – 1, n

Sm (D = Dmax) am, 1 am, 2 am, j am, n – 1 am, n

Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2015b, 2017f.
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cenie). Przykład 33b jest już mniej korzystny, gdyż sprzedawca zarobi względniej 
mniej, a straci relatywnie więcej. Sytuacja przedstawiona w przykładzie 33c pre-
zentuje najgorszą możliwą relację pomiędzy cenami. Tym razem ryzyko wystą-
pienia ujemnych wypłat jest bardzo duże. Sprzedaż przynosi małe zyski, a zwrot 
towaru (w naszym wypadku posezonowa sprzedaż po obniżonej cenie) wiąże się 
z istotnymi stratami. Z tabeli 4.11 wynika jednak, że niezależnie od relacji między 
cenami asymetryczność wypłat i zróżnicowanie ich rozstępów występuje zawsze.

Tabela 4.11. Przykład 33 – macierze wypłat (qmin = Dmin = 1; qmax = Dmax = 4)

Scena-
riusz

a) b = 5, s = 1 b) b = 3, s = 3 c) b = 1, s = 5

Decyzja Decyzja Decyzja

A1 A2 A3 A4 A1 A2 A3 A4 A1 A2 A3 A4

S1 5 4 3 2 3 0 –3 –6 1 –4 –9 –14

S2 5 10 9 8 3 6 3 0 1 2 –3 –8

S3 5 10 15 14 3 6 9 6 1 2 3 –2

S4 5 10 15 20 3 6 9 12 1 2 3 4

Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2015b, 2017f.

Jeżeli mamy dodatkowo uwzględnić naturę decydenta (współczynnik pesymi-
zmu), dla powyższych przykładów można teoretycznie zaproponować różne me-
tody ich rozwiązania. Wszystko bowiem zależy od celów i preferencji podmiotu 
decyzyjnego. Nie rekomendujemy jednak reguły Hurwicza, gdyż dostarcza ona 
nielogicznych odpowiedzi, zwłaszcza w wypadku asymetrycznych wypłat. Regu-
ły APO lub SAPO (podrozdziały 2.3.2-2.3.3) są już bardziej obiecujące, ponieważ 
dają możliwość uwzględniania częstotliwości występowania skrajnych wypłat, ale 
ze względu na mocne zróżnicowanie rozstępów wypłat w zagadnieniu gazeciarza 
zdecydowanie bezpieczniej byłoby dołączyć do tychże procedur drugie kryterium 
decyzyjne, np. odchylenie standardowe. Jeżeli decydent zamierza wziąć pod uwagę 
częstotliwość występowania zarówno skrajnych wypłat, jak i pośrednich, to może 
się odwołać do reguły H+B (podrozdział 3.2.1), posiłkując się oczywiście dodat-
kowo odchyleniem standardowym. Można również skorzystać z metody SF+AS(p) 
(podrozdział 2.4.1), o ile decydent jest gotowy na to, by pierwotny zestaw scena-
riuszy zawęzić do zbioru tych, które najbardziej odzwierciedlają jego nastawienie 
do ryzyka, a następnie by wybrać właściwą wielkość zamówienia tylko na podsta-
wie tego zredukowanego zbioru.

W niniejszej monografii wykorzystamy regułę SF+AS(p). Zasada ta, ze względu 
na zróżnicowane rozstępy wypłat, może się wydawać dość odważnym podejściem, 
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zwłaszcza w wypadku wysokich poziomów współczynnika optymizmu i nieko-
rzystnej relacji pomiędzy jednostkowym zyskiem a  jednostkową stratą (b < s). 
Pamiętajmy jednak, że wraz ze wzrostem współczynnika ostrożności, reguła SF+A-
S(p) oferuje coraz większe możliwości wyboru bezpiecznej strategii. Tę procedurę 
omówiono już szczegółowo w pracy, dlatego tutaj prezentujemy jedynie wyniki 
dla różnych wartości współczynnika optymizmu. Podajemy też zbiór (najczęściej 
jednoelementowy) scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia. 
Tabele 4.12 i 4.13 dotyczą tylko przykładu 33c. Rankingi dla przykładów 33a i 33b 
dla wybranych wartości współczynnika ostrożności odnajdziemy w pracy Gaspars-
-Wieloch (2017f).

Tabela 4.12. Przykład 33c – typowane scenariusze oraz wartości vj i p dla β ∈ [0, 1] 
– reguła SF+AS(p)

Współczynnik 
optymizmu Si

Decyzja
P M(β)

A1 A2 A3 A4

1,00 S4 1,00 2,00 3,00 4,00 0 4,0

0,90 S4 1,00 2,00 3,00 4,00 1 3,7

0,80 S3 1,00 2,00 3,00 –2,00 1 3,4

0,70 S2, S3 1,00 2,00 2,57 –2,43 2 3,1

0,60 S2, S3 1,00 2,00 –1,71 –6,71 2 2,8

0,50 S2 1,00 2,00 –3,00 –8,00 2 2,5

0,40 S1, S2 1,00 1,38 –3,62 –8,62 3 2,2

0,30 S1, S2 1,00 –0,69 –5,69 –10,69 3 1,9

0,20 S1, S2 1,00 –2,76 –7,76 –12,76 4 1,6

0,10 S1 1,00 –4,00 –9,00 –14,00 4 1,3

0,00 S1 1,00 –4,00 –9,00 –14,00 4 1,0

Analizując tabelę 4.12, zauważamy, że dla wielu wartości współczynnika opty-
mizmu sytuacja nie jest jednoznaczna. Nie istnieje bowiem w tych wypadkach de-
cyzja, która by jednocześnie charakteryzowała się odpowiednią liczbą wypłat nie 
mniejszych niż wskaźnik Walda i która by posiadała co najmniej jedną wypłatę nie 
mniejszą niż wskazana wartość progowa M(β). Dlatego w rozpatrywanym przykła-
dzie należy się odwołać do wzoru (2.82), zgodnie z którym decydent może wybrać 
wariant według tego kryterium, które ma dla niego większe znaczenie. Na przykład 
dla β = 0,6 reguła SF+AS(p) proponuje dwie opcje: A2 (zamówienie dwóch kon-
tenerów) lub A3 (zamówienie trzech kontenerów), przy czym pierwsza ma odpo-
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wiednią liczbę wypłat (4 > 2) nie mniejszych niż wskaźnik Walda (1), a druga ma 
co najmniej jedną wypłatę nie mniejszą niż wartość progowa (2.8).

4.5. Optymalizacja składu portfela papierów wartościowych

Omówione dotychczas zastosowania proponowanych reguł decyzyjnych polegają 
na wyłonieniu odpowiedniej strategii czystej. W niniejszej części pracy przedsta-
wiono przykład, w którym celem decydenta jest ustalenie właściwej strategii mie-
szanej. Do poszukiwania takiej strategii sprowadza się między innymi konstrukcja 
portfela papierów wartościowych. Tworząc portfel, inwestor stara się odpowiednio 
zdywersyfikować jego skład po to, by możliwe było osiągnięcie zysków (lub by nie 
przyniósł on zbyt dotkliwych strat) nawet wówczas, gdy w wielu branżach panuje 
bessa lub stagnacja. Owa dywersyfikacja jest możliwa właśnie dzięki wyznaczeniu 
strategii mieszanej, czyli wypukłej kombinacji strategii czystych. W pracach po-
święconych tej tematyce przyjmuje się, że optymalizując skład portfela papierów 
wartościowych, inwestor kieruje się oczekiwaną stopą zwrotu oraz wybraną mia-
rą ryzyka związanego z danym walorem, na przykład rozproszeniem stóp zwrotu, 
mierzonym za pomocą odchylenia standardowego, przy czym rozkład prawdo-
podobieństwa stóp zwrotu można oszacować na podstawie danych historycznych 
(Anholcer, Godlewski i Sikora, 2004; Gaspars, 2004, 2005; Gaspars i Sikora, 2004; 
Haugen, 2001; He i Zhou, 2011; Jurek, 2001; Kitowicz i Sikora, 2004; Kolm, Tu-
tuncu i Fabozzi, 2014; Konno i Yamazaki, 1991; Markowitz, 1952, 1959; Pirvu 
i Schulze, 2012). Tutaj natomiast założymy, że inwestor nie ma wystarczającej in-
formacji o prawdopodobieństwie lub nie zamierza z niej skorzystać. Z taką sytu-
acją możemy mieć do czynienia na przykład wtedy, gdy spodziewane są istotne 
zmiany na rynku papierów wartościowych, wywołane nowymi, słabo zbadanymi 

Tabela 4.13. Przykład 33c – macierz wypłat, suma przypadków dominacji 
i przedział dla współczynnika optymizmu (b = 1, s = 5)

Scenariusz
Decyzja Suma 

przypadków 
dominacji (di)

Przedział dla 
parametru βA1 A2 A3 A4

S1 1 –4 –9 –14 0 [0,00, 0,14]

S2 1 2 –3 –8 3 ]0,43, 0,57]

S3 1 2 3 –2 5 ]0,71, 0,86]

S4 1 2 3 4 6 ]0,86, 1,00]

Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2015b, 2017f.
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czynnikami, nieuwzględnionymi w  historycznych stopach zwrotu. W wypadku 
cen akcji trudno jest na przykład wyznaczyć oczekiwaną stopę zwrotu akcji i to-
warzyszące jej odchylenie standardowe na podstawie danych historycznych, jeżeli 
dochodzi do fuzji bądź przejęcia. Transakcje, których skutkiem jest połączenie pod-
miotów gospodarczych w jedną organizację (fuzja) lub nabycie takiej liczby akcji 
(udziałów) jednego przedsiębiorstwa przez drugie, która daje możliwość kontro-
li nad przedsiębiorstwem przejmowanym (przejęcie), mogą diametralnie zmienić 
dotychczasowe trendy. Oszacowanie oczekiwanej stopy zwrotu i wybranej miary 
ryzyka na podstawie rozkładu prawdopodobieństwa może być więc utrudnione 
zawsze wtedy, gdy nie dysponujemy odpowiednio długim szeregiem czasowym 
(Gaspars-Wieloch, 2015e). W niniejszym rozdziale przyjęto, że do wyznaczenia 
potrzebnej macierzy wypłat ukazującej potencjalne scenariusze można użyć nie 
tylko analizy fundamentalnej (tj. analizy kondycji ekonomicznej badanej spółki 
w celu dokonania wyceny jej wartości) i analizy technicznej (Tarczyński i Łuniew-
ska, 2004) (tj. techniki mającej na celu prognozę przyszłych cen papierów warto-
ściowych na podstawie analizy kształtowania się cen w przeszłości), lecz przede 
wszystkim prognoz ekspertów i inwestorów spodziewających się zajścia zupełnie 
nowych zdarzeń mogących mieć wpływ na wycenę walorów. Takie podejście jest 
uzasadnione w kontekście publikacji Castellano i Scaccii (2014), Grafa i Six (2014) 
oraz Gurgula i Wójtowicza (2014), w których autorzy kładą nacisk na to, że nie 
wszystkie przyszłe wydarzenia da się przewidzieć jedynie na podstawie analizy 
przeszłości i teraźniejszości. Ze względu na zróżnicowanie preferencji inwestorów 
będziemy się starali uwzględnić ten aspekt przy doborze właściwej struktury port-
fela papierów wartościowych.

Przykład ukazujący, w jaki sposób można ustalić udziały poszczególnych akcji 
w portfelu przy założeniu, że inwestor nie dysponuje informacją o historycznych 
stopach zwrotu oraz prawdopodobieństwie obiektywnym czy też subiektywnym, 
został już szczegółowo opisany przez Gaspars-Wieloch (2015e). Tu jedynie przy-
pomnimy parametry zadania, wybraną regułę decyzyjną i otrzymane końcowe 
rekomendacje. Wspomniana praca zawiera rozważania dotyczące dwóch typów 
inwestorów: pasywnego i aktywnego. Inwestor pasywny nie angażuje się w sza-
cowanie macierzy stóp zwrotu, a jego rola w procesie decyzyjnym ogranicza się 
do zadeklarowania współczynnika pesymizmu (optymizmu), który odzwierciedla 
jego preferencje. Od inwestora aktywnego oczekuje się znacznie więcej – proszo-
ny jest on między innymi o samodzielne wyznaczenie macierzy stóp zwrotu, o do-
bór scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia, a także o podanie 
akceptowanego poziomu ryzyka. Włączenie inwestora aktywnego w poszczegól-
ne kroki procedury sprawia, że wiele danych potrzebnych do rozwiązania zadania 
optymalizacyjnego wyznacza się w sposób subiektywny, bez konieczności odwo-
ływania się do licznych wzorów, które to z kolei są kluczowe, gdy skład portfela 
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ustalany jest dla pasywnego decydenta. Tutaj zajmiemy się tylko przypadkiem in-
westora pasywnego.

Przyjmijmy więc, że inwestor rozważa zakup akcji A1, A2, …, A6, przy czym, 
według ekspertów, możliwych jest pięć różnych scenariuszy: S1, S2, … lub S5. Za-
łóżmy, że akcje należą do spółek, które w ostatnim czasie: (1) właśnie weszły na 
giełdę, (2) przejęły jakąś inną spółkę lub (3) powstały w wyniku fuzji. Przyjmij-
my dodatkowo, że sytuacja ekonomiczna jest niepewna, ponieważ w kraju odby-
ły się właśnie wybory parlamentarne, a nowy rząd zamierza wprowadzić reformy 
w zakresie obowiązującej waluty, systemu podatkowego, polityki zagranicznej itd. 
Tabela 4.14 przedstawia przewidywane kwartalne stopy zwrotu odpowiadające po-
szczególnym walorom.

Tabela 4.14. Przykład 34 – macierz stóp zwrotu (w %)

Stan
Akcja

A1 A2 A3 A4 A5 A6

S1 2,0 7,0 –1,0 0,0 5,0 3,0

S2 –1,0 5,0 0,0 3,0 8,0 1,0

S3 4,0 0,0 3,0 5,0 2,0 7,0

S4 –4,0 –6,0 6,0 6,0 –5,0 –6,0

S5 6,0 3,0 0,0 –5,0 –1,0 4,0

Ź r ó d ł o: Przykład zaczerpnięty z artykułu Gaspars-Wieloch (2015e).

Inwestor zamierza utrzymać wyznaczoną strukturę portfela przez jeden kwartał, 
a po tym okresie planuje zweryfikować i ewentualnie zmodyfikować parametry za-
dania (zbiór akcji, zbiór stanów, macierz stóp zwrotu, współczynnik pesymizmu) 
oraz ponownie zastosować wybraną procedurę w celu ustalenia składu portfela na 
kolejny kwartał. Oznacza to, że wygenerowany plan działania zostanie zrealizowany 
tylko jeden raz. Można więc skorzystać z reguły SF+AS(m) opracowanej dla stra-
tegii mieszanych i wariantów decyzyjnych realizowanych raz (podrozdział 2.4.2). 
Model (2.88)-(2.91) zostanie jednak rozszerzony o dwa dodatkowe warunki, które 
warto wprowadzić, gdyż rozstępy stóp zwrotu dla poszczególnych akcji są zróżni-
cowane (podrozdział 2.6). Dołączamy zatem formułę (2.132) oraz wzór:

	 ( )max min min
1

1,5 1,5
n

j j
j
σ x β σ σ σ

=
≤ − +∑ , � (4.32)

gdzie σmax i σmin to odchylenie standardowe stóp zwrotu akcji o odpowiednio naj-
większym i najmniejszym rozproszeniu.
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Powyższa formuła uwzględnia preferencje decydenta – im większy cechuje go 
pesymizm, tym niższym odchyleniem standardowym powinien się charakteryzo-
wać skonstruowany portfel papierów wartościowych. Zauważmy, że wskaźnik σj 
należy obliczyć dla wszystkich akcji, uwzględniając wszystkie stopy zwrotu, a nie 
tylko te, które dotyczą scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia. 
Ponadto górne ograniczenie ryzyka dla portfela skrajnego pesymisty, równe w tym 
przykładzie 1,5σmin = 0·(σmax – 1,5σmin) + 1,5σmin, może być ustalone na innym 
poziomie, lecz zawsze w ramach przedziału [σmin, σmax[. Pamiętajmy jednak, że 
wybór wielkości σmin (zamiast 1,5σmin) oznacza dla skrajnego asekuranta uzyska-
nie w większości wypadków rozwiązania optymalnego w postaci strategii czystej 
(a nie mieszanej), czyli portfela jednoskładnikowego. Wybór parametru stojącego 
przy σmin we wzorze (4.32) powinien być poprzedzony analizą rozproszenia stóp 
zwrotu związanych z poszczególnymi walorami.

Do ustalenia struktury portfela brakuje już nam tylko informacji o współczynniku 
optymizmu inwestora (zauważmy, że parametr ten jest zbędny w wypadku inwe-
stora aktywnego). Przyjmijmy, że mamy do czynienia z umiarkowanym optymistą 
(β = 0,8). W wypadku strategii mieszanych decydent ma też możliwość określenia 
swoich preferencji w zakresie udziałów poszczególnych wariantów decyzyjnych. 
Tutaj zakładamy, że inwestor chciałby, aby udział trzeciego waloru był równy co 
najmniej 5% i by udział szóstego waloru nie przekroczył 20%. Ostatnie dwa zało-
żenia (x3 ≥ 0,05, x6 ≤ 0,20) zostaną uwzględnione dopiero w końcowym zadaniu 
optymalizacyjnym.

 Rozwiązanie pomocniczego zadania opisanego za pomocą wzorów z modelu 
(2.15)-(2.18) jest następujące: y* = 1,4453%, x1 = 0,0876, x2 = 0,3066, x3 = 0,6058, 
x4 = x5 = x6 = 0, a więc przeznaczając w odpowiednich proporcjach posiadany 
kapitał na zakup akcji pierwszych trzech spółek rozpatrywanych w zadaniu, in-
westor może liczyć na kwartalną stopę zwrotu równą co najmniej 1,45%. W naj-
bardziej optymistycznym przypadku (czyli gdy cały kapitał zostanie przeznaczony 

Tabela 4.15. Przykład 34 – sumy przypadków dominacji

Stan
Akcja

diA1 A2 A3 A4 A5 A6

S1 2 4 0 1 3 2 12

S2 1 3 1 2 4 1 12

S3 3 1 3 3 2 4 16

S4 0 0 4 4 0 0 8

S5 4 2 1 0 1 3 11

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.14.
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na kupno akcji piątej spółki i gdy zajdzie akurat scenariusz S2) kwartalna stopa 
zwrotu z portfela wyniesie m* = 8,00%. Na podstawie tych dwóch parametrów 
(y* i m*) oraz podanego współczynnika optymizmu można obliczyć graniczną sto-
pę zwrotu M(β) zgodnie ze wzorem (2.87). Wynosi ona 0,8(8 – 1,4453) + 1,4453 = 
= 6,689%. Sumy przypadków dominacji zestawiono w  tabeli 4.15, a  parametr 
d(β) = 0,8(16 – 8) + 8 = 14,4.

Podzbiór scenariuszy o największej subiektywnej szansie wystąpienia jest więc 
następujący: S(Si) = {S1, S2, S3}. Zanim rozwiążemy końcowe zadanie optyma-
lizacyjne oparte na modelu (2.88)-(2.91), (2.132), (4.32) i dwóch dodatkowych 
ograniczeniach: x3 ≥ 0,05, x6 ≤ 0,20, obliczymy jeszcze tylko odchylenia standar-
dowe stóp zwrotu: σ1 = 3,975 p.p., σ2 = 5,070 p.p., σ3 = 2,881 p.p., σ4 = 4,438 p.p., 
σ5 = 5,070 p.p., σ6 = 4,868 p.p., dzięki którym stwierdzamy, że ryzyko portfela 
mierzone odchyleniem standardowym nie może przekroczyć 4,92 p.p. Zmien-
ne decyzyjne głównego zadania przyjmują następujące wartości: g1 = 2,28 p.p., 
g2 = 0,00 p.p., g3 = 4,02 p.p., x1 = 0,000, x2 = 0,000, x3 = 0,057, x4 = 0,000, 
x5 = 0,820, x6 = 0,122. Oznaczają one, że przyszła rzeczywista kwartalna stopa 
zwrotu portfela należy do przedziału [2,667%, 6,689%], pod warunkiem że zajdzie 
jeden ze scenariuszy należących do podzbioru S(Si) oraz że inwestor zakupi akcje 
trzeciej, piątej i szóstej spółki (w odpowiednich proporcjach). Jest to oczywiście 
o wiele korzystniejszy zwrot aniżeli gwarantowana stopa zwrotu równa 1,45%.

4.6. Optymalizacja czasowo-zasobowa przedsięwzięć przy 
wielotrybowości czynności

W poprzednich podrozdziałach analizowano przykłady zastosowań reguł wspie-
rających jednokryterialne podejmowanie decyzji. Począwszy od podrozdziału 4.6, 
omawiane będą ekonomiczne sytuacje decyzyjne, w których to decydent kieruje 
się przynajmniej dwoma kryteriami.

Podział na problemy jednokryterialne i  problemy wielokryterialne może się 
wydawać nieprecyzyjny, gdyż w podrozdziałach 4.2-4.5 maksymalizowano jedno 
kryterium, lecz jednocześnie zwracano uwagę na rozproszenie poszczególnych re-
alizacji tego kryterium lub na to, by liczba korzystnych wypłat była odpowiednio 
duża. Nie było to jednak zupełnie nowe kryterium, gdyż do ustalenia owego roz-
proszenia wyników bądź liczby wypłat równych wymaganej wartości progowej 
używano tak naprawdę tych samych danych, tj. tej samej macierzy wypłat. Ponadto 
w podrozdziałach 4.2-4.4 wspomagające narzędzie decyzyjne w postaci dodatko-
wego kryterium było wykorzystywane tylko jako środek mający ostatecznie roz-
strzygnąć, którą decyzję, spośród opcji najlepiej spełniających główne kryterium, 
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należy zarekomendować. Ostatni krok poszczególnych procedur był więc wyko-
nywany tylko dla niektórych wariantów decyzyjnych. Począwszy od niniejszego 
podrozdziału, zajmiemy się natomiast zagadnieniami, w których decydent ocenia 
wszystkie decyzje z punktu widzenia więcej niż jednego kryterium, przy czym każ-
de kryterium jest prezentowane za pomocą innych danych, a więc każdemu celowi 
odpowiada odrębna macierz wypłat ukazująca możliwe opcje, potencjalne scena-
riusze oraz wypłaty dla każdej kombinacji 〈scenariusz, decyzja〉.

Taka sytuacja występuje na przykład wówczas, gdy kierownikowi projektu za-
leży jednocześnie na minimalizacji czasu jego realizacji i na minimalizacji wyko-
rzystanych zasobów. Nie da się zazwyczaj minimalizować obu celów jednocześnie, 
dlatego decydent musi się zadowolić rozwiązaniem kompromisowym, które można 
wyznaczyć na przykład za pomocą jednej z najprostszych metod programowania 
wielokryterialnego, czyli procedury polegającej na wyłonieniu kryterium głównego 
(w postaci funkcji celu) i potraktowaniu pozostałych celów jako kryteria pobocz-
ne (w postaci warunków). Kierownik projektu dąży zatem do minimalizacji czasu 
jego realizacji i jednocześnie dba o to, by nie zostały przekroczone dostępne za-
soby (środki finansowe, pracownicy, sprzęt komputerowy, surowce, powierzchnia 
itd.), lub zabiega o to, by zminimalizować zużycie zasobów, a ograniczeniem jest 
wówczas z góry ustalony czas dyrektywny, którego nie wolno przekroczyć. Owo 
zagadnienie było już wielokrotnie omawiane w literaturze, o czym świadczą licz-
ne prace na ten temat (np. Anholcer i Gaspars-Wieloch, 2011, 2013; Błażewicz, 
Lenstra i Rinnooy Kan, 1983; Brucker, Drexl, Moehring, Neumann i Pesch, 1999; 
Christofides, Alvarez-Valdes i Tamarit, 1987; Gaspars 2006a, 2006b; Gaspars-
-Wieloch 2008a, 2008b, 2008c, 2009, 2010, 2011, 2012b, 2013a; Hartmann, 1999; 
Phillips i Dessouky, 1977; Siemens, 1971; Sikora, 2012; Sikora i Urbaniak, 2013; 
Talbot, 1982; Urbaniak 2012a, 2012b, 2017). W powyższych publikacjach przy-
jęto założenie, że strukturę projektu można opisać za pomocą grafu (sieci) zawie-
rającego węzły i łuki, które prezentują czynności (działania) wchodzące w skład 
przedsięwzięcia oraz relacje poprzedzania. Grafy te konstruowano najczęściej z za-
stosowaniem techniki AOA (activities on arcs) lub AON (activities on nodes)62, 
przy czym zakładano, że czasy trwania poszczególnych czynności i ilość zasobów 
wymagana do wykonania kolejnych działań są deterministyczne. Rozbieżności 
występujące pomiędzy planowanymi parametrami projektu a ich faktycznymi re-
alizacjami skłoniły badaczy do analizy problemów związanych z optymalizacją 
czasowo-zasobową w warunkach niepewności. Ma ona bardzo istotne znaczenie, 
zwłaszcza w wypadku przedsięwzięć innowacyjnych (jak rozwój nowego produk-
tu, wdrożenie nowej technologii, projekt badawczy), dla których nie dysponujemy 

62	 Technikę AOA i AON opisali między innymi Gaspars-Wieloch (2008a), Kolisch i Padman 
(2001) oraz Yang i Wang (2010).
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danymi o analogicznych projektach już wcześniej zrealizowanych. Niepewność 
może dotyczyć nie tylko parametrów charakteryzujących poszczególne działania 
(czasu trwania czynności, kosztu wykonania czynności, liczby pracowników po-
trzebnych do wykonania czynności itd.), lecz także całej struktury projektu, a więc 
relacji kolejnościowych pomiędzy działaniami, i zakresu działań.

W monografii odwołamy się teraz do sieci alternatywno-decyzyjnych (decision 
project graphs, DPG; decision critical path method networks, DCPMN) (Crowston 
i Thompson, 1967; Hastings i Mello, 1978). Są one traktowane jako kombinacje 
sieci deterministycznych i stochastycznych, ponieważ z jednej strony nie zawierają 
cykli (tak jak sieci deterministyczne), a z drugiej – tylko niektóre czynności przed-
stawione na grafie są ostatecznie realizowane (tak jak w sieciach stochastycznych).

Początkowo sieci alternatywno-decyzyjne wykorzystywano wyłącznie do opi-
su problemów deterministycznych. Grafy te rysowano za pomocą techniki AON 
(DPG-AON) lub AOA (DPG-AOA). Sieci przygotowane na podstawie pierwszej 
techniki składały się z węzłów kanonicznych (AND node) oznaczających czynno-
ści kanoniczne, tj. takie działania, które należy na pewno wykonać, oraz z węzłów 
decyzyjnych (OR node), które poprzedzały węzły ukazujące czynności alternatyw-
ne. Węzły kanoniczne i węzły następujące po węzłach decyzyjnych miały kształt 
koła, a węzły decyzyjne przedstawiano na przykład w postaci trójkątów (Hinde-
lang i Muth, 1979). Początek i koniec przedsięwzięcia ukazywany był za pomocą 
dwóch dodatkowych węzłów, które nie reprezentowały żadnej konkretnej czyn-
ności. Przykładową sieć alternatywno-decyzyjną opracowaną za pomocą techniki 
AON przedstawia rys. 4.1.

W wypadku podejścia DPG-AOA wszystkie czynności projektu (kanoniczne 
i alternatywne) rysowano przy użyciu łuków, z kolei węzły oznaczały zdarzenia. 
W dalszej części niniejszego podrozdziału właśnie tę technikę będziemy stosować. 
W związku z powyższym strukturę DPG-AOA przedstawimy nieco dokładniej. 

Rysunek 4.1. Sieć alternatywno-decyzyjna (AON)
Ź r ó d ł o: Gaspars-Wieloch, 2008a.
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Taki graf zawiera zbiór podzbiorów czynności S = {S1, S2, …, …, Si, …, Sn – 1}, 
gdzie n to liczba węzłów w sieci, a więc jednocześnie zdarzeń. Niektóre podzbio-
ry działań są kanoniczne, zatem każda czynność wchodząca w ich skład musi być 
wykonana. Pozostałe podzbiory działań są alternatywne, co oznacza, że wystarczy 
wykonać dokładnie jedną lub przynajmniej jedną czynność należącą do takiego 
podzbioru. Podzbiór czynności związany z i-tym węzłem grafu można przedsta-
wić następująco: Si = {Ai, 1, Ai, 2, …, Ai, k(i)}. Liczba wszystkich czynności (łuków) 

występujących w DPG-AOA wynosi 
1

1
( )

n

i
k i

−

=
∑ , natomiast liczba faktycznie wykona-

nych działań jest oczywiście mniejsza. Zbiór wszystkich węzłów sieci DPG-AOA 
można podzielić na trzy podzbiory:

–– CAN(N) – podzbiór węzłów kanonicznych (związanych z  kanonicznymi 
podzbiorami czynności),

–– ALT(N) – podzbiór węzłów alternatywnych (związanych z alternatywnymi 
podzbiorami czynności),

–– END(N) – podzbiór (najczęściej jednoelementowy) węzłów końcowych,
przy czym niektóre węzły należące do pierwszego podzbioru mogą dawać po-

czątek zarówno czynnościom kanonicznym, jak i fikcyjnym (pozornym). Działania 
pozorne nie są związane z realizacją jakiegokolwiek zadania – ich rola ogranicza 
się do ukazania wszystkich relacji kolejnościowych pomiędzy czynnościami.

Z kolei w zbiorze wszystkich czynności takiego grafu można wyróżnić:
–– CAN(A) – podzbiór czynności kanonicznych mających swój początek w węź-

le kanonicznym,
–– ALT(A) – podzbiór czynności alternatywnych mających swój początek 

w węźle alternatywnym,
–– DUM(A) – podzbiór czynności fikcyjnych.

Zauważmy, że w momencie wygenerowania listy czynności, które należy fak-
tycznie zrealizować, sieć alternatywno-decyzyjną można przekształcić do postaci 
sieci deterministycznej.

Modele optymalizacyjne służące do minimalizacji czasu trwania bądź kosz-
tu realizacji całego projektu opisanego za pomocą sieci alternatywno-decyzyjnej 
przedstawili między innymi Crowston i Thompson (1967), Crowston (1970), Ga-
spars-Wieloch (2017e), Hindelang i Muth (1979) oraz San Cristobal (2015).

Potrzeba uwzględnienia niepewnych informacji o przedsięwzięciu szybko do-
prowadziła do rozszerzenia pierwotnego obszaru zastosowań sieci alternatywno-
-decyzyjnych (Thompson, 1968). Wprowadzono bowiem możliwość przypisania 
scenariuszy poszczególnym działaniom wraz z prawdopodobieństwami ich wy-
stąpienia. Parametry obarczone niepewnością mogą dotyczyć zarówno czynności 
kanonicznych, jak i alternatywnych.
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Niezależnie od rozpatrywanej odmiany sieci alternatywno-decyzyjne opracowa-
no z myślą o projektach, w których na pewnych etapach ich realizacji tylko jedno 
działanie (lub przynajmniej jedno działanie) ze zbioru czynności alternatywnych 
powinno być wykonane. Działania alternatywne należące do tego samego zbioru 
mogą się różnić między sobą ze względu na czas trwania, koszt wykonania, po-
trzebne zasoby, a nawet zbiór następników.

Poniżej omówiono przykład optymalizacji czasowo-zasobowej innowacyjne-
go projektu opartego na sieci alternatywno-decyzyjnej przy założeniu, że niektó-
re parametry problemu decyzyjnego są niepewne. Tym razem jednak przyjęto, że 
kierownik przedsięwzięcia nie dysponuje informacjami o prawdopodobieństwie 
wystąpienia poszczególnych scenariuszy ze względu na duży stopień nowości tego 
projektu. Przedstawiony przykład został po raz pierwszy zaprezentowany w skró-
conej wersji przez Gaspars-Wieloch (2017d). Dane dotyczące projektu zebrano 
w tabeli 4.16, a rysunek 4.2 ukazuje strukturę przedsięwzięcia za pomocą sieci al-
ternatywno-decyzyjnej opracowanej według techniki AOA.

Tabela 4.16. Przykład 35 – parametry czynności wchodzące w skład projektu

Czynność Podzbiór Czas (w dniach) Zasoby (w tysiącach euro)
A CAN(A) 10 1
B CAN(A)S S1 – 3 (1,0)*; S2 – 6 (0,82); 

S3 – 10 (0,59); S4 –18 (0,12); 
S5 – 20 (0,0)

S1 – 2 (0,77); S2 – 1,8 (0,92); 
S3 – 1,7 (1,0); S4 – 2,5 (0,38); 

S5 – 3 (0,0)
C ALT(A)S S1 – 13 (0,0); S2 – 4 (0,9); 

S3 – 6 (0,7); S4 –3 (1,0)
S1 – 3 (1,0); S2 – 3,5 (0,5); 
S3 – 3,7 (0,3); S4 – 4 (0,0)

D ALT(A) 7 2
E CAN(A) 4 5
F CAN(A) 9 4,5
G CAN(A)S S1 – 11 (0,5); S2 – 17 (0,0); 

S3 – 5 (1,0)
S1 – 5,2 (0,53); S2 – 6 (0,0); 

S3 – 4,5 (1,0)
H ALT(A)S S1 – 12 (0,87); S2 – 20 (0,62);

S3 – 30 (0,31); S4 – 15 (0,78)
S1 – 3 (0,35); S2 – 4 (0,06); 

S3 – 4,2 (0,0); S4 – 1,8 (0,71)
I ALT(A)S S1 – 8 (1,0); S2 – 10 (0,94); 

S3 – 40 (0,0)
S1 – 0,8 (1,0); S2 – 1,3 (0,85); 

S3 – 2 (0,65)
D1 DUM(A) 0 0

* W nawiasach podano wartości współczynnika normalizacyjnego omawianego dalej w tym roz-
dziale.

Ź r ó d ł o: Przykład zaczerpnięty z artykułu Gaspars-Wieloch (2017d).
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Jeżeli skrót opisujący dany podzbiór czynności zawiera na końcu symbol S, 
oznacza to, że czynność należąca do tego podzbioru charakteryzuje się niepewny-
mi parametrami – zamiast deterministycznie określonego czasu i zasobów podany 
jest jedynie zestaw możliwych scenariuszy, a każdemu stanowi natury przypisa-
no przewidywany czas trwania działania i wielkość zasobów potrzebnych do jego 
ukończenia (patrz wartości przed nawiasami). Warto podkreślić, że liczba scenariu-
szy dla czynności obarczonych niepewnością jest zróżnicowana nie tylko w obrębie 
całej sieci, lecz nawet w ramach tego samego podzbioru czynności kanonicznych 
lub alternatywnych. Poza relacjami kolejnościowymi zależność pomiędzy scena-
riuszami związanymi z konkretnymi czynnościami nie występuje. Z drugiej strony 
dla danego działania liczba stanów natury dotyczących poszczególnych kryteriów 
jest taka sama, a kryteria są zależne.

Pierwszym celem kierownika projektu jest opracowanie takiego harmonogramu 
prac, aby czas jego realizacji był jak najkrótszy, natomiast drugi cel brzmi nastę-
pująco – łączna ilość zasobów (wyrażona w jednostkach pieniężnych) nie może 
przekroczyć 115 tysięcy euro, przy czym dzienny pośredni koszt wykonania przed-
sięwzięcia wynosi 2 tysiące euro63. Wszystkie zależności między czynnościami 
opisane są za pomocą relacji FS (finish to start), która oznacza, że moment roz-
poczęcia danego działania może nastąpić dopiero po ukończeniu wszystkich jego 
poprzedników64. Poszczególne czynności projektu wykonywane są bez przerw 
(tj. w sposób ciągły). Kierownik projektu jest umiarkowanym pesymistą, a sto-

63	 Koszt pośredni obejmuje między innymi kierowanie projektem, ubezpieczenie, najem lokali, 
podatki i stałą płacę przyznawaną wykonawcom projektu. Koszt pośredni dotyczy całego przedsię-
wzięcia, a nie poszczególnych jego czynności.

64	 Pozostałe stosowane relacje poprzedzania (tj. FF, SS, SF) opisano na przykład w pracy Ga-
spars-Wieloch (2017e).

Rysunek 4.2. Przykład 35 – sieć alternatywno-decyzyjna (AOA)
Ź r ó d ł o: (Gaspars-Wieloch, 2017d, 2017e).
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pień jego pesymizmu zależy od rozpatrywanej czynności. W wypadku działań B 
i C współczynnik optymizmu β = 0,35, a dla działań G, H, I parametr ten jest rów-
ny β = 0,45. Kierownik ocenił znaczenie poszczególnych kryteriów w sposób na-
stępujący: wt = 0,4 i wr = 0,6 (pierwszy symbol oznacza wagę związaną z czasem 
realizacji przedsięwzięcia, drugi dotyczy zasobów wykorzystywanych do wyko-
nania projektu).

Gaspars-Wieloch (2017d) dokładnie zaprezentowała wszystkie kroki reguły de-
cyzyjnej mogącej mieć zastosowanie w optymalizacji czasowo-zasobowej przedsię-
wzięć w warunkach niepewności na podstawie planowania scenariuszowego i sieci 
alternatywno-decyzyjnej. Tutaj podamy jedynie jej główne kroki, gdyż wiele szcze-
gółów procedury opisano już w poprzednich rozdziałach niniejszego opracowania.

Zaraz po przedstawieniu struktury projektu, zebraniu informacji na temat wiel-
kości parametrów charakteryzujących jego czynności (krok 1) oraz podaniu współ-
czynników optymizmu odnoszących się do działań i wag dla poszczególnych celów 
(pierwszy etap kroku 2), konieczna jest normalizacja realizacji kryteriów (drugi 
etap kroku 2), gdyż wyrażone są one w odmiennych skalach i jednostkach. War-
tości współczynników normalizacyjnych umieszczono w tabeli 4.16 w nawiasach 
okrągłych. Normalizację przeprowadza się oddzielnie dla każdej czynności z nie-
pewnymi parametrami (jeżeli czynność ta ma swój początek w węźle kanonicz-
nym) lub oddzielnie dla każdej grupy działań z niepewnymi parametrami (jeżeli 
działania te rozpoczynają się w węźle decyzyjnym). Oba cele są minimalizowane, 
więc w obu wypadkach zastosowano wzór 1b podany w pracy Gaspars-Wieloch 
(2017d). Następnie (trzeci etap kroku 2) w ramach danego działania wyznaczane są 
syntetyczne wartości ważone dla każdego scenariusza według zależności SAW yi, j =  
= wt · t(n) yi, j + wr·r (n) yi, j, gdzie symbole t(n) yi, j i r(n) yi, j oznaczają odpowiednio 
znormalizowany wskaźnik dla czasu trwania lub ilości zasobu potrzebnego do wy-
konania czynności 〈i, j〉 (tj. rozpoczynającej się w i-tym węźle i kończącej w węźle 
j-tym), o ile zajdzie scenariusz Sy. Wartości SAW yi, j wynoszą:

–– dla czynności B: 0,86, 0,88, 0,84, 0,28, 0,0;
–– dla czynności C: 0,6, 0,66, 0,46, 0,4;
–– dla czynności G: 0,52, 0,0, 1,0;
–– dla czynności H: 0,56, 0,29, 0,12, 0,74;
–– dla czynności I: 1,0, 0,89, 0,39,

Prezentowana procedura nawiązuje do reguły SF+AS(p) (podrozdział 2.4.1), 
zatem teraz będziemy się starać dla każdego działania oddzielnie wyłonić scena-
riusz najbardziej odpowiadający naturze decydenta, a więc uwzględniający zade-
klarowane współczynniki optymizmu (czwarty etap kroku 2). Wykorzystamy do 
tego poniższą formułę:

	 SAW(β)i, j = β ∙ (SAWmax, i, j – SAWmin, i, j) + SAWmin, i, j, � (4.33)
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gdzie SAWmax, i, j i SAWmin, i, j to maksymalna i minimalna syntetyczna wartość 
ważona związana z czynnością 〈i, j〉. Dla każdego działania należy zachować tylko 
ten scenariusz, którego wskaźnik SAW yi, j jest właśnie równy SAW(β)i, j. Parame-
try (czas i wielkość zasobu) związane tylko z tym stanem natury będą brane pod 
uwagę w kroku 3. Jeżeli taki stan natury nie istnieje, to reguła opisana przez Ga-
spars-Wieloch (2017d) przewiduje znalezienie dla każdego działania dwóch sce-
nariuszy, których wskaźnik SAW yi, j jest minimalnie niższy i minimalnie wyższy od 
SAW(β)i, j (wzory 3-4 we wspomnianej publikacji). W takim wypadku w kroku 3 
istotne będą uśrednione czasy i zasoby pochodzące z dwóch wskazanych stanów 
natury (wzory 5-6 w cytowanym artykule)65. Wartości SAW(β)i, j dla czynności 
z niepewnymi parametrami są następujące: 0,31 (działanie B), 0,49 (działanie C), 
0,45 (działanie G), 0,40 (działanie H), 0,66 (działanie I). Pamiętajmy, że zostały 
one obliczone na podstawie różnych współczynników optymizmu (0,35 dla dwóch 
pierwszych działań i 0,45 dla kolejnych trzech czynności). Nie istnieją scenariu-
sze, których syntetyczne wartości ważone są dokładnie równe SAW(β)i, j, dlatego 
niezbędne jest wyłonienie par stanów natury najbardziej zbliżonych do poszukiwa-
nych oraz obliczenie uśrednionych czasów i zasobów (podajemy je w nawiasie):

–– dla czynności B: S4 i S3 (średni ważony czas – 17,55, średnia ważona ilość 
zasobu – 2,46),

–– dla czynności C: S3 i S1 (średni ważony czas – 7,55, średnia ważona ilość 
zasobu – 3,55),

–– dla czynności G: S2 i S1 (średni ważony czas – 11,81, średnia ważona ilość 
zasobu – 5,31),

–– dla czynności H: S2 i S1(średni ważony czas – 16,68, średnia ważona ilość 
zasobu – 3,59),

–– dla czynności I: S3 i S2 (średni ważony czas – 22,33, średnia ważona ilość 
zasobu – 1,61).

Krok 3 procedury polega na sformułowaniu i rozwiązaniu zadania optymaliza-
cyjnego. Ogólna postać modelu jest następująca:

	 tn → min,� (4.34)
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65	 Jeżeli istnieje więcej scenariuszy, których wskaźnik jest minimalnie niższy lub minimalnie 
wyższy od SAW(β)i,j, należy uprzednio uśrednić wartości związane z daną kategorią stanów natury 
i dopiero później zastosować wzory (5)-(6) zamieszczone w artykule Gaspars-Wieloch (2017d).
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	 tj ≥ ti + ti, j, 	 〈i, j〉 ∈ CAN(A), � (4.36)

	 tj ≥ ti + t*i, j, 	 〈i, j〉 ∈ CAN(A)S,  � (4.37)

	 tj ≥ (ti + ti, j) ∙ xi, j, 	 〈i, j〉 ∈ ALT(A), � (4.38)

	 tj ≥ (ti + t*i, j) ∙ xi, j, 	 〈i, j〉 ∈ ALT(A)S,� (4.39)

	 ,
,

1
i

i j
i j S

x
∈

=∑ , 	 i ∈ ALT(N),� (4.40)

	 tj ≥ ti, 	 〈i, j〉 ∈ DUM(A), � (4.41)

	 ti, tj ≥ 0,	 i = 1, …, n – 1; j = 2, …, n, � (4.42)

	 xi, j ∈ {0, 1}, 	 〈i, j〉 ∈ ALT(A), � (4.43)

gdzie:
n – liczba węzłów w sieci;
tn – czas wykonania projektu (ciągła zmienna decyzyjna);
Ru – dzienna ilość zasobów związanych z realizacją przedsięwzięcia (a nie po-
jedynczych czynności) wyrażona w postaci kosztu pośredniego (parametr);
ri, j (r*i, j) – zasób (przewidywany lub uśredniony) użyty do wykonania czynno-
ści 〈i, j〉 (parametr);
xi, j – zmienna binarna związana z czynnością alternatywną 〈i, j〉 (przyjmuje 
wartość 1, gdy dane działanie należy ostatecznie zrealizować; w przeciwnym 
razie zmienna ta jest równa 0);
R – dostępne zasoby wyrażone w jednostkach pieniężnych (parametr);
ti, tj – momenty zajścia zdarzeń i oraz j (ciągłe zmienne decyzyjne);
ti, j (t*i, j) – czas (przewidywany lub uśredniony) trwania czynności 〈i, j〉 (para-
metr).
Jeżeli więcej niż jedna czynność alternatywna powinna być zrealizowana w ra-

mach danego podzbioru czynności alternatywnych, wzór (4.40) należy zastąpić inną 
formułą (San Cristobal, 2015). Warto zauważyć, że optymalne wartości zmiennych 
ti należą zawsze do przedziału [tIi, ti

II], gdzie tIi oraz ti
II oznaczają odpowiednio naj-

wcześniejszy i najpóźniejszy moment zajścia zdarzenia i (Anholcer i Gaspars-Wie-
loch, 2011, 2013; Gaspars-Wieloch, 2012b, 2012c).

Zadanie optymalizacyjne dotyczące przykładu 35 nie zostało zaprezentowane 
w cytowanej pracy Gaspars-Wieloch (2017d) ze względu na ograniczoną liczbę 
stron, jaką mógł mieć wspomniany artykuł. W niniejszej monografii pozwolimy 
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sobie jednak na przedstawienie całego modelu matematycznego. Składa się on 
z funkcji celu, 15 warunków, siedmiu ciągłych zmiennych decyzyjnych i czterech 
zmiennych binarnych.

	 t7 → min,� (4.44) 

	
7 2,4
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	 t2 ≥ t1 + 10, � (4.46)

	 t4 ≥ t3 + 4, � (4.47)

	 t5 ≥ t3 + 9, � (4.48)

	 t3 ≥ t1 + 17,55, � (4.49)

	 t6 ≥ t5 + 11,81, � (4.50)

	 t4 ≥ (t2 + 7) ∙ x2, 4, � (4.51)

	 t3 ≥ (t2 + 7,5) ∙ x2, 3, � (4.52)

	 t6 ≥ (t4 + 16,88) ∙ x4, 6,� (4.53)

	 t7 ≥ (t4 + 22,33) ∙ x4, 7, � (4.54)

	 x2, 3 + x2, 4 = 1,� (4.55)

	 x4, 6 + x4, 7 = 1,  � (4.56)

	 t7 ≥ t6,� (4.57)

	 t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7 ≥ 0, � (4.58)

	 x2, 3, x2, 4, x4, 6, x4, 7 ∈ {0, 1}. � (4.59)

Optymalne rozwiązanie zadania można uzyskać na przykład za pomocą oprogra-
mowania SAS/OR. Oto otrzymane wartości zmiennych: t1 = 0; t2 = 10; t3 = 17,55; 
t4 = 22,55; t5 = 22,05; t6 = 39,23; t7 = 39,23; xC = x2, 3 = 0; xD = x2,4 = 1; 
xH = x4, 6 = 1; xI = x4, 7 = 0. Wynika z nich, że minimalny przewidywany czas re-
alizacji przedsięwziecia wynosi prawie 40 dni, przy czym warto wybrać i wykonać 
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następujące czynności alternatywne: D i H. Uzyskany plan przewiduje wykorzy-
stanie na realizację projektu 102,31 tysięcy euro. Analizując generowane roz-
wiązania, warto mieć zawsze świadomość, dla jakiego decydenta (tj. kierownika 
projektu) zostały one wyznaczone. Zmiana wartości współczynnika optymizmu 
dla poszczególnych działań może mieć bowiem istotny wpływ na wybór czynno-
ści alternatywnych oraz na przewidywany czas i wielkość zasobów potrzebnych 
do ukończenia przedsięwzięcia.

Za pomocą zaprezentowanej procedury można też rozwiązać inny, podobny 
problem optymalizacyjny, tj. zadanie polegające na minimalizacji zużytych zaso-
bów przy założeniu, że dany jest czas dyrektywny realizacji projektu. Wystarczy 
zależność (4.34) zapisać w postaci warunku (dodając po prawej stronie nierów-
ności wspomniany czas dyrektywny), a formułę (4.35) przedstawić jako cel mi-
nimalizowany.

Zanim przejdziemy do kolejnego podrozdziału, w którym opisano inny problem 
wielokryterialny, warto ocenić zaproponowaną powyżej procedurę (nazwijmy ją 
w skrócie DPG-TR/U, decision project graph for time-resource optimization under 
uncertainty) na tle innych, istniejących metod wykorzystywanych w planowaniu 
projektów w warunkach niepewności.

Jedną z najbardziej znanych technik jest niewątpliwie PERT (program evalu-
ation and review technique) (Malcolm, Rosenboom, Clark i Fazar, 1959). Pozwala 
ona jednak uwzględnić niepewność tylko w odniesieniu do czasów trwania czyn-
ności, przy czym należy zadeklarować dokładnie trzy oszacowania: maksymalne 
(pesymistyczne), najbardziej prawdopodobne i minimalne (optymistyczne). Nie 
ma więc możliwości różnicowania liczby scenariuszy dla poszczególnych działań. 
Ponadto metoda ta umożliwia uwzględnienie preferencji tylko na etapie szacowa-
nia wyżej wymienionych czasów. Jeżeli więc czasy szacowane są przez eksperta, 
a dalsze decyzje są podejmowane przez kierownika projektu, to nie ma żadnego 
znaczenia, jaką naturę ma tenże kierownik, gdyż obliczona wartość oczekiwanego 
czasu realizacji przedsięwzięcia będzie identyczna dla dowolnego menedżera. Je-
śli preferencje podmiotu decyzyjnego mają być wzięte pod uwagę, to czasy muszą 
być oszacowane przez niego samego. Alternatywą dla PERT może być symulacja 
Monte Carlo, która daje większe prawdopodobieństwo wykonania przedsięwzię-
cia w ustalonym czasie (Suhobokov, 2007).

Oprócz metod pozwalających uwzględnić niepewność w ramach szacowanych 
czasów, kosztów czy też zasobów związanych z  czynnościami, znane są także 
techniki, dzięki którym można przedstawić całą strukturę projektu jako niepewną. 
Należą do nich stochastyczne sieci GAN (generalized analysis network), w któ-
rych działaniom przypisana jest nieujemna wartość prawdopodobieństwa i tylko 
niektóre czynności ujęte w grafie są ostatecznie wykonywane. Wybór realizo-
wanych działań może nastąpić w  trakcie trwania przedsięwzięcia. Wśród sieci 
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stochastycznych warto wspomnieć o  GERT (graphical evaluation and review 
technique) i GERTS (graphical evaluation and review technique simulation), któ-
re umożliwiają uwzględnienie niepewności w odniesieniu zarówno do struktury 
projektu, jak i czasów trwania czynności (Pritsker i Happ, 1966; Pritsker, 1979; 
Wiest i Levy, 1977). Sieciom GERT i GERTS zarzuca się to, że czasy czynności 
powtarzanych w ramach cykli (sieci te są bowiem cykliczne) mają identyczne roz-
kłady (Neumann, 1990).

Kolejną koncepcję prezentowaną w  literaturze opisali Pollack-Johnson i Li-
beratore (2005). Zalecają oni uwzględnianie niepewności nie tylko na poziomie 
czynności, lecz także na poziomie sekwencji zdarzeń i działań. Proponują gene-
rowanie różnych scenariuszy dla całego projektu (a nie pojedynczych czynności) 
i przypisanie wartości prawdopodobieństwa wystąpienia każdemu scenariuszowi.

De Reyck i Leus (2008) oraz Creemers, De Reyck i Leus (2013) z kolei zajmu-
ją się problemem związanym z czynnościami, które w trakcie realizacji projektu 
mogą się zakończyć niepowodzeniem (tj. nie zostaną zrealizowane). Niepewność 
dotyczy więc w tym wypadku nie tylko czasu, lecz także technologii. Autorzy wy-
mienionych prac odwołują się do stochastycznego programowania dynamicznego.

Przedstawione powyżej techniki nie mają jednak bezpośredniego związku z sie-
ciami alternatywno-decyzyjnymi. Tymczasem oprócz wspomnianego już w pracy 
podejścia opisanego przez Thompsona (1968), warto krótko wymienić bardziej 
złożone modyfikacje DPG:

–– CAAN (controlled alternative activity network) – umożliwia uwzględnienie 
dwóch typów zdarzeń: stochastycznych (niekontrolowanych) i alternatyw-
nych (gdzie decydent może wybrać kolejny etap realizacji projektu w trakcie 
jego realizacji) (Golenko-Ginzburg, 1988),

–– GAAN (generalized alternative activity network) – daje możliwość wzięcia 
pod uwagę czynności kanonicznych, alternatywnych czynności stochastycz-
nych oraz czynności alternatywnych, przy czym można w tym wypadku ana-
lizować różne typy decydenta z punktu widzenia jego nastawienia do ryzyka 
(Golenko-Ginzburg i Blokh, 1997),

–– CCANM (controlled cyclic alternative network model) – stanowi hybrydę 
dwóch metod: CANN i GERT (Voropayev, Gelrud i Golenko-Ginzburg, 2013).

W przeciwieństwie do DPG-TR/U pewnym ograniczeniem większości zapre-
zentowanych powyżej procedur jest to, że wymagają znajomości rozkładu praw-
dopodobieństwa. W wypadku przedsięwzięć innowacyjnych, a  takimi właśnie 
projektami zajmujemy się w niniejszej pracy, oszacowanie prawdopodobieństwa 
może się jednak okazać zbyt skomplikowane (może nam brakować informacji 
o mechanizmach, okolicznościach, warunkach, potrzebnych zasobach czy możli-
wych przeszkodach) lub nieuzasadnione. Generowane rozwiązanie zostanie bowiem 
wykorzystane tylko w odniesieniu do jednego projektu (Guo, 2014; L. von Mises, 
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1949). Nawet jeżeli w przyszłości pojawią się niemalże identyczne przedsięwzięcia, 
to uzyskany pierwotnie plan nie będzie już mógł służyć jako rozwiązanie dla ko-
lejnych projektów, gdyż konieczna będzie weryfikacja i aktualizacja danych przy-
najmniej w następujących obszarach: czas trwania czynności, wielkość zasobów 
potrzebnych do wykonania czynności, struktura projektu, możliwe scenariusze, 
nastawienie decydenta do ryzyka.

Jeżeli chodzi o uwzględnienie niepewności w strukturze sieci, to DPG-TR/U 
nie daje takich możliwości jak sieci stochastyczne. Jednak warto podkreślić, że nic 
nie stoi na przeszkodzie, by tę technikę stosować nie tylko na etapie planowania, 
lecz także na etapie realizacji. Wówczas po zaobserwowaniu odchyleń od planu 
można zauważone zmiany wprowadzić do zadania optymalizacyjnego, na nowo 
je rozwiązać, przeprowadzić, jeśli to niezbędne, dodatkowe symulacje i wdrożyć 
nowy plan w odniesieniu do tej części przedsięwzięcia, która nie została jeszcze 
zrealizowana. Takie podejście nazywa się harmonogramowaniem reaktywnym 
(Janczura i Kuchta, 2012).

Metoda DPG-TR/U doskonale nadaje się dla pasywnych kierowników projek-
tów, a więc osób, które nie planują zbytnio angażować się w kolejne etapy proce-
su decyzyjnego. W najbardziej uproszczonej wersji tej procedury wystarczy podać 
współczynnik optymizmu dotyczący poszczególnych czynności oraz wagi dla roz-
patrywanych kryteriów.

Kolejnym atutem DPG-TR/U jest możliwość różnicowania swojego nastawie-
nia do ryzyka w zależności od rozpatrywanej czynności.

Niniejszy podrozdział dotyczył optymalizacji czasowo-zasobowej projektów 
w warunkach niepewności przy założeniu, że zasoby są nieodnawialne (takim za-
sobem są środki finansowe). Zaprezentowany model optymalizacyjny można oczy-
wiście rozbudować, uwzględniając w nim także zasoby odnawialne (na przykład 
siłę roboczą).

4.7. Dwukryterialna ocena projektów inwestycyjnych

W literaturze wiele miejsca poświęcono wielokryterialnej ocenie projektów (Gó-
recka, 2009, 2010; Mohanty, 1992; Nowak, 2005; Shang, Tjader i Ding, 2004). 
Przedstawimy więc też przykład dotyczący tej problematyki. Dane liczbowe za-
czerpnięto z wcześniejszej pracy Gaspars-Wieloch (2014e).

Załóżmy, że pewne przedsiębiorstwo rozważa wybór jednego z czterech projek-
tów inwestycyjnych, przy czym kieruje się ono dwoma kryteriami: maksymalizacją 
przyszłego rocznego zysku oraz maksymalizacją udziału w rynku. Te dwie cechy 
trudno dokładnie oszacować, gdyż zależą od różnych czynników makro- i mikro-
ekonomicznych (popytu, mody, struktury populacji, uregulowań podatkowych, 
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strategii konkurencyjnych przedsiębiorstw, zdarzeń losowych, warunków atmos-
ferycznych itd.). Dlatego też dla każdego kryterium opracowano macierz wypłat 
reprezentującą cztery możliwe warianty decyzyjne, pięć potencjalnych scenariuszy 
i przewidywane realizacje kryteriów (tabela 4.17). Współczynnik pesymizmu oraz 
wagi celów oszacowano na poziomie α = 0,43, w1 = 0,4, w2 = 0,6.

Przy wyborze odpowiedniej procedury wielokryterialnej należy pamiętać o tym, 
że w analizowanym przykładzie mamy do czynienia z kryteriami zależnymi (pod-
rozdział 3.3). Wykorzystamy tutaj regułę SAPO(CS) (podrozdział 3.3.1), która znaj-
duje zastosowanie w takich wypadkach. Dodatkowym atutem tego podejścia jest 
możliwość jego stosowania w problemach z asymetrycznymi rozkładami wypłat 
– w przykładzie 36 taka sytuacja występuje często (np. roczne zyski dla projektów 
A1, A3 czy udział w rynku dla projektu A1). Kryteria wyrażono w różnych jednost-
kach i skalach, zatem konieczna jest normalizacja. Wartości znormalizowane poda-
no w tabeli (4.17) w nawiasach. Następnie obliczono wartości zagregowane, czyli 
SAW, dla każdej kombinacji 〈scenariusz, projekt〉 (tabela 4.18) i wygenerowano nie-
rosnące ciągi zagregowanych wartości znormalizowanych (tabela 4.19, wiersz 2).

Tabela 4.17. Przykład 36 – roczny zysk (w milionach euro) i udział w rynku (w %) 
oraz wartości znormalizowane a(n)k

i, j

Scena-
riusz

Projekt inwestycyjny Projekt inwestycyjny

A1 A2 A3 A4 A1 A2 A3 A4

Kryterium K1 – roczny zysk Kryterium K2 – udział w rynku

S1 2,5
(0,38)

4,0
(0,84)

4,5
(1,00)

3,0
(0,53)

20
(0,29)

22
(0,41)

15
(0,00)

21
(0,35)

S2 1,3
(0,00)

2,5
(0,38)

3,5
(0,69)

3,0
(0,53)

32
(1,00)

18
(0,18)

19
(0,24)

17
(0,12)

S3 1,6
(0,09)

3,0
(0,53)

4,3
(0,94)

2,0
(0,22)

29
(0,82)

19
(0,24)

16
(0,06)

18
(0,18)

S4 1,7
(0,13)

3,0
(0,53)

2,0
(0,22)

2,5
(0,38)

28
(0,76)

15
(0,00)

23
(0,47)

24
(0,53)

S5 1,5
(0,06)

3,5
(0,69)

4,2
(0,91)

4,0
(0,84)

30
(0,88)

17
(0,12)

16
(0,06)

24
(0,53)

Ź r ó d ł o: Przykład zaczerpnięty z artykułu Gaspars-Wieloch (2014e).

Liczba wyrazów podciągów dobrych i złych wyników zależy od parametru C, 
który ma wartość { }max 1, 5 min{0,43, 0,57} 3C = ⋅ =   , oraz od dopuszczalnych 
odchyleń od skrajnych zagregowanych wartości znormalizowanych. Przyjmij-
my, że d max = d min = 0,3. Wyrazy obu podciągów i ich średnie podano w tabe-
li 4.19 (wiersze 3-4 oraz 5-6). Ostateczne wskaźniki uzyskane według reguły 
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SAPO(CS) pozwalają nam wygenerować następujący ranking: A1, A3, A4, A2. 
Otrzymany ranking jest nieco inny niż ten, który został przedstawiony przez Ga-
spars-Wieloch (2014e) – projekty inwestycyjne A3, A4 są tam ustawione w odwrot-
nej kolejności. Różnica wynika z tego, że w niniejszej monografii postanowiono 
dokonać drobnej modyfikacji w przedostatnim kroku procedury SAPO (podroz-
dział 2.3.3). Powody tej zmiany wyjaśniono w rozdziale 2. Niezależnie jednak 
od uzyskanego rankingu, obie rekomendacje jednoznacznie wskazują na wybór 
pierwszego projektu inwestycyjnego. W rozpatrywanym przykładzie decydent 
nie powinien mieć wątpliwości, że to właśnie ten projekt należy wybrać. Gdyby 
jednak wartości miernika S(n)j

CS
 były bardzo do siebie zbliżone, należałoby roz-

ważyć użycie dodatkowego narzędzia decyzyjnego w postaci chociażby odchy-
lenia standardowego. Rozstępy zagregowanych wartości znormalizowanych są 
bowiem mocno zróżnicowane.

Tabela 4.18. Przykład 36 – zagregowane wartości znormalizowane A(n)i, j

Scenariusz
Projekt inwestycyjny

A1 A2 A3 A4

S1 0,326 0,585 0,400 0,424

S2 0,600 0,256 0,416 0,283

S3 0,532 0,354 0,410 0,193

S4 0,509 0,213 0,370 0,468

S5 0,554 0,346 0,398 0,655

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.17.

Tabela 4.19. Przykład 36 – obliczenia według reguły SAPO(CS)

Parametr
Projekt inwestycyjny

A1 A2 A3 A4

Sqj 0,60; 0,55; 0,53; 
0,51; 0,33

0,58; 0,35; 0,35; 
0,26; 0,21

0,42; 0,41; 0,40; 
0,40; 0,37

0,66; 0,47; 0,42; 
0,28; 0,19

SSqj
max 0,600; 0,554; 0,532 0,585 0,416; 0,410 0,655

SSqj
min 0,326 0,256; 0,213 0,370 0,283; 0,193
max( ) jA n 0,562 0,585 0,413 0,655
min( ) jA n 0,326 0,234 0,370 0,238

S(n)j
CS 0,681 0,347 0,473 0,381

Ź r ó d ł o: jak do tabeli 4.17.
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4.8. Podsumowanie

W rozdziale 4 omówiono sześć przykładów zastosowań reguł prezentowanych 
w rozdziałach 2 i 3. Opisano między innymi podejścia Omega(H+B) i NPV(H+B). 
Można odnieść wrażenie, że są to bardzo podobne metody, gdyż oceniają odpo-
wiednio efektywność i rentowność projektów oraz odwołują się do reguły H+B. 
Pamiętajmy jednak, że różni je zasadniczo czynnik czasu. Podejście NPV(H+B) 
pozwala ocenić przedsięwzięcie pod kątem przepływów pieniężnych pochodzą-
cych z różnych okresów, podczas gdy wskaźnik Omega(H+B) syntetycznie ujmu-
je osiągnięte zyski bądź straty.

Proponowane procedury można oczywiście zastosować w wielu innych ekono-
micznych problemach optymalizacyjnych. Dalsze przykłady wykorzystania opisa-
nych podejść autorka przedstawiła we wcześniejszych artykułach:

–– Spare parts quantity problem, interval loss matrix and uncertainty with unk-
nown probabilities (Gaspars-Wieloch, 2016b), gdzie poruszono problem 
optymalizacji liczby części zamiennych dla urządzeń o nowej technologii,

–– Alokacja zasobu w warunkach niepewności: modele decyzyjne i procedury 
obliczeniowe (Gaspars, 2007) i Resource allocation under complete uncerta-
inty – case of asymmetric payoffs (Gaspars-Wieloch, 2016a), które są zwią-
zane z  optymalizacją rozdziału zasobu przy niepewnych skumulowanych 
zyskach z poszczególnych działalności,

–– Innovative projects scheduling with scenario-based decision project graphs 
(Gaspars-Wieloch, 2017e), który dotyczy minimalizacji kosztu realizacji pro-
jektu opisanego za pomocą sieci alternatywno-decyzyjnej przy założeniu, że 
czasy czynności są niepewne,

–– A scenario-based shortest path algorithm for optimizing the sequence of 
choices under uncertainty (Gaspars-Wieloch, 2017c), gdzie odwołano się do 
zagadnienia najkrótszej drogi w sieci o niedeterministycznych długościach 
łuków w celu optymalizacji sekwencji wyborów w warunkach niepewności.

W rozdziale 4 zrealizowano aplikacyjny cel pracy, który polegał na sformułowa-
niu modelu matematycznego dla wybranych problemów (zagadnień) ekonomicz-
nych, w których ostateczna decyzja jest podejmowana w warunkach niepewności, 
oraz na adaptacji i  wykorzystaniu zaproponowanych procedur do wyznaczenia 
optymalnego rozwiązania. Do realizacji tego celu wystarczyły dane fikcyjne, ponie-
waż autorce zależało jedynie na ukazaniu, w jakich przykładowych zagadnieniach 
ekonomicznych autorskie procedury mogą się okazać przydatne i w jaki sposób 
należy korzystać z proponowanych reguł, aby wybierane były decyzje odzwiercie-
dlające preferencje decydenta. Kwestie związane z wdrażaniem rozwiązań reko-
mendowanych przez poszczególne reguły decyzyjne dla konkretnych podmiotów 
gospodarczych nie są przedmiotem niniejszej rozprawy.



Zakończenie

W niniejszej monografii poruszono problematykę podejmowania decyzji ekono-
micznych w  warunkach niepewności. Pokazano, jak różnie można definiować 
niepewność, a także inne pojęcia z nią ściśle związane: w szczególności ryzyko 
i prawdopodobieństwo. Zwrócono również uwagę na to, że niepewność może być 
modelowana na wiele różnych sposobów (rozdział 1).

W kolejnych częściach pracy zawężono jednak istotnie obszar badawczy opra-
cowania, gdyż optymalizacja w  warunkach niepewności jest bardzo szerokim 
zagadnieniem, na dodatek wciąż aktualizowanym i pogłębianym przez reprezen-
tantów różnych środowisk naukowych. Przyjęto więc, że monografia będzie do-
tyczyć podejmowania decyzji na podstawie planowania scenariuszowego, dzięki 
któremu możliwe jest ukazanie rozpatrywanego problemu decyzyjnego w postaci 
jednej bądź wielu macierzy wypłat. Macierz wypłat zawiera informacje o warian-
tach decyzyjnych, potencjalnych scenariuszach i realizacjach danego kryterium. 
W pracy rozpatrywano jedynie takie sytuacje, w których podmiot podejmujący 
decyzję nie jest w stanie bądź nie planuje szacować prawdopodobieństwa wy-
stąpienia scenariuszy. Przyjęcie takiego założenia zostało uzasadnione w wielu 
fragmentach książki. Wśród powodów, dla których skupiono się na tematyce po-
dejmowania decyzji przy nieznanym rozkładzie prawdopodobieństwa, wymie-
niono między innymi nieuzasadnione jego stosowanie w  wypadku wariantów 
decyzyjnych realizowanych raz (L. von Mises, 1949, 1962), trudności związane 
z oszacowaniem tej wielkości (Caplan, 1999, 2001), zwłaszcza gdy rozpatrywa-
ne są sytuacje o dużym stopniu nowości, oraz przekonanie niektórych badaczy 
o jego nieprzydatności w planowaniu scenariuszowym, w którym przyjmuje się 
założenie, że dokładne ustalenie wyczerpującego zbioru potencjalnych przyszłych 
sytuacji jest niewykonalne (Durbach i Stewart, 2012b; Michnik, 2013a, 2013b; 
Montibeller i Franco, 2010).

W rozdziale 1 odwołano się do teorii decyzji i teorii ekonomii, których wpływ 
jest widoczny w literaturze zarówno krajowej, jak i obcej. Teoria decyzji stosuje 
pojęcie „niepewności” w wąskim znaczeniu (sytuacja, w której prawdopodobień-
stwo stanów natury nie jest dokładnie znane). Teoria ekonomii rozumie ten termin 
bardzo szeroko (sytuacja, w której choć jeden czynnik nie jest dokładnie znany – 
tym czynnikiem mogą być scenariusze, wypłaty z nimi związane, prawdopodobień-



202 Zakończenie

stwo zajścia zdarzeń, faktyczny scenariusz). Można by zatem stwierdzić, że według 
teorii ekonomii decyzje w warunkach pewności są tożsame z decyzjami determini-
stycznymi, natomiast decyzje obarczone niepewnością są decyzjami niedetermini-
stycznymi. Obie wspomniane teorie również w odmienny sposób definiują ryzyko. 
Teoria decyzji traktuje ryzyko jako sytuację, w której prawdopodobieństwa zajścia 
zdarzeń są dokładnie znane, teoria ekonomii zaś traktuje ryzyko jako zagrożenie, 
jako możliwość uzyskania wyniku innego niż oczekiwany. Ryzyku w teorii decy-
zji można więc przyporządkować konkretny stopień niepewności w teorii ekono-
mii. W ostatniej części rozdziału 1 podkreślono, że w dalszych rozdziałach terminy 
„niepewność” i „ryzyko” będą stosowane zgodnie z teorią ekonomii.

Autorka przyjęła założenie, że zaprezentuje w pracy propozycje reguł wspiera-
jących jedno- i wielokryterialne podejmowanie decyzji (rozdział 2 i 3), przy czym 
będą one zazwyczaj stanowić modyfikacje istniejących procedur. W opracowaniu 
opis autorskich metod poprzedzono przeglądem i analizą istniejących podejść.

Poza jednym przypadkiem prezentowane nowe reguły dają możliwość uwzględ-
nienia preferencji decydenta na podstawie między innymi deklarowanego przez 
niego współczynnika pesymizmu (optymizmu), wag przypisywanych kryteriom, 
dopuszczalnych odchyleń wypłat od wartości skrajnych i punktu referencyjnego. 
W monografii znajdziemy zarówno reguły decyzyjne opracowane z myślą o decy-
dentach aktywnych (pragnących istotnie zaangażować się w cały proces decyzyj-
ny), jak i procedury dla decydentów pasywnych.

Rozprawa zawiera też różne sugestie dotyczące:
–– sposobów wyznaczania użyteczności wypłat,
–– redukowania pierwotnego zbioru scenariuszy do podzbioru stanów natury 

odzwierciedlających naturę decydenta,
–– uwzględnienia pozycji danej wypłaty na tle pozostałych realizacji wybrane-

go kryterium w obrębie konkretnej decyzji bądź konkretnego scenariusza,
–– porównywania opcji charakteryzujących się zróżnicowanymi rozstępami wy-

płat lub asymetrią wypłat,
–– wyboru ostatecznej decyzji w wypadku pojawienia się przynajmniej dwóch 

wariantów decyzyjnych o zbliżonych, najlepszych wartościach zastosowa-
nego miernika decyzyjnego,

–– agregowania wartości w przypadku programowania wielokryterialnego w wa-
runkach niepewności.

Wszystkie reguły decyzyjne opisane w książce dotyczą gier z naturą.
Do zaproponowania różnego rodzaju zmian w oryginalnych metodach przyczy-

niły się przeprowadzone przez autorkę liczne eksperymenty numeryczne, z których 
wynikało, że pierwotne podejścia prowadzą w pewnych sytuacjach do uzyskania 
nielogicznych bądź nieużytecznych rozwiązań lub rankingów decyzji.
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W monografii skupiono się na regułach decyzyjnych, których rekomendacji 
można użyć tylko raz (one-shot decisions)66, przy czym autorkę interesowały za-
równo procedury umożliwiajace wyznaczenie odpowiedniej strategii czystej, jak 
i techniki wspierające poszukiwanie właściwej strategii mieszanej67.

Ostatnią część pracy (rozdział 4) poświęcono prezentacji wybranych zagadnień 
ekonomicznych, w których można zastosować proponowane podejścia. Skoncentro-
wano się na sytuacjach decyzyjnych, które z punktu widzenia podmiotu decyzyjne-
go cechuje duży stopień nowości (projekty innowacyjne, produkty innowacyjne).

W monografii zrealizowano zarówno cel główny (diagnoza przyczyn, dla któ-
rych stosowanie istniejących reguł może prowadzić do uzyskania zaskakujących 
rekomendacji, i opracowanie własnych, udoskonalonych procedur), jak i wszystkie 
sformułowane cele szczegółowe, które polegały na: 1) wielopłaszczyznowym opi-
sie problematyki podejmowania decyzji w warunkach niepewności oraz prezenta-
cji istniejących i autorskich metod (cel teoretyczny); 2) przeprowadzeniu analizy 
rozwiązań oraz rankingów generowanych za pomocą istniejących i nowych proce-
dur (cel empiryczny); (3) adaptacji i wykorzystaniu autorskich reguł decyzyjnych 
w przykładowych problemach (zagadnieniach) ekonomicznych (cel aplikacyjny).

Prezentowane w książce autorskie reguły decyzyjne mają wiele zalet.
Po pierwsze, w większości wypadków są one dość proste w użyciu, biorąc pod 

uwagę zakres potrzebnej wiedzy matematycznej, a zadania optymalizacyjne for-
mułowane na podstawie modeli matematycznych można z łatwością rozwiązać za 
pomocą dostępnego specjalistycznego oprogramowania (np. SAS/OR, MiniZinc, 
CPLEX, „R”, Solver w Excelu).

Po drugie, nie wymagają one szacowania prawdopodobieństwa zajścia zdarzeń. 
Jest to bardzo cenna cecha, chociażby przy wyznaczaniu wartości bieżącej netto 
(NPV) w warunkach niepewności dla różnych projektów na podstawie przepływów 
pieniężnych pochodzących z różnych okresów (podrozdział 4.3). Zamiast rozkładu 
prawdopodobieństwa decydent musi jedynie podać współczynnik pesymizmu (opty-
mizmu), który jest pierwotnym parametrem zadania decyzyjnego i opisuje subiek-
tywnie naturę podmiotu decyzyjnego. Następnie na podstawie tego współczynnika 
generowane są automatycznie dalsze informacje, takie jak suma przypadków domi-
nacji, którą powinien charakteryzować się scenariusz o największej subiektywnej 
szansie wystąpienia (podrozdział 2.4), liczebność podzbioru atrakcyjnych wyni-
ków i liczebność podzbioru niekorzystnych wartości dotyczących danego wariantu 

66	Jedynie w wypadku trzech reguł (H+B, APO i SAPO), dzięki analizie wszystkich lub niektó-
rych wypłat pośrednich, dopuszczalne jest, choć w ograniczonym zakresie, skorzystanie z tych pro-
cedur w celu wyznaczenia decyzji realizowanej wielokrotnie.

67	W książce zwrócono także uwagę na to, że jeżeli tylko specyfika danego problemu decyzyjne-
go na to pozwala, lepiej jest szukać strategii mieszanej aniżeli strategii czystej. Wzrastają wówczas 
szanse na wyższą wypłatę.
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decyzyjnego (podrozdział 2.3.2), czy też wagi przypisywane poszczególnym wy-
płatom (podrozdział 2.3.1)68. Są to więc pewne wtórne parametry, które można 
potraktować jako wielkości o znamionach prawdopodobieństwa (probability-like 
quantities). Decydent nie tylko nie musi operować rachunkiem prawdopodobień-
stwa, lecz także nie jest zobowiązany do szacowania funkcji przynależności i do 
odwoływania się do zbiorów rozmytych, co jest istotnym ułatwieniem w kontekście 
coraz bardziej złożonej niepewności. Autorka zdaje sobie jednak sprawę z tego, 
że ustalenie poziomu współczynnika ostrożności może również sprawiać trudno-
ści decydentom. W problemach słabo ustrukturalizowanych (tj. takich, w których 
przynajmniej niektóre warianty lub kryteria są nieprecyzyjnie zdefiniowane, a in-
formacje ich dotyczące są niepełne i nie mają postaci liczbowej), swoje preferen-
cje można wyrazić na przykład przedziałowo (Świtalski, 2002b).

Po trzecie, deklarowany współczynnik pesymizmu może być nie tylko różny dla 
poszczególnych decydentów, ale może być też różny w zależności od rozpatrywa-
nego problemu decyzyjnego. Co więcej, możliwe jest nawet różnicowanie wartości 
tego parametru w obrębie tego samego problemu. Można na przykład zastosować 
różne wielkości współczynnika ostrożności dla kolejnych czynności z niepewny-
mi parametrami wchodzących w skład przedsięwzięcia (podrozdział 4.6). Nie ma 
też żadnych przeciwwskazań, by takie podejście przyjąć przy ocenianiu swojego 
nastawienia do ryzyka w odniesieniu do NPV(H+B) i przepływów pieniężnych po-
chodzących z różnych okresów (podrozdział 4.3).

Po czwarte, różnorodność proponowanych reguł sprawia, że można dzięki nim 
rozwiązać zarówno problemy, w których pozycja danej wypłaty w macierzy wy-
płat ma znaczenie (podrozdział 2.5), jak i problemy, w których tak naprawdę nie 
jest istotne, gdzie ta wypłata zostanie umieszczona we wspomnianej macierzy (np. 
podrozdziały 2.3-2.4). W pierwszym wypadku mamy więc do czynienia z ciągami 
wypłat dla kolejnych wariantów decyzyjnych, natomiast w drugim – ze zbiorami 
wypłat. Owa różnorodność metod pozwala także rozpatrywać zadania wielokry-
terialne z zależnymi (podrozdziały 3.3.1, 3.3.4) bądź niezależnymi (podrozdziały 
3.3.2, 3.3.3) kryteriami. W literaturze brakuje opracowań dotyczących wielokryte-
rialnego poszukiwania optymalnej strategii mieszanej w kontekście gier z naturą. 
Dlatego w rozprawie starano się poświęcić uwagę także tej problematyce (podroz-
działy 3.3.3-3.3.4).

Zanim zostaną omówione proponowane kierunki dalszych badań, warto zwró-
cić uwagę na kilka kwestii ogólnych.
1) �Liczba metod prezentowanych w pracy może być uznana za zbyt dużą. Niektó-

rzy czytelnicy mogą też odnieść wrażenie, że żadna proponowana reguła nie 

68	Wagi te mają pewne znamiona względnych wag (swing weights), o których mowa jest w pod-
rozdziale 3.2.
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jest odpowiednio dobra, skoro przedstawiono aż tyle alternatywnych podejść. 
Wnikliwa lektura monografii pozwala jednak wyciągnąć istotne wnioski. Otóż 
fakt istnienia bardzo wielu technik – zarówno tych opracowanych przez innych 
badaczy, jak i tych przygotowanych przez autorkę – świadczy o tym, że takie 
zróżnicowanie jest potrzebne głównie z dwóch powodów. Z jednej strony decy-
denci charakteryzują się odmiennymi preferencjami (oczekiwaniami, wymaga-
niami i przewidywaniami) – na przykład niektórzy pragną podejmować decyzje 
na podstawie analizy wszystkich wypłat przypisanych danej opcji (podroz-
dział 2.3.1), inni zaś wolą się skupić na wybranym podzbiorze wyników (pod-
rozdziały 2.3.2-2.3.3, 2.4.1-2.4.2). Z drugiej strony struktura poszczególnych 
problemów też może być bardzo różnorodna (asymetria wypłat, zróżnicowane 
rozstępy wypłat, zależność bądź niezależność kryteriów itd.). Warto więc przed 
rozwiązaniem danego zadania dokładnie zbadać naturę decydenta i specyfikę 
sytuacji decyzyjnej w celu wyboru właściwej reguły decyzyjnej.

2)	�We wszystkich regułach decyzyjnych zaleca się, aby macierz (macierze) wy-
płat była(y) szacowana(e) przez eksperta niebędącego jednocześnie decyden-
tem. Dzięki temu nastawienie podmiotu do ryzyka nie będzie uwzględnione 
podwójnie: raz przy szacowaniu macierzy, a drugi raz przy deklarowaniu dal-
szych parametrów (np. współczynnika pesymizmu). Jeżeli jednak nie jest możli-
we obiektywne wyznaczenie macierzy wypłat, dobrze by było, gdyby decydent 
miał świadomość zaistniałej sytuacji i  starał się uniknąć przeszacowania lub 
niedoszacowania wartości wymaganych parametrów.

3)	�W monografii mało miejsca poświęcono sposobom szacowania współczynników 
pesymizmu i optymizmu, gdyż prezentując kolejne reguły decyzyjne, założono, 
że ten parametr jest już dany. Sam temat nie jest jednak błahy – wartość owych 
parametrów ma przecież niezwykle istotny wpływ na otrzymane rekomenda-
cje. Podmioty decyzyjne powinny mieć więc rozeznanie w tej materii. Powinny 
na przykład mieć świadomość tego, czy swoje nastawienie do ryzyka oceniają 
na podstawie macierzy wypłat, czy macierzy użyteczności. We wcześniejszych 
rozdziałach monografii zwracano na to uwagę, ale podkreślimy to jeszcze raz 
– po otrzymaniu rozwiązania za pomocą wybranej reguły decyzyjnej zasadne 
jest, zwłaszcza w wątpliwych sytuacjach, przeprowadzić analizę wrażliwości 
(Kamiński, Jakubczyk i Szufel, 2017). Dzięki niej decydent będzie miał moż-
liwość zweryfikowania, w jakim stopniu uzyskiwane rekomendacje są stabilne 
w zależności od poziomu danego parametru. Zauważmy też, że współczynnik 
ostrożności może mieć różne interpretacje. Może on ukazywać pewne przypusz-
czenia decydenta związane z przyszłością, ale może też określać, jak bardzo 
podmiot decyzyjny nie chce być narażony na straty (niekorzystne wyniki). Choć 
różnego rodzaju instytucje finansowe starają się wspomóc inwestorów w osza-
cowaniu tego parametru, nakłaniając ich do wypełnienia ankiet, formularzy 
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zawierających pytania dotyczące ich osobowości, oczekiwań i przypuszczeń, 
to ostateczne zadeklarowanie wartości współczynnika pesymizmu może być 
dla nich nadal skomplikowane.

4)	�W rozprawie analizowano jednoetapowe procesy decyzyjne. Nic nie stoi jed-
nak na przeszkodzie, by autorskie procedury zastosować na jednym z etapów 
wieloetapowego procesu decyzyjnego (multi-stage decision making). Tematyką 
wieloetapowych procesów decyzyjnych w warunkach niepewności zajmują się 
między innymi Delage i Iancu (2015), Pra, Rudari i Runggaldier (1994) oraz 
Świtalski (1998).

5)	�Powinniśmy mieć świadomość tego, że w rozprawie ścierają się dwa podejścia: 
normatywne i deskryptywne (podrozdział 1.4) oraz że proponowane metody 
mogą prowadzić jedynie do częściowo racjonalnych decyzji, gdyż w związku 
z różnymi nieznanymi czynnikami dotyczącymi przyszłości podmioty decyzyj-
ne posiadają tylko ograniczoną racjonalność – nie wybierają więc zazwyczaj 
decyzji optymalnych, lecz warianty decyzyjne, które je satysfakcjonują w mo-
mencie podejmowania decyzji (Frish i Baron, 2006; Simon, 1955, 1957, 1991). 
W pracy używano zamiennie pojęć „optymalne rozwiązanie”, „odpowiednie 
rozwiązanie” i „właściwe rozwiązanie”, choć tak naprawdę wyznaczone roz-
wiązania wcale nie muszą się okazać najlepsze z punktu widzenia kryteriów 
ważnych dla decydenta. Wybrane strategie spełniają jedynie warunki zawar-
te w modelu matematycznym sformułowanym na podstawie dostępnej wiedzy 
i preferencji, ale to dopiero po zajściu konkretnego stanu natury okaże się, czy 
zrealizowany wariant decyzyjny był dobrym wyborem. Z tym aspektem wiążą 
się także obserwacje Kahnemana (2011), który w swej książce Thinking, fast 
and slow wyraźnie rozróżnił dwa sposoby myślenia: (1) szybkie, automatyczne, 
bez poczucia świadomej kontroli, oraz (2) wolne, racjonalne, charakterystycz-
ne dla działań wymagających umysłowego wysiłku. Przy definiowaniu różnych 
parametrów wymaganych w ramach danej reguły decyzyjnej dobrze by było 
oczywiście „uruchomić” ten drugi typ myślenia, choć nawet ono, z racji nie do 
końca znanej przyszłości, może doprowadzić do podjęcia niekorzystnej decy-
zji. Z obserwacji zawartych w niniejszym akapicie wynika, że w rozprawie nie 
zabrakło też elementów ekonomii behawioralnej. Jak wiemy, jest to dziedzina 
analizy ekonomicznej, która weryfikuje ekonomię neoklasyczną na podstawie 
wyników badań socjologicznych oraz psychologicznych i odrzuca przyjęte przez 
nią założenia o całkowitej racjonalności ludzkich decyzji (Solek, 2010).

6)	�Ideę poszczególnych metod zilustrowano w pracy dość prostymi przykładami, 
które ze względu na małe rozmiary można byłoby właściwie przeanalizować, 
nie korzystając z żadnej reguły decyzyjnej. Istniejące i autorskie procedury na-
bierają natomiast znaczenia wraz ze wzrostem liczby scenariuszy i wariantów 
decyzyjnych rozpatrywanego problemu decyzyjnego.
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7)	�Autorskie metody mogą być wykorzystane we wszystkich czterech sektorach 
(rolniczym, przemysłowym, usługowym i sektorze obejmującym zdobywanie, 
przetwarzanie i dostarczanie informacji). Ich celem jest wspieranie procesu de-
cyzyjnego nie tylko w wypadku kierowania pojedynczym przedsięwzięciem, ale 
też w wypadku kierowania całym przedsiębiorstwem. Wspomnianych procedur 
warto użyć zwłaszcza przy podejmowaniu indywidualnych decyzji finansowych 
(inwestycyjnych, depozytowych, rozpraszania ryzyka, pozyskiwania kapitału). 
Zaprezentowanych podejść nie należy natomiast stosować wówczas, gdy decy-
zja ma być podjęta bardzo szybko – w takiej sytuacji decydent nie ma czasu na 
zebranie informacji o przyszłych scenariuszach, na wybór odpowiedniej reguły 
decyzyjnej i na oszacowanie preferencji.

8)	�Choć większość autorskich algorytmów przedstawionych w rozprawie zapre-
zentowano już w innych publikacjach, to niniejsza monografia zawiera wiele 
nowych, cennych treści:
–– niektóre pierwotne autorskie procedury zostały nieco rozbudowane, by jesz-

cze lepiej odzwierciedlały oczekiwania poszczególnych decydentów,
–– wykorzystano nowe przykłady liczbowe – po to, by można było dokonać 

analizy porównawczej zaproponowanych metod,
–– wyciągnięto bardzo dużo nowych wniosków dotyczących skuteczności oraz 

obszarów zastosowań istniejących i autorskich reguł decyzyjnych.
Na koniec warto przedstawić możliwe kierunki dalszych badań:

1)	�Monografia traktuje tylko o punktowo wyznaczonych wypłatach, czyli realiza-
cjach poszczególnych kryteriów. Wraz ze wzrostem stopnia niepewności pre-
cyzyjne określenie wypłaty dla każdej kombinacji 〈scenariusz, decyzja〉 może 
się okazać niemożliwe. Dlatego w dalszych badaniach można byłoby się poku-
sić o dostosowanie opracowanych reguł do sytuacji, w której dla każdej wspo-
mnianej pary wypłaty podane są nie punktowo, lecz przedziałowo.

2)	�Praca skupia się na analizie problemów jednokryterialnych, w których pozycja 
wypłaty w obrębie danej decyzji ma lub nie ma znaczenia, oraz na analizie pro-
blemów wielokryterialnych, w których kryteria są zależne lub nie. Warto w tym 
kontekście zgłębić kwestię niezależności scenariuszy w ramach danego kryte-
rium. Chodzi mianowicie o sytuację, w której każda decyzja zależy od innych 
stanów natury, przy czym liczba scenariuszy może być zupełnie różna dla po-
szczególnych opcji. Takie okoliczności pojawiły się w przykładzie 4.5, w któ-
rym to zadanie polegało na optymalizacji czasowo-zasobowej przedsięwzięć.

3)	�W rozprawie zastosowaną miarą awersji do ryzyka był przede wszystkim współ-
czynnik pesymizmu (rozdziały 2-4). Odwoływano się także do akceptowanego 
poziomu odchylenia standardowego wypłat (rozdział 4.5) oraz do minimalnej 
liczby wypłat nie mniejszych niż wskaźnik Walda (podrozdział 2.4.1). Są to 
jednak tylko propozycje. W pracy Kopańskiej-Bródki (2011) znajdziemy opis 
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wielu innych miar ukazujących stosunek podmiotu decyzyjnego do ryzyka. Ich 
wykorzystanie w konstruowanych regułach decyzyjnych mogłoby przynieść do-
datkowe korzyści dla decydenta. Obok miar rozproszenia wypłat cenne są także 
na przykład miary asymetrii tychże wypłat.

4)	�W podsumowaniu rozdziału 4, prezentującego przykładowe zastosowania pro-
ponowanych reguł decyzyjnych, podano kolejne dziedziny, w których warto 
skorzystać z technik omówionych w monografii. Nie są to jednak jedyne moż-
liwe obszary zastosowań. Interesujące byłoby na przykład dokonanie adapta-
cji wybranej reguły do problemu optymalizacji przewozów produktów szybko 
tracących wartość (Anholcer, 2017). Z kolei przykład omówiony w  podroz-
dziale 4.4, dotyczący jednookresowego zagadnienia gazeciarza (single-period 
newsboy problem), można byłoby rozbudować i rozpatrzyć w kontekście wie-
lookresowego zagadnienia gazeciarza (multi-period newsboy problem). W ta-
kiej sytuacji rozwiązywany problem byłby dla decydenta w każdym kolejnym 
okresie coraz bardziej znany, a więc coraz mniej niepewny.

5)	�Głównym obszarem badań podjętych w pracy jest indywidualne podejmowanie 
decyzji w warunkach niepewności. Tymczasem wiemy, że w licznych sytuacjach 
decyzyjnych zadowalające rozwiązanie jest poszukiwane grupowo, gdyż reali-
zacja wybranej opcji może się wiązać z koniecznością poniesienia znacznych 
wydatków, zaangażowania wielu osób czy też rezygnacji z  innych przedsię-
wzięć (np. decyzji inwestycyjnych). Proponowane reguły decyzyjne można jed-
nak wykorzystać jako dodatkowy, wstępny, pośredni bądź końcowy instrument 
wspierający grupowe podejmowanie decyzji (GDM). Mogą one pełnić funkcję 
doradczą. Być może poprzedzenie GDM etapem polegającym na indywidualnym 
poszukiwaniu rozwiązania za pomocą jednej z autorskich metod pozwoliłoby 
istotnie zredukować pierwotny zbiór rozpatrywanych wariantów decyzyjnych 
(Gaspars-Wieloch, 2017g). Warto zatem sprawdzić, w jakim dokładnie zakresie 
da się zastosować opisane w pracy reguły decyzyjne do grupowego podejmo-
wania decyzji. Dużą wartością dodaną będzie analiza istniejących metod GDM, 
takich jak Promethee GDSS (group decision support system) i AHP (Pedrycz 
i Song, 2011; Ziemba i Budziński, 2011), oraz wzbogacenie ich o pewne ele-
menty zawarte w podejściach prezentowanych w książce.

6)	�Procedury omówione w monografii znajdują zastosowanie w grach z naturą. 
W dalszych badaniach można by dokonać analizy tych metod pod kątem ich 
ewentualnej przydatności w grach z  innymi graczami (grach dwuosobowych 
i wieloosobowych). Ta problematyka jest aktualnie intensywnie rozwijana przez 
innych badaczy, np. Kamińskiego i Łatka (2016); Zapatę, Caraballa, Monroya 
i Marmola, 2017).



Wykaz skrótów

Skrót Znaczenie Termin angielski

1S modele jednoetapowe 1-stage models

2S modele dwuetapowe 2-stage models

2S-CS modele 2-etapowe kryteria/scenariusze 2-stage models criteria/scenarios

2S-SC modele 2-etapowe scenariusze/kryteria 2-stage models scenarios/criteria

AHP analityczny proces hierarchiczny analytic hierarchy process

ALT(A) podzbiór czynności alternatywnych subset of alternative activities

ALT(N) podzbiór węzłów alternatywnych subset of alternative nodes

AOA czynności na łukach activities on arcs

AON czynności w węzłach activities on nodes

APO średnie dobrych i złych wyników wa-
żonych współczynnikiem pesymizmu 
i optymizmu

the averages of good and bad results 
weighted by the pessimism and optimism 
index

CAAN jedna z modyfikacji DPG controlled alternative activity network

CAN(A) podzbiór czynności kanonicznych subset of canonical activities

CAN(N) podzbiór węzłów kanonicznych subset of canonical nodes

CAP prawdopodobieństwo zdarzeń 
jednostkowych

case probability

CCANM jedna z modyfikacji DPG controlled cyclic alternative network 
model

CEUM maksymalizacja oczekiwanej użyteczno-
ści Choqueta

Choquet expected utility maximization

CLP prawdopodobieństwo klas class probability

CMJ skumulowana reguła max-min joy 
criterion

cumulative max-min joy criterion

CPT kumulacyjna teoria perspektywy (sku-
mulowana teoria perspektywy)

cumulative perspective theory

DCPMN sieci alternatywno-decyzyjne decision critical path method networks
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DMC podejmowanie decyzji w warunkach 
pewności

decision making under certainty

DMPI podejmowanie decyzji w warunkach 
niepełnej informacji

decision making with partial 
information

DMR podejmowanie decyzji w warunkach 
ryzyka

decision making under risk

DMTI podejmowanie decyzji w warunkach to-
talnej niewiedzy

decision making under total ignorance

DMU podejmowanie decyzji w warunkach 
niepewności

decision making under uncertainty

DPC(dep) problemy decyzyjne z zależnymi 
kryteriami

decision problems with dependent 
criteria

DPC(ind) problemy decyzyjne z niezależnymi 
kryteriami

decision problems with independent 
criteria

DPG sieci alternatywno-decyzyjne decision project graphs

DREE reguła decyzyjna ze zdarzeniami 
ekstremalnymi

decision rule with extreme events

DUM(A) podzbiór czynności fikcyjnych subset of dummy activities

END(N) podzbiór węzłów końcowych subset of end nodes

EPM maksymalizacja oczekiwanej wypłaty expected payoff maximization

EUM maksymalizacja oczekiwanej 
użyteczności

expected utility maximization

EVC kryterium wartości oczekiwanej expected value criterion

FS następna czynność rozpoczyna się po 
zakończeniu jej poprzednika

finish to start

GAAN jedna z modyfikacji DPG generalized alternative activity network

GAN sieci stochastyczne generalized analysis network

GDM grupowe podejmowanie decyzji group decision making

GDSS system wspierający grupowe podejmo-
wanie decyzji

group decision support system

GERT odmiana sieci stochastycznych graphical evaluation and review 
technique

GERTS technika oparta na siecach stochastycz-
nych i symulacji

graphical evaluation and review tech-
nique simulation

H+B hybryda reguł Hurwicza i Bayesa hybrid of Hurwicz and Bayes rules

IDM indywidualne podejmowanie decyzji individual decision making
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MAP(post) metody umożliwiające deklarowanie 
preferencji po wstępnym rozwiązaniu 
zadania

methods with a posteriori articulation of 
preferences

MAP(prior) metody umożliwiające deklarowanie 
preferencji przed rozwiązaniem zadania

methods with a priori articulation of 
preferences

MDMU wielokryterialne podejmowanie decyzji 
w warunkach niepewności

multi-criteria decision making under 
uncertainty

MDMU+SP wielokryterialne podejmowanie decyzji 
w warunkach niepewności na podstawie 
planowania scenariuszowego

multi-criteria decision making under un-
certainty with scenario planning

MEU maksyminowa oczekiwana użyteczność max-min expected utility

MJ reguła maksymalizacji minimalnych 
względnych zysków

max-min joy criterion

MNAP metody, w których preferencje nie są 
definiowane

methods with no articulation of 
preferences

MSD średnie odchylenie standardowe mean standard deviation

NCF przepływ pieniężny netto net cash flow

NP zagadnienie gazeciarza newsvendor problem, newsboy problem

NPV wartość bieżąca netto net present value

NPW wartość bieżąca netto net present worth

PERT metoda wyznaczania ścieżki krytycznej 
w warunkach niepewności

program evaluation and review 
technique

PT teoria perspektywy perspective theory

RBHC ograniczone kryterium Bayesa 
i Hurwicza

restricted Bayes/Hurwicz criterion

RDEU 
(AU)

konfiguralnie ważona użyteczność rank-dependent expected utility (antici-
pated utility)

SAPO zawężone średnie dobrych i złych wyni-
ków ważonych współczynnikiem pesy-
mizmu i optymizmu

the shortened averages of good and bad 
results weighted by the pessimism and 
optimism index

SAW ważona suma realizacji kryteriów 
(metakryterium)

simple additive weighted method

SB-MCDA wielokryterialne podejmowanie decyzji 
w warunkach niepewności na podstawie 
planowania scenariuszowego

scenario-based multicriteria decision 
making under uncertainty

SEUM maksymalizacja subiektywnej oczekiwa-
nej użyteczności

subjective expected utility maximization

SF+AS(m) prognoza scenariuszy i wybór strategii 
mieszanej

scenario forecasting and alternative se-
lection for mixed strategies
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SF+AS(p) prognoza scenariuszy i wybór strategii 
czystej

scenario forecasting and alternative se-
lection for pure strategies

SP planowanie scenariuszowe scenario planning

α-MEU kryterium alfa-maksyminowej oczeki-
wanej użyteczności

α-maxmin expected utility
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DECISION MAKING UNDER UNCERTAINTY – 
SCENARIO PLANNING, DECISION RULES AND 

SELECTED ECONOMIC APPLICATIONS

Summary

The book is concerned with economic decision making under uncertainty. The 
author of the contribution presents various definitions of uncertainty and terms 
related to it, i.e. risk and probability. The thesis deals mainly with games against 
nature based on scenario planning (SP). SP allows to show the decision problem 
in the form of one or more payoff matrices containing information on potential 
states of nature, possible alternatives and estimated results. In the dissertation the 
advantages and drawbacks of existing decision rules are analyzed. It is revealed 
that in some specific cases they may lead to illogical solutions and useless rank-
ings. Sometimes they do not reflect decision makers’ preferences. That is why the 
author presents novel one-criterion and multi-criteria procedures for both, passive 
and active decision makers. She concentrates on new one-shot decisions (e.g. in-
novative/innovation projects). Therefore it is assumed that the decision maker is 
not able or does not intend to estimate the probability of particular scenarios. Rec-
ommendations generated by the new and modified approaches reflect the decision 
makers’ preferences expressed, among other things, by means of a coefficient of 
pessimism, weights for each criterion, a reference point, utility and accepted devi-
ations between payoffs and the extreme ones. The rules suggested in the contribu-
tion take into consideration the structure of the payoff matrix (i.e. the position of 
a given payoff against the remaining criterion performances within a concrete sce-
nario or alternative), the asymmetry of payoffs and different outcome dispersions. 
The author’s methods are illustrated for chosen economic problems: investment 
project performance and profitability assessment, newsvendor problem, time-re-
source project optimization, portfolio optimization.

Keywords: uncertainty, decision making, scenario planning, decision rules, payoff ma-
trix, preferences, one-criterion optimization, multi-criteria optimization, pure and mixed 
strategies, optimization model, attitude towards risk, coefficient of pessimism (optimism), 
probability, Omega ratio, Net Present Value, newsvendor problem, time-resource project 
optimization, portfolio optimization, innovation (innovative) project.
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